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EXERCICE 2

ENONCE

On considere la fonction g définie sur R par : ¥x € R, g(x) =" — x.

1. Dresser le tableau de variations de g en précisant ses limites en o0.

2. Montrer que pour tout n € [2; 400,

strictement positive notée f,,.

3. Approximation de a,. On considére la suite (u,),en définie par :

3.a.
3.b.
3.c.

3.d.

3.e.

3.1

Uo—*ll
VneN, vy =e"" =2

Etablir : —2 < oy < —1.
Justifier que e — 2 = a, puis démontrer : Vn € N, o < u, < —1.

l'‘équation g(x) = n possede exactement deux solutions, l'une strictement négative notée «a, et l'autre

En utilisant l'inéqgalité des accroissements finis avec une fonction adéquate, démontrer que pour tous réels a, b tels que ¢ < b < —1, on

1
a:0<el —e” —(b—a).
e
1
Montrer que pour tout n € N, up1 — oy = e —e®, puis 0 < Uy — 0 < — (U, — ).
e

1 n
En déduire : VneN, 0<u, — o < (g) .

Démontrer alors que la suite (u,),en converge vers a;.
Ecrire un programme Python permettant d'obtenir une valeur approchée de @, & 107> prés.

4. Etude des suites (Qn)n>2 et (Bn)nx2-

4.a.
4.b.
4.c.
4.d.

Etudier les variations des suites (Qn)n>2 et (Bn)ns2 et déterminer leur limite en +o0.
Etablir : ¥n € [2;+0o], —n < @, < —n + 1. En déduire un équivalent de a, lorsque n tend vers +oo.
Soit n € [2; +oo[. Démontrer : 1 < g( In(n)) < n. En déduire : g(n(2n)) = n

En déduire : ¥n € [2; +o0[, In(n) < B, < In(2n) puis déterminer un équivalent simple de B, lorsque n tend vers +oo.
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CORRIGE

X

On considere la fonction g définie sur R par : Vx € R, g(x) = e* —x.
1. Dresser le tableau de variations de g en précisant ses limites en Zoc.

e |a fonction g est la somme de deux fonctions usuelles dérivable sur R, elle est donc dérivable sur R.
Soit x € R. On a :

gl = 1
Or: X Attention !
La stricte croissance est indis-
g/(X) >0 & "' >1 pensable : c'est ce qui permet de
J stricte croissance de ln sur R ‘remonter” 'équivalence ict (car
= x>0 clest ce qui permet de "désappli-
quer’ une fonction).
Dol :
X |—o0 0 +00
g'(x) - 0 +

+ +

e Détaillons les limites :

* En —oo :
Par opérations, on a :
lim g(x) = +00
X—>—0Q
* En +o00:
Pour tout x € R, suffisamment proche de +oo, on a :

g(x) =e" —x

. , Important !
Or, par croissance comparée : ) )
Les croissances comparees sont

X
lim - = 0 données sous forme de quotient
X—+00 @ (sauf pour l'LTrTgx In(x)) : il est im-
X
D'oti, par opérations : portant de les faire apparattre
lim g(x) = 400 comme tels a lécrit.

X—+00

2. Montrer que pour tout n € [2; +oo[, l'équation g(x) = n posséde exactement deux solutions, l'une strictement
négative notée a, et l'autre strictement positive notée B,.
Soit n € [[2; +oo[.
e Sur [0; +oq
Ona:

v la fonction g est strictement croissante sur |0; 4+-oq],

— = Rappel...

La continuité de g garantit

(TVI) que g(]0; +oq]) est un
intervalle; et la stricte crois-
v la fonction g est continue sur |0; +o0] (car dérivable). sance de g fournit alors que

0; =]g(0); lim g[.
Ainsi, par théoréme de bijection, la fonction g est bijective de J0; +oo| dans g(]0; +00[) =]1; +od]. 4900 +ocl) =lglO)liml

Or n > 2, donc n € g(]0; +oq).
Conclusion : l'équation g(x) = n posséde une unique solution sur |0; +od].

— v Rigueur !
o Sur J — 0Q; 0[ : En se plagant sur les intervalles
On procede de la méme facon. ouverts, on évite d'avoir a justifier

la stricte positivité / négativité
des solutions trouvées. En re-

e Puisque g(0) =1 # n, l'équation g(x) = n ne possede pas d'autre solution. ( vanche, l'énoncé demande d'établir
que l'équation g(x) = n possede
exactement deux solutions. Nous
Conclusion : pour tout n € [2;+oo[, l'équation g(x) = n possede exactement deux solutions, l'une en avons trouvé deux sur R”, il

. , . , , . L , faut bien mentionner qu'il n'y en
strictement négative notée «, et l'autre strictement positive notée S,. a pas dautre en 0.

Conclusion : l'équation g(x) = n posséde une unique solution sur | — oo; 0.

3. Approximation de a,. On considére la suite (u,),en définie par :

Uupg = —1
VneN, vy =¢e"" =2

3.a. Etablir: -2 < o < —1. wwRéflexe !

Ona: Dans le cas des suites implicites,
e g(m) = 2, par définition de a, on cherche a comparer des anté-
. cédents... Pour cela, on compare
® puls ! leurs images !
_ 2
g(—2)=e“"+2
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J —1<0, donce” <1

D'ou :
g(=1) < glm) < g(—2)

D'ou le résultat, par stricte décroissance de g sur | — oo; 0.

Conclusion : —2 < o < —1.

3.b. Justifier que e —2 = a, puis démontrer : Vn € N, oo < u, < —1.
e Puisque g(a) =2, ona:
e? —m =2

Conclusion : e — 2 = .

e Procédons par récurrence...

* Initialisation. Pour n =0 :

On sait que ug = =T et oy < —1, doli : & < up < —1. L'initialisation est vérifiée.
* Hérédité. Soit n € N. Supposons a» < u, <

Par hypothése de récurrence, on a :

—1 et montrons & < U, 1 < —1.

o <u, <1

Puis, par croissance de exp sur R et en soustrayant 2 :

e —2<Le —2<Le =2

Or:
o d'aprés le point précédent, e —2 = o;
Un

o e
o e ' <1, donce !t —2< 1.

—2= Ups1s

D'ol, par transitivité :
a < Uy < 1

L'hérédité est ainsi établie.

Conclusion : Vn €N, o < u, < —1.

3.c. En utilisant 'inégalité des accroissements finis avec une fonction adéquate, démontrer que pour tous réels
a,btelsquea< b< —T,ona:0<el —e’ %(b—a).
On sait que :
v la fonction exponentielle est dérivable sur | — oo; —1];

v pour tout x €] — oo; —1] :

/
| exp'(x)| = explx] 1
1 J x < —1, donc, par croissance de exp sur R : e* < e”
1
e =-
e

Ainsi, par l'inégalité des accroissements finis :

, 1
V(x,y) €] =00 =1, [e* — e[ < —lx — ]

Soient finalement a, b des réels tels que a < b < —1.
D'aprés ce qui précede avec x = b et y = a, licite car a,b €] —o0; —1], on a :

1
\e”fe"\ < —|b—aq|
e

Et comme a < b, on a:

e b—a>0donc|b—a|l=b-aq,

e par croissance de exp sur R : e’ > e donc e? — e? > 0 et ainsi \eb — e = el — e
Dot :

0<el—e? < ~(b—a)

D | =

Conclusion : pour tous réels a, b tels que a < b< —1,0na:0<e’ —e? < —(b—a)

@ | =

— Petite remarque ———

Ici, on préfere utiliser un argu-
ment qui porte sur g... En effet, il
y a deux bijections réciproques
en jeu : l'une étant la bijection

( réciproque de la restriction de g
sur | — 00; 0, que L'on peut noter
J|l-oo0 et lautre de la restriction
de g sur |0; +ocf. En mentionnant
toujours un argument sur la bijec-
tion, on évite ces considérations...

mRéflexe !

On pense a raisonner par récur-
rence quand on souhaite établir
une égalité / un encadrement du
terme général d'une suite récur-
rente.
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3.d. Montrer que pour tout n € N, Uy —ap = e —e®?, puis 0 < Uy — ar <

oD | =

En déduire :VneN, 0<u, — o < (1) .

e
e Soit n € N.
Ona:
Upg —p=e" —2 —
4finition. 2 = e®2
— el _ J par définition, 2 4+ oy = e

e Soit n € N. D'apres le résultat de la question précédente avec b = u, et a = a, licite car d'aprés la

question 3.b,ona o < v, < —1:

0<e —e2 < —(u, — )

| =

Ore' —e? =y, —m..
Conclusion : on a ainsi établi :

1
vn S N, O g Upt1 — < g(u/r _ OQ)
e Démontrons enfin, par récurrence :
1 n
VvneN, 0<u, — o< (*)
e

* Initialisation. Pour n =0 :
Ona:

o ug = —1,
o —2< < —1,dot:2>2 - >1.

Ainst : 1> ug—a = 0.

Or (1) = 1. Dol :
e

o

1 0
Ongofazg (*)
e

['initialisation est ainsi vérifiée.

) 1 n
* Hérédité. Soit n € N. Supposons 0 < v, — o < (7) et montrons 0 < v, — o <
e

Par hypothese de récurrence, on a :

1
D'ou, puisque . >0

Or, d'apres ce qui précede :

Par transitivité, on a donc :

['hérédité est ainsi établie.

(Un — (12).

1

n+1
e ) '

Petite remarque

Pour ce type de récurrence, c'est
toujours l'initialisation qui de-
mande 'le plus de travail'. L'héré-
dité est directe avec ce qui a déja
été établi...

n
Conclusion : Vn €N, 0 < u, — & < (f) .
e

3.e. Démontrer alors que la suite (u,),en cOnverge vers a,.
On a ainst :

1\"
vV ¥neN, 0<u,— o< (E) '

1 1 n
v - €]—1;1] donc lim (7) -0
e n—+oo \ €

D'ou, par théoreme d'encadrement : lim u, —a, = 0.
+0o0

n—

Conclusion :  lim v, = oy ; autrement dit, la suite (u,),en coOnverge vers a.

n—+00
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3.1

4.a. Etudier les variations des suites (@n)ns2 et (Bn)nx2 et déterminer leur limite en +oo.

4.b. Etablir : Vn € [2; +o0], —n < @, < —n + 1. En déduire un équivalent de a, lorsque n tend vers +co.

©

Ecrire un programme Python permettant d'obtenir une valeur approchée de a; & 107° prés.

On sait que :

n

1 5 5
Alinsi, des que (7) < 1077, la valeur de u, sera proche de @, a 1077 pres... Proposons donc le programme
e

suivant :

n
VvneN, 0<u,— o< (f)

1
e

import numpy as np

def approx_alpha_2():
n=0
u=-1

while (1/np.exp(1))**n>10x%(—5):

n=n+1

u=np.exp (u)—2

return u

4. Etude des suites (0otn)n>2 et (Bn)n>2-

e Notons g1 la bijection réciproque de la restriction de la fonction g sur | — oo; 0. Puisque g(a,) = n et

que a, €] —00;0[, on a :

* Soit n € [2;+oo[. Puisque n < n + 1, par décroissance de g1 (monotonie identique a g sur
| — o0; O)sur J1; 400, on a :

Autrement dit :

Vn e [[2, “FOO[[, ap = 91(”)

gi(n) = gi(n + 1)

ap 2 Qp1

Conclusion : la suite (a,),>> est décroissante.

* Ensuite :

o Vn € [2;4+00], a, = g1(n)

o puisque lim g(x) = 400, ona lim gi(y) = —oo.

I
y—+00

Conclusion : lim q,
n—-+o00

= —0Q.

e On procede de la méme facon pour (B,)n>2.

Conclusion : la suite (B,),>2 est croissante.

n—+o00

Conclusion : lim B, = +oc.

e Soit n € [2; +o0l.
Ona:

* gla,) =n;

*x g(—n)=e "+ n, donc

% gl—=n+1)=e "4 n—1etn>=2 donc—n+1<—1etainsi e <1, doli :

Dot :

Et ainsi, par stricte décroissance de g sur | — oo; 0], licite car —n, a, —n + 1 €]0; +oq] :

g(—n)=n

gl—=n+1)<n

g(=n+1) < glan) < g(n)

—n+1>a,=2n

Conclusion : Vn € [2; +oo, —n < a, < —n+ 1.

e« Dapres ce qui précéde, pour tout n € [[2; +oof, on a —n # 0 et ainsi :

a, 1

V'S

Petite remarque

Pour les variations, on pourrait se
passer d'introduire g en faisant
ainsi :
ona

n<n+1

autrement dit g(a,) < g(ap41)-
D'ot, par stricte décroissance
de g sur | — 00; 0 et comme
Qy, Ayt €] —00; 0], on a

ay 2 i1
En revanche, pour la limite, pas
trop le choix pour faire les choses

proprement que de procéder
comme je l'at fait.
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) 1
* Or lim 1——="1.
n—-+00 n
Donc par théoreme d'encadrement :
. a”
lim =1
n—+oo —[

Conclusion : a, ~ —n.
n—-+o00

4.c. Soit n € [[2;+oo. Démontrer : 1 < g(In(n)) < n. En déduire : g(In(2n)) > n.

e Ona:

Or :
« n =1, donc ln(n) = 0;

* la fonction In est concave, donc sa courbe représentative est partout au-dessous de toutes ses
tangentes et en particulier de sa tangente au point d'abscisse 1 dont l'équation réduite est y = x—1.

Ainsi :
Vx € RS, In(x) < x —1
Dot :
In(n) <n—1
Et ainsi :

n—In(n) =1

Par transitivité, on a ainst :

Conclusion : 1 < g( In(n)) < n.

e Ensuite :

g( Ln(Zn)) = 2n —In(2n)
=n—1In(2)+n—1In(n)
=n—In?2)+ g( ln(n))

int précédent
> nfln(2)+1 J point précéden

Or 2 < e, donc In(2) < 1.. Dol :
n—1I2)+1=n

Conclusion : par transitivité, g( ln(n)) > n.

4.d. En déduire : Vn € [2;+oo[, In(n) < B, < In(2n) puis déterminer un équivalent simple de B, lorsque n
tend vers +oo.

e Soit n € [2;+oo[. On a g(B,) = n. D'oli, d'aprés la question précédente :
g(n(n)) < g(By) < g(n(2n))
Et ainsi, par stricte croissance de g sur |0; +oq], licite car In(n), B, In(2n) €]0; +oq] :

In(n) < B, < In(2n)

Conclusion : Vn € [2; +oof, In(n) < B, < In(2n).

e« Dapres ce qui précede, pour tout n € [2; +oof, on a In(n) # 0 et ainsi :

1> B S 14 n(2)

[n(n) n(n)
* Or lim 1+ (n(2) =1
n—-+co n(n)
Donc par théoreme d'encadrement :
«L 6/7 _
n—+00 [n(n)
Conclusion : S, - n(n).
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