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EXERCICE 3

ENONCE

1.

Préliminaires.
Soit x €]0; 1[. Dans une succession d'épreuves de Bernoulli indépendantes, de méme probabilité d'échec x, on définit deux suites de variables

aléatoires (Sy)n>1 et (T,)s>1 de la facon suivante :
e pour tout entier naturel non nul n, S, est la variable aléatoire égale au nombre d'épreuves nécessaire pour obtenir le n-iéme succes;
e [, est la variable aléatoire égale a S; et, pour tout entier naturel n > 2, T, est la variable aléatoire égale au nombre d'épreuves

supplémentaires nécessaires pour obtenir le n-iéme succes apres le (n — 1)-iéme succes.
Ainsi, pour tout n > 2, T, = S, — S,_1; et on admet que les variables aléatoires Ty, ..., T, sont indépendantes.

1.a. Pour tout entier naturel n non nul, déterminer la lot de T, et, sans calcul, donner l'espérance et la variance de T,.
1.b. Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, la variable aléatoire S, en fonction des variables aléatoires Ty, ..., T,.
1.c. Pour tout entier naturel non nul n, montrer que la variable aléatoire S, admet une espérance et une variance, et que l'on a :

n nx

E(S,) = » V(X)) = =

T—x
1.d. Soit n un entier naturel non nul. Déterminer la lot de S,,.

1.e. En déduire :

e,y (F s
' n—1]"  (1—=x)n

k=n

I

. Deux joueurs A et B procedent chacun a une succession de lancers d'une méme piece. A chaque lancer, la probabilité d'obtenir PILE est p (p

fixé, p €]0; 1), et la probabilité d'obtenir FACE est g =1 — p.
e e joueur A commence et il s'arréte quand il obtient le premier PILE. On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués
par le joueur A.
e |e joueur B effectue alors autant de lancers que le joueur A et on note Y la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus par le
joueur B.

2.a. Rappeler la loi de X et, pour tout k > 1, déterminer la loi conditionnelle de Y sachant [X = k].

2.b. Quelles sont les valeurs prises par Y?

2.c. Montrer : .
- q
P([Y =0]) = gpq” =T
2.d. Soit n un entier naturel non nul. Montrer : .
IP([Y _ n]) _ Z (ﬁ)anA 2k—n—1
k=n
puis, en utilisant la question 1.e : 1
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CORRIGE

1. Préliminaires.
Soit x €]0; 1[. Dans une succession d'épreuves de Bernoullt indépendantes, de méme probabilité d'échec x, on

définit deux suites de variables aléatoires (S;)n>1 et (T,),>1 de la fagon suivante :

e pour tout entier naturel non nul n, S, est la variable aléatoire égale au nombre d'épreuves nécessaire pour
obtenir le n-ieme succes;

e T, est la variable aléatoire égale a S et, pour tout entier naturel n > 2, T, est la variable aléatoire égale
au nombre d'épreuves supplémentaires nécessaires pour obtenir le n-iéme succes apres le (n — 1)-ieme

succes.
Ainsi, pour tout n > 2, T, = S, — S,_1,; et on admet que les variables aléatoires Ty, ..., T, sont indépen-

dantes.

Pour tout entier naturel n non nul, déterminer la loi de T, et, sans calcul, donner l'espérance et la variance
de T,.

e Expérience. Apres le tirage ayant permis d'obtenir le (n — 1)-ieme succes, l'expérience consiste en
une infinité de répétitions d'épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes dont le succes est de
probabilité 1 — x.

e Variable aléatoire. La variable aléatoire T, prend alors comme valeur le rang du premier succes.

Conclusion : T, suit la loi géométrique de parametre 1 — x et ainsi :

T(Q) =N Vke N, P(T,=k)=x""1-x) ; E(T,)= i ' ——

1.b. Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, la variable aléatoire S, en fonction des variables aléatoires

Tioo0 Ty
Soit n € [[2; +oo. On a :
V/\ = HZ, +OO[[, Tk = S/\ — S/\,1

D'ot, en sommant de 2 a n :

Autrement, par télescopage :

Et comme Sy = T4, on obtient :

n

SH - Z T/\

k=1

On remarque que cette égalité est encore valable si n = 1...

Conclusion : Vn € N*, S, = Z T.
k=1

Pour tout entier naturel non nul n, montrer que la variable aléatoire S, admet une espérance et une variance,
et que lon a:
n nx
E(S,) = V(X)) = ——
( /7) 1 o ( n) (1 _X)2

Soit n € N*. D'apres la question précédente, S, est une somme de variables aléatoires admettant une

espérance et une variance; donc S, admet également une espérance et une variance; et :
n
> i
k=1
n
= § E(Ty)
J question 1.a

E(S,) =E

J linéarité de l'espérance

1T—x
n
V(S.) =V [ T
k=1 J T1, ..., T, sont indépendantes
n
=Y V(Ti) |
k=1 J question 1.a
- nx
IR
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1.d

1.e.

Conclusion : Vn € N, E(S,) =

. Soit n un entier naturel non nul. Déterminer la lot de S,,.
e Sin=1:
On sait que Sy = Ty et Ty suit la lot géométrique de paramétre T — x.
e Sin=>2:
* On a déja :
S0(Q) = [n; +o0]

* Soit k € [n; +oo[.

[S, = k] est réalisé  si, et seulement si, le n-iéme succeés a lieu lors de la k-ieéme épreuve

si, et seulement si, on a obtenu n — 1 succes sur les épreuves 1 a k — 1

et un succes a l'épreuve k

Ainsi, en notant :
o Xi_1 la variable aléatoire égale au nombre de succes obtenu sur les épreuves 1 a k —1,
o £, U'évenement "obtenir un échec a l'‘épreuve k',
ona:

[Sn = /(] = [Xk,q =N — 1] QE
D'ou :
IP([S,, = /<]) = IP([Xk 1 =n—1] ﬂfk)
I J indépendance des épreuves et seules les épreuves 1 a

= PP = n = )PIE) Al e ey T gk

_ (k”)m — X)X (1 = x)

n—1
k—1 n k—n
= (”71)(17x)x

On remarque alors que les deux cas se regroupent...

Conclusion : pour tout n € N* :

Sn(Q) = [n 4o ; Yk € [n;+oo[, P([S, = k]) = (ﬁ : 1 ) (1= x)"xk"

En déduire :

Vn € N i" k=1 Xk—Xi
' n—=1/" " (1—x)r

k=n

Soit n € N*. Puisque S,(Q) = [n; +o0[, on sait que la série ZIP([S,, = k]) est convergente et de somme
k=n

égale a 1.

D'ou, d'apres la question précédente :

+00
k—1
1—x)" k—m:/I
A2(171)( x)"x

Autrement dit : .
(1 —x)" « (k71)xk 1

X" n—1
k=n

D'oti le résultat, puisque x # 0 et T —x = 0.

n

0o
Conclusion : Vn € N¥, Z (/< - )Xk = ( .

n—1 1—x)
k=n

. Deux joueurs A et B procédent chacun a une succession de lancers d'une méme piece. A chaque lancer, la
probabilité d'obtenir PILE est p (p fixé, p €]0;1[), et la probabilité d'obtenir FACE est g =1 — p.

2.a.

e Le joueur A commence et il s'arréte quand il obtient le premier PILE. On note X la variable aléatoire égale
au nombre de lancers effectués par le joueur A.
e |e joueur B effectue alors autant de lancers que le joueur A et on note Y la variable aléatoire égale au
nombre de PILE obtenus par le joueur B.
Rappeler la lot de X et, pour tout k > 1, déterminer la loi conditionnelle de Y sachant [X = k].
e x Expérience. Lexpérience, pour le joueur A, consiste en une infinité de répétitions indépendantes
de la méme épreuve de Bernoulli dont le succes "obtenir PILE" est de probabilité p.
% Variable aléatoire. La variable aléatoire X prend alors comme valeur le rang du premier succes.

o

Petite remarque

Puisque la détermination de l'en-
semble image ne fait pas l'objet
de la question, on se contente de
le donner sans le justifier.

— * Pour I'oral d’HEC x —

On peut justifier autrement ce

résultat :

o les issues de [S, = k] sont

toutes équiprobables

e chaque issue de [S, = K]

est constituée de n succes et

k — n échecs; la probabilité

qu'elle apparaisse est donc égale

a (1 —x)"xkn

e chaque issue de [S, = k] se

termine par un succeés; pour le

reste, il suffit de placer n — 1

succes sur les k — 1 résultats
. ) -1

précédents : il y a h telles

possibilités.
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Conclusion : X — ¥(p), d'ol :

X(@Q) =N VkeN, P(X=k])=(1-p)'"p

e Soit k € N". Supposons l'évenement [X = k] réalisé ; c'est-a-dire que le joueur A a effectué k lancers.
Sous cette hypothese :

* lexpérience, pour le joueur B, consiste en k répétitions indépendantes de la méme épreuve de
Bernoullt dont le succes "obtenir PILE" est de probabilité p;

% la variable aléatoire Y prend alors comme valeur le nombre de succes obtenus.

Conclusion : pour tout k € N, la lot conditionnelle de Y sachant [X = k] est la lot binomiale
de parametres k et p; d'ou :

(f)pl(up)k*‘ si i € [0; k]

0 sinon

Vi e N, IPX*/«'J([Y = I]) =

2.b. Quelles sont les valeurs prises par Y?

2.c.

Démontrons que Y(Q)) = N. Procédons par double inclusion.

La variable aléatoire Y prend comme valeurs le nombre de PILE obtenus sur une succession de lancers :
Y prend donc des valeurs entiéres positives. D'ou :

Y(Q)CN
Soit n € N. Montrons que n € Y(Q). Autrement dit, montrons :
JweQ/n=Yw)

Notons w l'issue définie par :
* le joueur A obtient FACE des lancers 1 a n — 1, puis PILE au lancer n;
% le joueur B (qui lance alors n fois la piece) obtient n PILE.
Dans ce cas :
Y(w)=n
On a ainst établi :
JweQ/n=Yw)
Dol : n € Y(Q) et ainsi :
N C Y(Q)

Conclusion : Y(Q)) = N.

Montrer :

~+00
Py =0) =y pg* =
; 1+g¢q

comme systéme complet d'évenements, la

D'apres la formule des probabilités totales, avec ([X = k})
série ZIP([X = k]N[Y = 0]) est convergente et :

k>1

keN*

Yk e N, P(IX =]) 40

question 1.a

changement d'indice n = k — 1

— Petite remarque

On conclut en donnant les valeurs
pour tout i € N pour deux rai-
Sons :

e on ne peut faire figurer au-
trement le support de cette loi,
comme on le fait habituellement
en précisant l'ensemble image de
la variable aléatoire en jeu, qu'en
précisant pour quelles valeurs la
probabilité est non nulle et pour
lesquelles elle est nulle...

e on anticipe ce qui sera fait
ensuite : Y(Q) = N et on aura
besoin de remplacer ]P[X:k]([Y =
1]) par sa valeur pour tout i € N
et tout k € N*... Il ne faut alors
< pas se tromper !

— X Attention !

Y(OF=+HK] - ca n'aurait aucun

sens | La variable aléatoire Y ne
dépend d'aucun k... Il ne faut pas
confondre la loi conditionnelle
de Y sachant [X = k] (qui est la
lot binomiale de paramétre k et
p, on retrouve bien [0; k] comme
support de cette loi..) et la lot
de Y.

— #» Rédaction

Il est équivalent de dire que
l'issue w ainsi définie réalisé
l'évenement [Y = n] : cet événe-
ment est donc non vide et ainsi
nevyQ).

Jai choisi de changer un peu les
habitudes ici, a voir...

wm Réflexe !

On a la lot conditionnelle, on
cherche P([Y = 0]) : FPT |
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+00
=pg)y (g7
n=0
= PQW
_ Pq

(1*Q)(1+Q) p=1-—gq
__4q
T+gqg

Conclusion : P([Y = 0]) = %

2.d. Soit n un entier naturel non nul. Montrer :
+00 k
IP([Y _ n]) _ Z ( )pn+1q2k—n—1
k=n

puis, en utilisant la question 1.e :

Bl =) = gt (5]

mRéflexe !
On a la lot conditionnelle, on

D'apres la formule des probabilités totales, avec ([X = k])ch, comme systeme complet d'évenements, la {herche la loi de ¥ : FPT |

série ZIP([X = k|N[Y = n]) est convergente et :

k>1
= Yk e N, P(IX=k]) £0
+00

k
question 1.a : P, x:k‘([Y = ni) = { (/7)’0

Il
gack
>

|
ey
=
=
L
—

[l

0

57
T
=
~
=
t\
-

+00
n k k—n—
=p +1 ( )qZA 1
n

j —1 2j—n—3
")
j=n+1

1 +oo .
B pu+ f o '] ( 2)/
q/7+3’ (I? + ']) -1 q . * 2
j=nt1 J question 1.e, licite car n +1 &€ N* et ¢° €]0; 1]

anrW (qZ)HJrW
qn+3 (1 o qZ)ﬂM J p=1—gq
P”M q2n+2
q/7+3 pnAW(’] + q)n+1
q/rfW
('] + q)/7+1

J changement d'indice j = k + 1

n+1

=P

7

1 n—1
_ q
(1+q) (1+(1)

n k—n

Q Astuce du chef ! O

Puisque la somme porte sur k, on
change lécriture des conditions !
Plutét que d'écrire n € [0; k], on
écrit seulement k > n (car on sait
déja que n > 0)..

n—1
Conclusion : P([Y = nl) = R jq)z (L) .

Petite remarque

Et cette relation fournit le résultat
de la question précédente lorsque
l'on prend n = 0.. Cest normal,
car l'hypothese 'n > 0" n'a pas
servi ict.
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