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EXERCICE 3

ENONCE

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul. On dispose d'une piece dont la probabilité de faire PILE est p €]0;1[ et de n + 1 urnes
numérotées de 0 a n.
Pour k € [0; n], Uurne numéro k contient k balles vertes et n — k balles rouges.
L'expérience consiste a lancer n fois la piece, puis piocher une unique balle dans l'urne dont le numéro correspond au nombre de PILE obtenus.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus lors des n lancers et Y la variable aléatoire qui vaut 1 si une balle verte a été tirée,
0 sinon. Toutes les variables aléatoires de l'exercice sont définies sur un certain espace probabilisé (QQ, A, P) que l'on ne cherchera pas a déterminer.
1. 1.a. Reconnatltre la lot de X. On précisera en particulier X(Q) et, pour tout k € X((Q), IP([X = k]) Donner E(X) et V(X).

1.b. Calculer E(X?).
2. Ecrire une fonction Python telle que lexécution de simuleY(n,p) renvoie une réalisation de la variable aléatoire Y.

3.a. Déterminer Pjx_|([Y = 0]) et Px_y([Y = 0]). Les variables aléatoires X et ¥ sont-elles indépendantes?

k
3.b. Justifier que pour tout k € [0; ], on a Px_g([Y =1]) = pt

3.c. En déduire : E(X)
P([Y =1]) = —=
(v =1) = &
3.d. Donner alors la loi de Y ainsi que son espérance et sa variance.
4. 4.a. Montrer que E(XY) = p(1—p + np).
4.b. En déduire la covariance du couple (X, Y).
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CORRIGE

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul. On dispose d'une piece dont la probabilité de faire PILE est

p €]0; 1] et de n 4+ 1 urnes numérotées de 0 a n.
Pour k € [0; n], U'urne numéro k contient k balles vertes et n — k balles rouges.

L'expérience consiste a lancer n fois la piece, puis piocher une unique balle dans l'urne dont le numéro correspond au

nombre de PILE obtenus.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus lors des n lancers et Y la variable aléatoire qui vaut
1 st une balle verte a été tirée, 0 sinon. Toutes les variables aléatoires de lexercice sont définies sur un certain espace

probabilisé (Q,.A, P) que l'on ne cherchera pas a déterminer.

1. 1.a. Reconnatltre la loit de X. On précisera en particulier X(Q) et, pour tout k € X(Q), IP([X = k]) Donner E(X)

et V(X).

v Lexpérience consiste en n répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli dont le succes

‘obtenir PILE" est de probabilité p.
v La variable aléatoire X compte le nombre de succes sur ces n répétitions.

Conclusion : X < A(n; p) et ainsi :

X(Q) = [0;n], Vk € [0;n], P(X = k]) = (”)pAU —p)" i E(X)=np ; V(X)=np(1—p)

1.b. Calculer E(X?).

2. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de simuleY(n,p) renvoie une réalisation de la variable aléatoire Y.

D'apres la formule de Koenig-Huygens :

V(X) = E(X?) — (E(X))’
Dol :

np(1 = p) = E(X?) - (np)’

Conclusion : E(X?) = np(1—p + np).

Voici :

3l def

1| import numpy.random as rd

simuleY(n,p):
X=rd.binomial (n,p)
if rd.random()<X/n:
Y=1
else:
Y=0
return Y

3. 3.a.

Déterminer P[X:o]([Y = O]) et IP[X:,,]([Y = 0]) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

e Supposons l'évenement [X = 0] réalisé; cest-a-dire que l'on a obtenu aucun PILE a lissue des n lancers.

Dans ce cas, on pioche une balle au hasard dans l'urne 0 composée de O balle verte et n balles rouges.
Par conséquent, on piochera nécessairement une balle rouge. D'ou :

Ppq([Y = 0]) =1

e Supposons l'évenement [X = n| réalisé; cest-a-dire que l'on a obtenu n PILE sur les n lancers.
Dans ce cas, on pioche une balle au hasard dans l'urne n composée de n balles vertes et O balle rouge.
Par conséquent, on piochera nécessairement une balle verte. D'ol :

Py, ([Y =0]) =0

e Raisonnons par l'absurde.
Supposons que X et Y sont indépendantes. Dans ce cas, on aurait :

Pio([Y =0]) = P([Y =0]) ; Pu_([Y =0]) = P(]y =0

Ce qui donnerait, d'apres ce qui précéde 1 = 0. D'ou l'absurdité.

Conclusion : les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.
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= Rappel...

Pas nécessaire que les épreuves
de Bernoullt soient identiques;
du moment qu'elles sont indépen-
dantes et que la probabilité du
succes est toujours la méme.

# Rédaction

<on s'timprégne de cette rédaction
pour ce type de question. Clest
trés fréquent, presque systéma-
tique...
Ne pas hésiter a reformuler ce
que signifie la réalisation de
l'évenement par lequel on condi-
tionne.




K

3.b. Justifier que pour tout k € [0; n], on a Pyx_g([Y =1]) = p

Soit k € [0; n]. Supposons l'évenement [X = k] réalisé; cest-a-dire que l'on a obtenu k PILE a lissue des n

lancers.

Dans ce cas, on pioche au hasard une balle dans l'urne k; par conséquent, l'évenement [Y = 1] est réalisé si,

et seulement si, on pioche une des k balles vertes présentes parmi les n balles de l'urne.
Par équiprobabilité du choix de la balle, on a :

k
Ppy([Y =1]) = —
i k
Conclusion : pour tout k € [0;n], on a Py_y([Y =1]) = .
3.c. En déduire : £
P(IY = 1)) = =
D'apres la formule des probabilités totales, avec ([X = k])ke[[o‘n]] comme systeme complet d‘évenements, on a :
P(y =1) =3 P(X=Kn[y=1)
% | J Vk € [0;n], P(X =k]) 40
= P([X = k])Px—y([Y =1
g ([ ]) h k([ ]) J question précédente
n k
=) ~P(X=k)
k=0
LS k(X = )
n k=0 J X(Q) = [0;n]
= 1EX)
n
E(X)

Conclusion : P([Y = 1]) = —.

Important | ——
{T’argument d'équiprobabilité du

choix de la balle est nécessaire.

nelles, on veut la probabilité de
l'évenement : FPT |

mRéflexe ! ————
fn connait les probas condition-

— Remarque

L'énoncé rendrait les choses plus
difficiles si la question était de
montrer que P([Y = 1]) = p.
On serait alors tenté de remplacer
Lexpression de P([X = k]) et
donc de refaire le calcul de l'es-
pérance d'une VA suivant la lot

4 B(n; p).

3.d. Donner alors la loi de Y ainsi que son espérance et sa variance.
Par définition de Y, on a
V(@) = {0:1)

Par conséquent,Y suit la loi de Bernoulli de parametre P([Y = 1]).
D'apres la question précédente :

n J X < B(n; p)

Conclusion : Y < Z(p) et ainst E(Y) = p et V(Y) = p(1 —p).

4. 4.a. Montrer que E(XXY) = p(1—p + np).
Puisque X(Q) et Y(Q) sont finis, (X'Y)(Q) également et donc la variable aléatoire XY admet une espérance; et
par théoreme de transfert :

EXY)= > > KP(X=Kn[Y =)
keX(Q) jeY(Q)

n

=) > KP(X=Kn[Y =)
k=0 j=0
:;kIP([X:k]m[Y:H) ) ke[l Blx =) 40

J question 3.b.

> KP([X = K]) Py ([Y = 1))

= 5 2_KP(X = k)
n =0 J théoréme de transfert, car X(Q) = [0; n]
1

- E(X))
n J question 1.b.

= p(1 —p+ np)
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Conclusion : E(XY) = p(1 —p+ np).

= Rappel...
I . St X et Y admettent un moment
4.b. En déduire la covariance du couple (X, Y). dordre 2, alors Cov(X, Y) existe.
Puisque X(Q) et Y(Q) sont finis, la covariance du couple (X, Y) existe et, par formule de Koenig-Huygens : Un cas particulier fréquent : si

X(Q) et Y(Q) sont finis, alors X
et Y ont des moments a tout ordre

Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y) et donc : Cov(X, Y) existe.

)

(1 ) / questions précédente et 1.b.
=pll =p+np)—np

=p(1—p)

Conclusion : Cov(X, Y) = p(1 — p).
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