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Sl eremies PROBLEME

ENONCE

PARTIE |. ETUDE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE SANS MEMOIRE

Soit X une variable aléatoire discréte, a valeurs dans N, telle que : Ym € N, P([X = m]) > 0.
On suppose également que X vérifie : V(m, n) € N*, Pixsu (X = n+ m]) = P([X > n)).
On pose p = P([X = 0]) ainsi que g =1 — p et on suppose que p > 0.
1. Montrer que P([X > 1]) = g et en déduire que 0 < g < 1.
2. Montrer que : V(m,n) € N°, P(IX = n+ m]) =P([X = m]) « P(X > n]).
3. Pour tout n € N, on pose u, = P([X = n]).
3.a. Utiliser la relation obtenue a la question 2 pour démontrer que la suite (u,),en est géométrique.
3.b. Pour tout n € N, exprimer P([X > n]) en fonction de n et de g.
3.c. Etablir: ¥n €N, P([X =n]) = P(X > n]) —=P(X > n+1]).
3.d. En déduire que pour tout n € N, P([X = n]) = q"p.
4. 4.a. Reconnaltre la loi suivie par la variable aléatoire X + 1.
4.b. En déduire l'espérance et la variance de X.

PARTIE II. TAUX DE PANNE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE

Pour toute variable aléatoire Y a valeurs dans N et telle que pour tout n € N, IP([Y > n]) > 0, on définit le taux de panne de Y a linstant n, noté
A, par
YneN, A, = P[y;n]([y = n})

5. 5.a. Montrer que : Vn € N, A, = IP([Y n])
IP([Y > n])
P +1))

5.c. Etablir alors : ¥n € N, 0 <A, <1
5.d. Montrer par récurrence : Yn € N*, P([Y > n]) = |_|(1 — A).

n—1
6. 6.a. Montrer que : Vn € N, Y P([Y =k]) =1-P([Y > n]).
k=0
6.b. En déduire : lim P([Y > n]) =0.
n—-+o00
n—1
6.c. Montrer que lim —In(T — A) = +o0.

n—+00
k=0

6.d. Conclure quant a la nature de la série de terme général A,.

PARTIE |Il. CARACTERISATION DES VARIABLES ALEATOIRES DE MEME LOI QUE X

7. Déterminer le taux de panne a linstant n de la variable aléatoire dont la loi a été trouvée en question 3.d.

8. On considére une variable aléatoire Z a valeurs dans N telle que : Vn € N, ]P([Z > n]) > 0. On suppose que le taux de panne de Z est
constant égal a A.
8.a. Démontrer que A €]0;1[.
8.b. Pour tout n € N, exprimer IP([Z = n]) en fonction de A et n.
8.c. Conclure que les seules variables aléatoires dont le taux de panne est constant sont les variables aléatoires de méme loi que X.
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CORRIGE

PARTIE |. ETUDE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE SANS MEMOIRE

Soit X une variable aléatoire discréte, a valeurs dans N, telle que : ¥m € N, ]P([X > m]) > 0.
On suppose également que X vérifie : ¥(m, n) € N?, Pz (X =0+ m]) =P(X = n)).
On pose p = ]P([X = 0]) ainsi que g = 1 — p et on suppose que p > 0.
1. Montrer que P([X > 1]) = g et en déduire que 0 < g < 1.
e On sait que X(QQ) € N, donc :

X>1=[X=0

Ainst :

Conclusion : P([X > 1]) = q.

e Onsaitque p>0etg=1—p, doncg <1
Et, d'aprés l'énoncé : Vm & N, IP([X > /77]) > 0. En particulier :

P(X >1]) >0

Conclusion : g €]0; 1.

2. Montrer que : ¥(m, n) € N, P([X = n+m]) =P([X = m]) « P([X > n]).
Soit (m, n) € N?. On a, d'aprés [‘énoncé :
P([X = m]) « P(X > n]) =P (X = m)]) « Pxsw (X =n+m)
=P(X =mn[X =m+ n])
X2

J n >0, donc[X = m+n]C[X=m|
n+ m))

dot [X = m|N[X = m+n|=[X2=m+n]

Conclusion : V(m, n) € N, P(X = n+ m]) = P([X = m]) « P(IX = n]).

3. Pour tout n € N, on pose u, = P([X > n]).

3.a. Utiliser la relation obtenue a la question 2 pour démontrer que la suite (u,),en est géométrique.
Soit n € N. On a:

Upst :IP([X /7+H)
~P(lx > 1) (X > )

=
=

J question 1
= qup,

question précédente avec m = 1, licite car 1 > 0

Conclusion : la suite (u,),en est géométrique de raison g et de premier terme ug = IP([X > O])

3.b. Pour tout n € N, exprimer P([X > n]) en fonction de n et de g.

On vient d'établir que la suite (u,),en est géométrique de raison g et de premier terme vy = IP([X > O})

Or X(Q) € N, donc P([X >0]) = 1.
Par conséquent :
vneN, u, =q"

Conclusion : Vn € N, P([X = n]) = ¢".

3.c. Etablir: Vn €N, P(X =n]) =P([X > n]) = P([X >n+1]).
Soit n € N. On a:
(X = n]=[X=n]U[X > n] B
_ [X _ ”] U [X >+ ” J X est a valeurs entieres et n € N
Dot :
P(X =n]) =P(X =n]U[X =n+1])

IP([X ]) +IP([X S +1]) / incompatabilité de [X = n] et [X > n + 1]
— =n =N

Conclusion : Vn € N, P([X = n]) = P(X = n]) = P([X > n+1]).

w Pour info... ——
4F'est cette égalité qui traduit
h

‘absence de mémoire".

Détails
Soit w € [X = m + n]. Dans ce
cas, X(w) = m+n = m, car
n > 0. Donc w € [X > m]; dou
Uinclusion [X = m+n] C [X = m].

— % Classique ! %

Clest une question tres classique
sur les variables aléatoires dis-
crétes, dont le résultat est souvent
utile (méme s'il n'est pas toujours
détaillé).

o

— v Rigueur !

o Ne pas oublier largument "X
est a valeurs entieres’ (X discréte
ne suffit pas !).

En effet, st on avait X(Q) =
{0;1,1,5, 2}, (X > 1]+ [X > 2]..
e Largument 'n € N est éga-
lement nécessaire (méme si,
puisque plus naturel, je ne le
mentionne pas toujours). En ef-
fet, méme avec X(Q) = N, on a
[X>0,5]+[X >15]
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3.d. En déduire que pour tout n € N, IP([X = n]) =q"p.
Soit n € N. D'apres la question précédente :

P(X =n]) =P(X >n]) —P(X=n+1)

n n+ question 3.b
=q"—q"" J/
=q"(1—q)

=q"p

Conclusion : pour tout n € N, P([X = n]) = ¢"p.

4. 4.a. Reconnaltre la lot suivie par la variable aléatoire X + 1.

e On sait que X(Q) C N. Donc :
(X+1(Q) c N

e Soit ensuite k € N*. On a :

P(X +1=k) =P(X =k—1))
() question précédente, licite car k =1 & N (k > 1)

Conclusion : la variable aléatoire X + 1 suit la loi géométrique de parametre p.

4.b. En déduire l'espérance et la variance de X.

e On sait que X + 1 admet une espérance et que X = (X 4+ 1) —1; donc X admet une espérance et :

E(X) =E((X+1)—1)
=EX+1)—1
_1

p
1—p
p

linéarité de l'espérance

J (X +1) > Z(p)

P

e On sait que X + 1 admet une variance et que X = (X 4+ 1) —1; donc X admet une variance et :

=V(X+1)—=1)
— VX +1) )
_q J (X +1) = “(p)
p?
q q°
Conclusion : E(X) = = et V(X) = —.
P P

PARTIE II. TAUX DE PANNE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE

Pour toute variable aléatoire Y a valeurs dans N et telle que pour tout n € N, P([Y > n]) > 0, on définit le taux de
panne de Y a l'instant n, noté A, par :

Vn €N, 4, =Py, (Y = nl)
P([Y = n))

5. 5.a. Montrer que : Vn €N, A, = m

Soit n € N. On a :

Ao = Prysa (Y = 1)
(Y nnly = ])

N
([Y = /7]) J [Y=n]C[Y =n] donc[Y =n|n[Y = n]=[Y =n]

Petite remarque

On remarque alors :

vn €N, P([X =n]) +0.
Dou:VneN, [X =n]+ @.
Conséquence : N C X(Q) et donc
X(Q) =
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5.b. En déduire que : Vn €N, 1 -4, =

Soit n € N.On a:

I IP([Y = n})
TR
B IP([Y > n]) fIP([Y = n})
IP([Y > n]) J de la méme fagon qu'en question 3.c
]

été fait dans les questions précé-

Petite remarque
On ne refait pas ce qui a déja
dentes...

Conclusion : Vn €N, 1 -4, =

5.c. Etabliralors : ¥n eN, 0< Ay < 1.
Soit n € N.
e On sait que A, = IP[D,,]([Y = n]), donc A, = 0.
e D'apres la question précédente :
P([Y > n+1])

1= = IP([Y > n})

Or, par hypothese : Vm € N, IP([Y > m]) > 0, donc en particulier pour m = n + 1 (licite car

n+1€N):P(Y=n+1]) >0

P([Y >n+1)
P([Y = n])

Conclusion : 1 — A, > 0, et donc A, < 1.

Dou:1—4, =

Conclusion : Vn €N, 0 < A, < 1.

n—1
5.d. Montrer par récurrence : Vn € N*, P([Y > n]) = |_|(1 — A,
k=0
e |[nitialisation. Pour n =1 :
1-1
T—=X)=1—A
D)( k) ! J question 5.b (licite)
_P(v=1)
P([Y > 0] J Y(Q) € N, donc P([Y > 0]) =1
=P(v >1])

['initialisation est vérifiée.

e Hérédité. Soit n € N*. Supposons P([Y = n]) = |_|(1 —A) et montrons P([Y = n+1]) =

D'apres la question 5.b, on a :

P(Y =>n+1]) =(1—-A)P([Y >
([ ! ]) ( ) ([ ”D J hypothése de récurrence

= (=) =)

k=0

=[]0 -4
k=0

T

Petite remarque

On peut procéder autrement en
faisant le produit, pour k allant
deOan—1des (1T —A)en
utilisant la question 5.b : produit
télescopique...

n

[ ]0—)-

k=0

n—1
Conclusion : Vn € N*, P([Y > n]) = |_|(1 — A).

k=0

n—1
6. 6.a. Montrer que : ¥n € N*, ZIP([Y =k)) =1=P([Y =n]).
k=0
Soit n € N*. On a :

1=P([Y = n]) =P([Y < n])
—P(Y <n—1)

J Y est a valeurs entiéres et n € N

n—1
J puisque Y(Q) C N,ona Y <n—1]= UW = k|
k=0
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n—1

=P |y =4

I
~
=<

I
o

J incompatibilité des évenements de la famille (\Y = k)

n—1
Conclusion : Vn € N7, ZIP([Y =k)) =1-P([Y = n]).

k=0

6.b. En déduire - lim P([Y = n]) =0.
D'apres la question précédente :

n—1

VneN, P(Y>nl)=1-) P(Y=k)

Or Y(Q)) € N, donc la série Z]P([Y = k]) est convergente de somme égale a 1.

k=0
Dol :
n—1

lim 1-% P(Y=k])=0

n—+o00

Petite remarque

Question surprenante puisque
clest un résultat qui découle des
propriétés de la fonction de ré-
partition d'une variable aléatoire.
Le seul avantage ici en est une
démonstration rapide utilisant des
arguments élémentatres.

Conclusion : lim P([Y = n]) = 0.

n—+o00

n—1
6.c. Montrer que nETookZ_O —In(1 — A¢) = +o00.
Soit n € N*, suffisamment proche de +oc0. On a :

n—1
=3 (1= A)
k=0

n—1

=—In ][]0 =)

n—

1
> —In(1—A)

k=0

k=0 J question 5.d

=—1n (IP([Y > n]))

Or, d'apres la question précédente :
lim P([Y >n]) =0
n—+o00

D'ou, par composition :
lim —1In (]P([Y > n])) = 400

n—+o00

n—1

Conclusion : lLIP ‘ —In(T — A) = +o0.
T k=0

6.d. Conclure quant a la nature de la série de terme général A,.
Distinguons deux cas :

® si (Ay)nen Ne converge pas vers 0 :
dans ce cas, la série g A, diverge grossierement.

n=0
® si (Ay)nen converge vers O :
v Ona:
o ¥n €N, A, +0 (car Vm € N, P([Y > m]) > 0 et question 5.d..);
o lim A, =0
n—-+00
Dot :
—Wn(1T—=2A,) ~ A,
n—-+o00

v Pourtoutn €N, A, =2 0et —In(1—4,) =20 (car T—A, <1).

Ainsi, par critere de comparaison (par équivalence) sur les séries a termes généraux positifs, les séries

Z)\” et Z —In(1 — A,) ont méme nature.

n=0 n=0

Conclusion : d'apreés la question précédente, on en déduit que la série Z/\,7 est divergente.

n=0

v Rigueur !

En toute rigueur, cet argument est
indispensable pour pouvoir écrire
'équivalent a l'étape suivante.. En
pratique, ce n'est pas un attendu
du baréme.
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Conclusion : dans les deux cas, la série de terme général A, est divergente.

PARTIE |ll. CARACTERISATION DES VARIABLES ALEATOIRES DE MEME
LOl QUE X

7. Déterminer le taux de panne a l'instant n de la variable aléatoire dont la loi a été trouvée en question 3.d.
Soit n € N.
On a, d'apres la question 5.a :

1= P([X = n])
! ]P([X > I)}) J questions 3.b et 3.d
B qnp
q//
=P

Conclusion : le taux de panne de X est constant égal a p.

8. On considére une variable aléatoire Z a valeurs dans N telle que : ¥n € N, IP([Z > n]) > 0. On suppose que
le taux de panne de Z est constant égal a A.

8.a. Démontrer que A €]0;1[.
D'aprés la question 5.c, on a déja :
0< A<

Par l'absurde, st on avait A = 0, on aurait, d'apres la question 5.a :

VneN, P(X=n])=0

Absurde car Z]P(\X =n]) =1.
n=0

Conclusion : A €]0; 1.

8.b. Pour tout n € N, exprimer P([Z > n]) en fonction de A et n.

Conclusion : d'apres la question 5.d, on a : Vn € N, IP([Z > /7}) =(1-=A"

8.c. Conclure que les seules variables aléatoires dont le taux de panne est constant sont les variables aléatoires
de méme loi que X.
e On sait, d'apres la question 7, que le taux de panne de X est constant.
e Réciproquement, d'aprés ce qui précede, st Z a un taux de panne constant égale a A, alors en posant
p=T1—Aona:
vV p>0(cara<)
v dapres la question précédente : Vn € N, P([Z > n]) = ¢".
Ainsi, en reprenant les calculs des questions 3.c et 3.d, on trouve que Z a la méme loi que X.

Conclusion : les seules variables aléatoires dont le taux de panne est constant sont les variables
aléatoires de méme loi que X.

Incroyable !
Peu importe la loi, le taux de
panne peut bien tendre vers 0,
il ne tendra jamais suffisamment
vite vers 0 pour assurer la conver-
gence de la série Z An...
n>=0

— = Pour info...

e Quand le taux de panne est
constant, on parle de situation
‘sans vieillissement'.

e Quand le taux de panne est

< croissant, on parle de 'situation

d'usure”.

e Quand le taux de panne est
décroissant, on parle de situation
de rodage”.

1= Pour info...
St l'on se place sur des VA a
valeurs dans N*, alors les seules
ayant un taux de panne constant
sont celles qui suivent une lot
< géométrique.
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