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EXERCICE 3
z y
ENONCE
1. Montrer : ¥x > 0, x —ln(x) > 0.
n(x) (x>0
On considere alors la fonction f: x — x — In(x) X définie sur R™.
—1 six=0
2. 2.a. Montrer que f est continue sur R*.
2.b. Justifier que f est dérivable (a droite) en O et que (0) = 0.
3. 3.a. Déterminer, pour tout x € R}, '(x).
3.b. Déterminer la limite de f en oo.
3.c. Dresser le tableau de variations complet de f sur R™.
4. Etudier la signe de f(x).
= Pour info...

5. On note F l'unique primitive de f sur R* qui s'annule en 0.
5.a. Justifier que F est €' sur R et déterminer ses variations.
In(t)
t —n(t)

X I. t +00
5.b. Déterminer lim [ ydt puis démontrer que l'intégrale / dt est divergente.
1 1

X—+00

5.c. En déduire lim F(x).

X—+00

< Petite modification
de la formulation
par rapport au sujet
initial, pour changer
un peu...
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CORRIGE

1. Montrer : Vx > 0, x —In(x) > 0.
Considérons la fonction g : x — x — In(x) définie sur R;.
La fonction g est dérivable sur R et pour tout x € R} :

1
/ - /I o
g'x) N
n X
Dot :
x |0 1 +00
gl -0 +
+00 +00
g \ : /
Par conséquent :
Vx €R!, gx) =1
Conclusion : Vx > 0, x — In(x).
(n(x) (x>0
On considére alors la fonction f : x — < x — In(x) X définie sur R™.
—1 stx=0

2. 2.a. Montrer que f est continue sur R™.

e [ est continue sur R} comme quotient de deux fonctions continues sur R} dont le dénominateur ne
s'annule pas sur RY.

e En 0 a droite :
Pour x > 0, suffisamment proche de 0, on a :

x — In(x) J x proche de 0, donc In(x) # 0

X
g !

Or, par opérations sur les limites :

lim — =
xgt]J [n(x)
Dot :

Lin?J f(x) = —1=£(0)

x>0

Par conséquent, f est continue en O (a droite).

Conclusion : f est continue sur R™.

2.b. Justifier que f est dérivable (a droite) en O et que f(0) = 0.
Soit h > 0, suffisamment proche de 0. On a :

FO+h) —F0) s — (1)

Or, par opérations :

, 1
W gy O
0

h>0

Conclusion : f est dérivable (a droite) en 0 et £;(0) = 0.
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3. 3.a. Déterminer, pour tout x € R}, f'(x).
La fonction f est dérivable sur R}, comme quotient de deux fonctions dérivables sur R} dont le dénominateur
ne s'annule pas sur R} et, pour tout x€ R/ :
, 1(x7ln(><))fln(x)(1fl,)
f(X) - X > X
(X — [n(x))‘
T —ln(x
IR
(X — ln(x))
3.b. Déterminer la limite de f en oco.
801‘[ X, > 0, suffisamment proche de +oo. wRéflexe |
e En +oo, on remarque une FI;
on factorise donc numérateur
f(X) o ln(X) . ln(x) 1 et dénominateur par le terme
- () T PR dominant pour chaque..
X
Or, par croissance comparée :
n(x
lim {nbx) =0
x—+00 X
D'ou, par opérations :
n(x 1
lim ) o =0
x—+o0 X ] — {n(x)
X
Conclusion : lim f(x) =0.
X—+00
3.c. Dresser le tableau de variations complet de f sur R™.
Soit x € R/. Ona:
, x — ln(x)
x>0 &= ——5 ) — 1—1Inx) >0
()(—ln()()) J (xfm(x))’ >0

<= In(x) < In(e)

J stricte croissance de [n sur R}

— x<e
Dol :
x [0 e +00
f'(x)| 0 + 0 -
1
7 —T+e ™y
4. Etudier la signe de f(x).
On a immédiatement :

x |0 1 400
f(x)]0 — 0 +

5. On note F l'unique primitive de f sur R* qui s'annule en 0.

5.a. Justifier que F est " sur RT et déterminer ses variations.

e D'aprés la question 2.a, f est continue sur R, Ainsi, puisque F est une primitive de f sur R, la

fonction F est €' sur RT.

e Etona:

= Pour info...
< Petite modification de la formu-
lation par rapport au sujet initial,
pour changer un peu...

Vx € R, F/(x) = f(x)

D'oti, d'apres la question précédente :

X 0 1 +00
Flro=flo — 0 +
0
a S

In(t)

X
5.b. Déterminer lim /
X—+00 1

e Soitx>1.0na:

In(t
t

[

+0o0o
dt puis démontrer que l'intégrale /1 =

In(t)dt I

(n(t) dt est divergente.

% Classique ! %
In(t)

| faut primitiver t — —— sans

hésiter : cette fonction est de la
forme u'u...
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2
ln(x)?
Or lim () = +00.
X—+00
“n(t
Conclusion : lim j Ldt:+oo
X—=+oo Jy t
e Par croissance comparée :
[n(t) = t
=20
Dot :
t—1In(t) ~ t
n( ) t—+00
On a ainsi :

(n(t)

t— lﬂ({) t—>+oo t
[n(t)
t—In(t) = t

v Vt>1,

+00 l t
v lintégrale / ni )dt est divergente d'apres le point précédent.
1

(n(t)

In(#)

>0,

>0

Conclusion :

par critere de comparaison par équivalence sur les intégrales impropres a inté-

+00
grandes positives, l'intégrale /
|

(n(t)

rfi[n(t) dt est divergente.

5.c. En déduire l'LErn F(x).

Puisque F est l'unique primitive de f s'annulant en O, d'aprés le théoréeme fondamental de l'analyse (licite

car f est continue sur R™), on a:

¥x € RY, F(x) = / f(t)dt
0

D'ou, pour x > 1, par relation de Chasles :

Or :

1
° / f(t)dt n'est pas impropre, car f est continue sur le segment [0; 1];
0

+00

° f(t)dt est divergente (d'aprés la question précédente) et il s'agit d'une intégrale a intégrande

1
positive ; donc :

lim j f(t)dt = +o00
1

X—+00

Conclusion : par opération : lim F(x)

X—+00

= +0Q.

— Petite remarque

On peut procéder un peu diffé-
remment ausst...

On sait que F était croissante.
Donc par théoréme de limite
monotone, - admet une limite en
+o00.

St F possédait une limite finie en
+00

+o0, l'intégrale f(t)dt se-

0
rait convergente, donc l'intégrale
+00

f(t)dt également, ce qui

1
n'est pas le cas !
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