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EXERCICE 3

Z y
ENONCE
1. Montrer : Vx > 0, x —In(x) > 0.
(n(x) (x>0
On consideére alors la fonction f : x — x — In(x) X définie sur R™.
—1 six=0

2. 2.a. Montrer que f est continue sur R*.

2.b. Justifier que f est dérivable (a droite) en O et que f(0) = 0.
3. 3.a. Déterminer, pour tout x € R**, f'(x).

3.b. Déterminer la limite de f en occ.

3.c. Dresser le tableau de variations complet de f sur R™.
4. Etudier la signe de f(x).

5. On note F lunique primitive de f sur R™ qui s'annule en 0. Petite modification

5.a. Justifier que F est €' sur R et déterminer ses variations. de la formulation
*In(t) 9 n(f) pg;_ Fé[ipport al; sujet
5.b. Déterminer lim / ——=dt puis démontrer que l'intégrale / dt est divergente. L”n‘ laElrJPOUfC anger
xoeo Jpo 1 t—1In(t) peu..

5.c. En déduire lim F(x).

X—+00
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CORRIGE

1. Montrer : ¥x > 0, x — In(x) > 0.
Considérons la fonction g : x — x — [n(x) définie sur R™™.
La fonction g est dérivable sur R** et pour tout x € R** :

) 1
gl =1- -
X
A
a X
Dol :
x |0 1 400
gol| -0+

Par conséquent :

Conclusion : Vx > 0, x — ln(x).

n(x) .
On consideére alors la fonction f : x — x — n(x) stx>0 définie sur R™.

—1 six=0
2. 2.a. Montrer que f est continue sur R*.
e f est continue sur R™* comme quotient de deux fonctions continues sur R** dont le dénominateur ne
s'annule pas sur R™.

e En 0 a droite :
Pour x > 0, suffisamment proche de 0, on a :

n(x)

X — lﬂ(X) J x proche de 0, donc In(x) #+ 0

flx) =

X Attention !
Pas de croissances comparées
ict | Pour rappel, mentionner un
argument inutile est pénalisant.

Or, par opérations sur les limites :

E\lj(e) n(x) N
Dol :
LL|1(w)f(x) =—1=1(0)

x>0

Par conséquent, f est continue en 0 (a droite).

Conclusion : f est continue sur R™.

2.b. Justifier que f est dérivable (a droite) en 0 et que f(0) = 0.

Soit h > 0, suffisamment proche de 0. On a : & Rappel...

o

In(h) 1 Soit f une fonction définie sur un
f(0+h)—1(0) h—tn(h) (=1) voisinage d'un réel a.
- On dit que f est dérivable
h h e
, en a lorsque la limite quand
h—(n(h) h — 0 du taux d'accroissement

- h w existe et est finie.

1 Le cas échéant, on note
.~ fla+h)—f(a)
h —1n(h gy = lim M= 19
(h) f'(a) = lim i
Or, par opérations : De fagon équivalente, on a :

. , - fx)—f(a)
B f(a) = lim =29
/5}2?) h —n(h) v (a) = lim, x—a

Conclusion : f est dérivable (a droite) en 0 et f}(0) = 0.
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3. 3.a. Déterminer, pour tout x € R**, f'(x).

La fonction f est dérivable sur R™, comme quotient de deux fonctions dérivables sur R™ dont le dénominateur
]

ne s'annule pas sur R** et, pour tout x& R*™ :

1 1
—(x—=In(x)) = n(x) (1 — -
(x — ln(x))‘
T —ln(x
- 2
(X — ln(x))
3.b. Déterminer la limite de f en oo.
Soit 0, suffi t he d .
Oot X. > 0, suffisamment proche de 400 w»Réflexe !
na- En +oo, on remarque une FI;
on factorise donc numérateur
Flx) — (n(x) et dénominateur par le terme
(X) T ox— ln(x) dominant pour chaque...
In(x) 1
e 1 “”TX’
Or, par croissances comparées :
n(x
lim L =0
x—+00 X
D'oli, par opérations :
. Inx) T
. ltl{ﬂ% X In(x) - O

Conclusion : lim f(x) =0.

Xx—+00

3.c. Dresser le tableau de variations complet de f sur R*.
Soit x e R"™*. On a:
1—1
i) >0 e n(x) : ‘
(X,m(x)) J (x —n(x)* >0
— T—1Inx) >0
<~ In(x) < In(e)
J stricte croissance de [n sur R™

— x<e

D'ou
x |0 e +00
'(x)| O + 0 —
1

4. Etudier la signe de f(x).
On a immédiatement :

0 1

+0oo

f(x)[0 — 0 +

5. On note F l'unique primitive de f sur R qui s'annule en 0.

5.a. Justifier que F est €' sur R* et déterminer ses variations.

e D'apres la question 2.a., f est continue sur R™. Ainsi, puisque F est une primitive de f sur R™, la fonction

F est €' sur R*.
e Etona:

= Pour info...
< Petite modification de la formu-
lation par rapport au sujet initial,
pour changer un peu...

Vx € RY, F'(x) = f(x)

D'oti, d'apres la question précédente :

0

1 400

0

0 +

O\F(1)/

lim M

X—+00

5.b. Déterminer

[

+00
dt puis démontrer que l'intégrale / ;
1

In()

Tn(t) dt est divergente.
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e Soitx>1.0na:
% Classique ! ¥ ———

X X ‘
/ (n(t) df — / 1 In(t)dt Il faut primitiver t — ln—t(t) sans
1 t 1t hésiter : cette fonction est de la
1 X forme u'u...
= | = n(t)?
5]
B ln(x)?
2
l 2
Or lim n(x) = 400
X——+00
“n(t
Conclusion : lim / ydt: +o00.
X—=+00 Jy
e Par croissances comparées :
In(t) = Haw f) = Rappel...
Dol : f~g & f=g+of) =
t—1n(t) ~ t f=g+o(g)
t—+o00
On a ainsi :
In(t) tn(t)
t—1In(t) =+ ¢
ez, s ) g
t—n(t) t

o " In() . - o
v lintégrale Tdt est divergente d'apres le point précédent.
|

Conclusion : par critere de comparaison (par équivalence) sur les intégrales impropres a intégrandes
In(t)

+00
itives, l'intégral —_—
posttives, tintegrate [ F— ln(t)

dt est divergente.

5.c. En déduire l‘LT F(x).

Puisque F est lunique primitive de f s'annulant en 0, d'aprés le théoreme fondamental de l'analyse (licite car
f est continue sur R™), on a :

Vx €RY, F(x) = / f(t)dt
0

D'oli, pour x > 1, par relation de Chasles :

Or - — Remarque
1 On peut procéder un peu diffé-
° f(t)dt n'est pas impropre, car f est continue sur le segment [0; 1]; remment ausst...
0 On sait que F est croissante sur
+00 [1; +00[. Donc par théoreme de
° / f(t)dt est divergente (d'apres la question précédente) et il s'agit d'une intégrale a intégrande positive; | limite monotone, F admet une
1 limite en +o0.
donc : St F possédait une limite finie en

. +00
lim / f(t)dt = 400 400, l'intégrale]o f(t)dt se-
e S rait convergente, donc l'intégrale
+00

f(t)dt également, ce qui

Conclusion : par opération : lim F(x) = +oo. ;
X—>400 4 n'est pas le cas !
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