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ENONCE

ECRICOME 2000 VOIE E

EXERCICE 2

On note E lespace vectoriel des fonctions polynomiales a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3. On désigne par f l'application qui a toute
fonction polynomiale de E associe la fonction f(P) définie par :

Yx € R, f(P)(x) = P(x + 1) + P(x)

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. On note # = (Py, Py, P, P3) la base canonique de E.

2.1 11

. 0 2 2 3

Montrer que la matrice de f dans la base # est 00 2 3
0 0 0 2

3. Montrer que f est bijectif et déterminer la matrice de f~' dans la base Z.

4. Soit P x+—> dg + aix + a2x° + asx>, ol (ao, @1, a3, a3) € R,

4.a.

4.b.

Expliciter en fonction des réels ag, a1, a,, as la fonction polynomiale Q = f~

n—1
On considere, pour tout entier strictement positif n, la somme S(n) = Z(—UkP(k).
k=0

Exprimer simplement S(n) en fonction de Q(n) et Q(0).
Expliciter alors la valeur de S(n) en fonction de n, ao, a4, az, as.

'(P).

Petite remarque

Petite modification
par rapport a l'énoncé
initial qui posait

n

Sn) =Y _(=1)*P(k).

k=1

EcricoME 2000 voIE E - Page 1/4


www.jeremylegendre.fr

CORRIGE

On note E lespace vectoriel des fonctions polynomiales a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3. On désigne
par f lapplication qui a toute fonction polynomiale de E associe la fonction f(P) définie par :

Yx €R, f(P)(x) = Plx + 1) + P(x)

1. Montrer que f est un endomorphisme de £.

X Attention !
e Soient a,b € Ret P,Q € E. Montrons que f(aP + bQ) = af(P) + bf(Q). ﬁs'aglt d'une égalité de fonc-
Pour tout x € R, on a : tions !

f(aP + bO)(x) = (aP + bO)(x + 1) + (aP + bO)(x)
aP(x + 1)+ bO(x + 1) 4+ aP(x) + bO(x)
af(P)(x) + bf(Q)(x)

() linéarité de l'évaluation en x et en x + 1

Par conséquent : f(aP + bQ) = af(P) + bf(Q).
Conclusion : f est une application linéaire.

e Soit ensuite P € E. Ainsi, la fonction x — P(x+ 1) est encore une fonction polynomiale de degré inférieur
ou égal a 3.

Par conséquent : f(P) est la somme de deux fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 3, donc
f(P) e E.

Conclusion : f est un endomorphisme de E.

2. 0On note Z = (Py, P1, P>, P5) la base canonique de E.

2 1 11
. 0 2 2 3
Montrer que la matrice de f dans la base £ est 00 2 3
0 0 0 2
Ona: — Confusion d’objets ! —

V'S

Attention a ne pas confondre les

fonctions et les réels dans les
égalités qui suivent..

f(Po) = 2Py On veut voir des éqalités du type

f(P)=..Po+..Pi+..P+..P3

e pour tout x € R, f(Po)(x) = Po(x + 1) + Po(x) =1+ 1 = 2, donc

e pour tout x € R, f(Py)(x) = Pi(x + 1)+ Pi(x) = x+ 1+ x =2x+1, donc pour justifier les coordonnées de
f(Py) dans la base % et donc
F(Py) = Py + 2P, pour justifier la matrice obtenue.
e pour tout x € R, F(P3)(x) = Po(x + 1) 4+ Pa(x) = (x + 1) +x% = x* + 2x + 14+ x> = 2x° + 2x + 1, donc
f(P2) = Po+ 2Py + 2P,
e pour tout x € R, f(Po)(x) = Ps(x + 1)+ P3(x) = (x + 1P + x> = x> + x* +3x + 14+ x> = 2 +3x* +3x + 1,

donc
f(P3) = Po+ 3P+ 3P, + 2P5

Conclusion : Matg(f) =

OO ON
O O N =
ONN =
N W W —

3. Montrer que f est bijectif et déterminer la matrice de f~" dans la base 2.

e On remarque que la matrice Matgg(f) est trianqulaire supérieure a coefficients diagonaux non nuls, elle est
donc inversible.

Conclusion : f est bijectif.

e De surcrolt, on sait que

Matzg(f ') = (Matgs(f))

21 11
| dlt'0223
nversons donc la matrice | o o 5
0 0 0 2

21 11 1T 0 0 0

0 2 2 3 0 1 0 O

0 0 2 3 0 0 1 O

0 0 0 2 0 0 0 1
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L1 — 2L1 - L4
Puts, en effectuant Ly «— 215, — 3L,
Lj — 2L5 - 3L4
4 2 2 0 2 0 0 -1
0 4 4 0 0 2 0 -3
0 0 4 0 00 2 -3
0 0 0 2 0 0 0 1
) Ly « 2Ly — L3
Ensuite, en effectuant { L Ly — Ly
8 4 0 0 4 0 =2 1
0 4 0 O 0 2 -2 0
0 0 4 0 o0 2 =3
0 0 0 2 0 0 O 1
Et en effectuant Ly «— Ly — L :
8 0 0 O 4 -2 0 1
0 4 0 O 0o 2 -2 0
0 0 4 0 0 0 2 -3
0 0 0 2 0 0 0 1
Reste a tout diviser par 8...
4 -2 0 1
110 4 —4 0
. . o'
Conclusion : Matg(f ') = slo o 4 _6
0 0 0 4

4. Soit P x —> ag + a1x + a:x’ + as3x’, oli (a0, a1, a2, a3) € R,
4.a. Expliciter en fonction des réels ag, a1, a», as la fonction polynomiale Q = 7~"(P).

On a ainsi
ap
Matg(P) = | &'
as
as
et donc :

Matgs (' (P)) = Matgg (') x Matg(P)
4 =2 0 1 a0

_1{0 4 -4 0 an

“g8l0 0 4 -6 as
0 0 0 4 a3
4ag — 2a1 + a;

1 4a1 —4ay

o é 402*603

4(73

1 1 1 1
Conclusion : Q = §(4ao —2a1 + a3)Py + 5(01 —a))Py + 2(202 — 3a3)P; + iagPS.

1 1 1 1T
Autrement dit : ¥x € R, Q(x) = 5(400 — 201 + a3) + 5(01 —ay)x + Z(Zaz — 303))(2 + ia;x).
n—1
4.b. On considere, pour tout entier strictement positif n, la somme S(n) = Z(—UkP(k). Petite remarque
0 Petite modification par rapport a

Exprimer simplement S(n) en fonction de Q(n) et Q(0). ténonce i,?ltial qui posait

Soit n € N*. Puisque Q = f~'(P), on a P = f(Q); et donc : S(n) =) _(=1)*P(k).
k=1

Vk € [0;n —1], P(k) = f(Q)(k) = Q(k + 1) + Q(k)
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k=0 k=0
n—1 n—1
== WOk + 1)+ (=1 O(K)
k=0 k=0

J télescopage

Conclusion : Vn € N*, S(n) = Q(0) — (—1)"Q(n).

Expliciter alors la valeur de S(n) en fonction de n, ao, a4, az, as.

Soit n € N*. D'apres la question précédente :
S(n) = Q(0) = (=1)"Q(n) — Q(0)

1
= gl4a0 —2a; + a3) — (1)’

| —

1
(4ag — 20y + a3) + i(m — )

nJr1
4

1
(2a, — 303)/72 + Eagng)

J question 4.b
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