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EXERCICE 1

ENONCE

Dans tout l'exercice a est un réel strictement positif. On considére la fonction f, définie sur [0; a] par :

1.

3.

1.a.
1.b.
1.c.

2.a.

2.b.

2.c
On considere maintenant la fonction h, @ x — 2n(2) =1
3.a.

3.b.
3.c.

3.d.

a—x
ala + x)

Vx €[0;d], fy(x) =

Dresser le tableau de variations de f,.
Montrer que f, réalise une bijection de [0; a] dans un ensemble & préciser et donner le tableau de variations de £ .
Démontrer que f, ' = f1.

a
Justifier Uexistence de / fa(x)dx, notée /.
0

X B

Déterminer deux constantes a et 8 telles que : Vx € [0; a], T=x_ a+ —.
1T+ x 1T+ x

En déduire que / = 2In(2) — 1.

Montrer, grace au changement de variable x = au, que I, = .

! fo(x) six €l0;d]

0 sinon

Montrer que h, est une densité de probabilité. On notera X, une variable aléatoire de densité h, et on note H, la fonction de répartition
de X,.

Calculer lespérance E(a + X;). En déduire l'espérance de Xj.
Calculer l'espérance E((a + Xa)2)4 En déduire E(X?) puis la variance de X;.

1
Soit T la variable aléatoire définie par T = EXG' Montrer que pour tout t € R, IP([T < t]) = H,(at).

En déduire que T suit la méme loi de Xj.
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CORRIGE

Dans tout l'exercice a est un réel strictement positif. On considére la fonction f, définie sur [0; @] par :
a—x

Vx €[0;a], fo(x) = P

1. 1.a. Dresser le tableau de variations de f,.
La fonction f, est le quotient de deux fonctions dérivables sur [0; a] dont le dénominateur ne s'annule pas

sur [0; al.
Par conséquent, f, est dérivable sur [0; a] et pour tout x € [0; a] :

~ —ala+x)—ala—x)

! a’(a + x)?
—2a’
N a’(a + x)?
—2
B (a + x)?
On en déduit :
x 10 a
fa¥)| =
1
fo |0 >

1.b. Montrer que f, réalise une bijection de [0; a] dans un ensemble a préciser et donner le tableau de variations

—1
de f, . 1= Rappels...
v f, est continue sur [0; @] car elle y est dérivable, o Le fait que f((0; a]) soit un inter-
. , . . valle est d(i a la continuité de f,
v f, est strictement décroissante sur [0; a. et au fait que [0; a] soit un inter.
1 valle (version théorique du TVI).
Par théoreme de bijection, f, est bijective de [0; a] dans f,([0;a]) = [0; = |; et : o Le théoreme de bijection fournit
a également les variations de ;.
1
x |0 —
a

f

Q=

1.c. Démontrer que ;"
1
Soit y € [O; E] Résolvons l'équation y = f,(x), d'inconnue x € [0; al.

Soit x €[0;a] On a:

a—x
y=fl) e y=
ala + x) Ja(a+x)#O,(ara>0@tx':[0,a}
— ala+x)y=a—x
= d’y+axy=a—x
— angrx:afa‘)g
= (ay+N)x=a—ad’y
2 J1+ug%0,(aru>00ty>0
a—ay
— x=—— 7 )
1+ ay J en divisant numérateur et dénominateur par a’
1
F-
a
XTI
(7Z a
1
Y
= X= 17
L(1+y) .
aoa Petite remarque
> X = f% (y) Bien évidemment, comme le résul-
tat est donné, st on coince pour
retrouver f1 (y), on ne truande
. _ a
Conclusion : fn "= fi. surtout pas !! On peut interrompre
‘ la résolution pour transformer
l'écriture de f1 (y) et retomber sur
a

nos pieds.

La méthode proposée ci-dessus est la méthode attendue de facon générale pour déterminer l'expression d'une

bijection réciproque.

Puisque, dans cet exercice, le résultat est donné, nous pouvons nous ‘contenter’ de vérifier que f1 o f, = ld[o;u]
a

pour conclure. Procédons ainsi afin de comparer les deux méthodes.
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. 2.a.

2.b.

Soit x €[0;a) On a :
q
- — fa(x
f% o fy(x) = 1017"()
T (5 + fa(X))
1 _ _a—x
—_a daty
% (% + afa_-%i(x))
a+x—(a—x)
_ __alatxy)
= 1 atxta—x
a ala+x)
2x
_ ala+x)
=2
ala+x)
=X
Conclusion : 1 o f, = idjg,q), donc fu_1 =f1.
a
Justifier l'existence de / fa(x)dx, notée /.
0
La fonction f, est continue sur le segment [0; a].
a
Conclusion : l'intégrale / fa(x)dx existe.
0
o 1—x B
Déterminer deux constantes a et B telles que : Vx € [0; a], Tix ¢ + Tix
X X
En déduire que / = 2In(2) — 1.
e Soienta,F R Ona:
— X T—x  aol+x
Vx €[0,a], —— =a+ B (=>VX€[O;(J],—:M
T+x T+x T4+ x T+x
1T—x (a+B)+ ax
— Vx €[0;d] Ty T4 x

= Yxe0a, 1—x=(a+pB)+ ax
a=—1
a+p =1

- { 2

a
Sl R

Petite remarque

Comme d'habitude pour ce type
de questions, "remarquer” la bonne
décomposition permet d'obtenir
tous les points. Je détaille cepen-
dant ici la méthode afin de bien
insister sur la rédaction...

J Vxe0a, 1+x40

() unicité des coefficients d'une fonction polynomiale (‘identification’)

Conclusion : Vx € [0; a],

T14+x

COMMENT "VOIR" CETTE DECOMPOSITION ?

Pour tout x € [0; al, on a :

T—x —(14+x)+2
T+x 1T+ x
_—(1+x) 2
= 1+ 1+ x
- T4+ x
Oui, mais comment penser a la décomposition : 1 —x = —(1 + x) + 2?

En fait, cette décomposition est l'écriture de x — 1 — x dans la base (x — 1, x — 1+ x) de Ry[x]..

e Par conséquent :

o
|
-
+
N+
SN
S}
-
+
>
=

Conclusion : /; = 2In(2) — 1.
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2.c. Montrer, grace au changement de variable x = au, que I, = .

a a— x
Effectuons le changement de variable x = au dans l'intégrale / —dx
o ala+x)
X:C)J(U _ dx:(%du _ x=|01]a
u = = ' du = —dx ' u= |01 — Y% Subtil... 5
a a L'hypothése a #+ 0 implique que

le changement de variable est

Ce changement de variable est bien licite car affine et que a # 0. bijectif, ce qui est le cadre idéal
 pour effectuer un changement

On a ainst :
de variable, car on peut alors
a exprimer u en fonction de x et du
a—Xx .
l, = dx en fonction de dx (comme nous
o ala+x) l'avons fait plus haut).

1
a—au
= / — adu
o ala+au)

1
a—au

= du
o a+au

1

1-
= Udu
o 1+u
= /1
Conclusion : /, = /.
1

3. On considére maintenant la fonction h, : x — 1 2n(2) — 1 o) stx&[0ia]
0 sinon
3.a. Montrer que h, est une densité de probabilité. On notera X, une variable aléatoire de densité h, et on
note H, la fonction de répartition de Xj.
v Positivité.
% Sur[0;a] :
1
La fonction f, est positive sur [0; a] et 2In(2) — 1 > 0 (car In(2) > §>' Donc :

Vx €[0;a], ha(x) =0

* Ailleurs :
La fonction h, est nulle ailleurs, donc positive.

Conclusion : Vx € R, hy(x) = 0.
v Continuité.
% Sur[0;a] :
La fonction h, est continue sur [0; @], car f, est continue sur cet intervalle.

* Allleurs :
La fonction h, est continue sur |—oo; 0] et sur Ja; +o0] car elle est constante sur ces deux intervalles. Petite remarque

hg est continue en a, mais pas en

Conclusion : h, est continue sur R sauf éventuellement en O et en a.
0.

+00
v [ ho(x)dx ?

00

0
* L'intégrale / ha(x)dx est convergente et vaut 0.

o)

+00
x L'intégrale / ha(x)dx est convergente et vaut 0.

a

a
* Puisque h, est continue sur [0; al, l'intégrale / hge(x)dx n'est pas impropre.
0

Puis :
/U he(x)dx = [U ¥f (x)dx
0 )y 2(@2)—1"°
2 L”(z) -1 J questions 2c et 2b
=1
+00
Conclusion : l'intégrale / hq(x)dx est convergente et, par relation de Chasles, elle vaut 1.

Conclusion : la fonction h, est une densité de probabilité.

une espérance.

= Rappel... ———
3.b. Calculer lespérance E(a + X,). En déduire l'espérance de Xj. El X(0) est borné, alors X admet

e On considere que X,(Q) = [0; a] Ainst (a + X,)(Q) = [a; 2a]. Par conséquent, (a + X;)(Q) est borné et
donc a + X, admet une espérance.
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X Attention !
Pour calculer E(g(X)), on utilise

e Par théoréme de transfert, licite car la fonction x —— a 4+ x est continue sur X,(Q), on a : le théoreme de transfert; et pour
cela, il faut que g soit continue
o sur X(Q).
E(a + X,) = / (a4 x)hq(x)dx
0
1 ¢ a—x
- ST
20(2) =1 /O 0+ X a0
’] a
= / (a — x)dx
a(2n(2)—1) Jo
1 21°
" 22— 1) [GX* ?L
B 1 a?
~a(2n@2)—1) 2
B a
- 2(2Wn(2) - 1)
e Puisque X,(Q) est bornée, X, admet une espérance et :
E(X,) = E(a + X, — a)
linéarité de l'espérance, licite ca Xa ad 5pé
_ E(C] n XH) B J inéarité de l'espérance, licite car a + et a admettent une espérance
a
=< —a
2(2Wn(2) — 1)
Conclusion : X, admet une espérance et E(X,) = S a.
2(2n(2) = 1)
3.c. Calculer lespérance E((a + Xa)2)4 En déduire E(X?) puis la variance de X;.
e De méme que précédemment, a + X, admet un moment d'ordre 2.
e Par théoréme de transfert, licite car la fonction x —— (@ + x) est continue sur X,(Q), on a :
E((a +X,)°) = / (a + x)*hy(x)dx
0
! / "o+ g
=— X)"———dx
2n2) =1 Jo ala + x)
’] a
= —=r + —x)d
a(2n(2) = 1) /0 (@ + x){a = x)dx
’] a
= 7[ (a? — x?)dx
a(Zln(Z) —1) 0
el
a(Zln(Z)fT) 3 ],
B 2a?
- 3(2n@2) - 1)
e Ensuite :
(a+ X,)? = a® +2aX, + X?
Donc, puisque X, admet un moment d'ordre 2 (X,(Q)) est fini), on a par linéarité de l'espérance :
E(X?) = E((a+ XU)Z) —a’ — 2aE(X,)
2
S S N P (L "
3(2[11(2)71) 2(2ln(2)71)
2
N G
3(2n(2) — 1)
Puis, d'apres la formule de Koenig-Huygens :
V(X,) = E(X,)” = (E(X,))’
2
5 a? a
=a — — —a
3(2ln(2)71) 2(2[n(2) 1)
o2 2 o2 Petite remarque
= 5 + Des calculs un peu pénibles et
(2 (2) — ) 4(2 In(2) —1 ) (2 n(2) —1 ) sans grand intérét sur ces der-
; nieres questions.. A manipuler
a® 161n (2) -1 tranquillement pour ne pas se
- 12 (210 1\2 tromper. Cela reste toujours un
(2 ) bon entratnement !

3.d. Soit T la variable aléatoire définie par T = EX,JA Montrer que pour tout t € R, IP([T < t]) = H,(at).

En déduire que T suit la méme lot de Xj.
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e SoitteR. Ona:

1
P(T<t)=P ([7)((, < r])
a J a>0
= IP([X(, < a[])
- Ha(at)
e Par conséquent, pour tout t € R :
at
]P([T < t]) :/ h(r(X)dX
0
1 /{” a—x
= — —dx
h 0 U(G + X) J changement de variable x = au, comme en question 2.c

1 (M1—u
:ﬁ/o 1+udu
t
:[ hi(u)du
0

=P(X <))

Par conséquent, les variables aléatoires T et X; ont la méme fonction de répartition...
Or la fonction de répartition caractérise la lot.

& Méthode !

Sur les variables aléatoires a
densité, lorsque l'on demande
de montrer que deux variables
aléatoires ont méme loi, on pro-
cede tres souvent en démontrant
qu'elles ont la méme fonction de
répartition.

Conclusion : la variable aléatoire T suit la méme lot que Xj.
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