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ESC 2003 voie E
Exercice 1

Énoncé
Dans tout l’exercice a est un réel strictement positif. On considère la fonction fa définie sur [0; a] par :

∀x ∈ [0; a], fa(x) = a − x
a(a + x)

1. 1.a. Dresser le tableau de variations de fa .
1.b. Montrer que fa réalise une bijection de [0; a] dans un ensemble à préciser et donner le tableau de variations de f −1

a .
1.c. Démontrer que f −1

a = f 1
a
.

2. 2.a. Justifier l’existence de ∫ a

0 fa(x)dx , notée Ia .
2.b. Déterminer deux constantes α et β telles que : ∀x ∈ [0; a], 1 − x1 + x = α + β1 + x .En déduire que I1 = 2 ln(2) − 1.
2.c. Montrer, grâce au changement de variable x = au, que Ia = I1 .

3. On considère maintenant la fonction ha : x 7−→

 12 ln(2) − 1 fa(x) si x ∈ [0; a]0 sinon .
3.a. Montrer que ha est une densité de probabilité. On notera Xa une variable aléatoire de densité ha et on note Ha la fonction de répartitionde Xa .
3.b. Calculer l’espérance E(a + Xa). En déduire l’espérance de Xa .
3.c. Calculer l’espérance E

((a + Xa)2). En déduire E(X 2
a ) puis la variance de Xa .

3.d. Soit T la variable aléatoire définie par T = 1
aXa . Montrer que pour tout t ∈ R, P

([T ⩽ t]) = Ha(at).En déduire que T suit la même loi de X1 .
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Corrigé
Dans tout l’exercice a est un réel strictement positif. On considère la fonction fa définie sur [0; a] par :

∀x ∈ [0; a], fa(x) = a − x
a(a + x)

1. 1.a. Dresser le tableau de variations de fa .La fonction fa est le quotient de deux fonctions dérivables sur [0; a] dont le dénominateur ne s’annule passur [0; a].Par conséquent, fa est dérivable sur [0; a] et pour tout x ∈ [0; a] :
f ′
a(x) = −a(a + x) − a(a − x)

a2(a + x)2
= −2a2

a2(a + x)2
= −2(a + x)2On en déduit :

x 0 a

f ′
a(x) −

fa

1
a & 0

1.b. Montrer que fa réalise une bijection de [0; a] dans un ensemble à préciser et donner le tableau de variationsde f −1
a .

✓ fa est continue sur [0; a] car elle y est dérivable,
✓ fa est strictement décroissante sur [0; a].

Par théorème de bijection, fa est bijective de [0; a] dans fa
([0; a]) = [0; 1

a

] ; et :
• Le fait que f ([0; a]) soit un inter-valle est dû à la continuité de faet au fait que [0; a] soit un inter-valle (version théorique du TVI).
• Le théorème de bijection fournitégalement les variations de f−1

a .

☞ Rappels...

x 0 1
a

f −1
a

a
& 0

1.c. Démontrer que f −1
a = f 1

a
.

Soit y ∈
[0; 1

a

]. Résolvons l’équation y = fa(x), d’inconnue x ∈ [0; a].Soit x ∈ [0; a]. On a :
y = fa(x) ⇐⇒ y = a − x

a(a + x) a(a + x) ̸= 0, car a > 0 et x ∈ [0; a]
⇐⇒ a(a + x)y = a − x
⇐⇒ a2y + axy = a − x
⇐⇒ axy + x = a − a2y
⇐⇒ (ay + 1)x = a − a2y 1 + ay ̸= 0, car a > 0 et y > 0
⇐⇒ x = a − a2y1 + ay en divisant numérateur et dénominateur par a2
⇐⇒ x = 1

a − y1
a2 + 1

a y

⇐⇒ x = 1
a − y1

a
( 1

a + y
)

⇐⇒ x = f 1
a
(y)

Conclusion : f −1
a = f 1

a
.

Bien évidemment, comme le résul-tat est donné, si on coince pourretrouver f 1
a
(y), on ne truandesurtout pas !! On peut interromprela résolution pour transformerl’écriture de f 1

a
(y) et retomber surnos pieds.

Petite remarque

Ou sinon...

La méthode proposée ci-dessus est la méthode attendue de façon générale pour déterminer l’expression d’unebijection réciproque.Puisque, dans cet exercice, le résultat est donné, nous pouvons nous "contenter" de vérifier que f 1
a

◦ fa = id[0;a]pour conclure. Procédons ainsi afin de comparer les deux méthodes.
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Soit x ∈ [0; a]. On a :
f 1

a
◦ fa(x) = 1

a − fa(x)1
a

( 1
a + fa(x))

= 1
a − a−x

a(a+x)1
a

( 1
a + a−x

a(a+x))
= a+x−(a−x)

a(a+x)1
a

a+x+a−x
a(a+x)

= 2x
a(a+x)2
a(a+x)= x

Conclusion : f 1
a

◦ fa = id[0;a] , donc f−1
a = f 1

a
.

2. 2.a. Justifier l’existence de ∫ a

0 fa(x)dx , notée Ia .La fonction fa est continue sur le segment [0; a].
Conclusion : l’intégrale ∫ a

0 fa(x)dx existe.
2.b. Déterminer deux constantes α et β telles que : ∀x ∈ [0; a], 1 − x1 + x = α + β1 + x .En déduire que I1 = 2 ln(2) − 1.

•

Comme d’habitude pour ce typede questions, "remarquer" la bonnedécomposition permet d’obtenirtous les points. Je détaille cepen-dant ici la méthode afin de bieninsister sur la rédaction...

Petite remarque

Soient α, β ∈ R. On a :
∀x ∈ [0; a], 1 − x1 + x = α + β1 + x ⇐⇒ ∀x ∈ [0; a], 1 − x1 + x = α(1 + x)β1 + x

⇐⇒ ∀x ∈ [0; a], 1 − x1 + x = (α + β) + αx1 + x ∀x ∈ [0; a], 1 + x ̸= 0
⇐⇒ ∀x ∈ [0; a], 1 − x = (α + β) + αx unicité des coefficients d’une fonction polynomiale ("identification")
⇐⇒

{
α = −1
α + β = 1

⇐⇒
{

α = −1
β = 2

Conclusion : ∀x ∈ [0; a], 1 − x1 + x = −1 + 21 + x .
Comment "voir" cette décomposition ?

Pour tout x ∈ [0; a], on a : 1 − x1 + x = −(1 + x) + 21 + x= −(1 + x)1 + x + 21 + x= −1 + 21 + xOui, mais comment penser à la décomposition : 1 − x = −(1 + x) + 2 ?En fait, cette décomposition est l’écriture de x 7−→ 1 − x dans la base (x 7−→ 1, x 7−→ 1 + x) de R1 [x ]...
• Par conséquent :

I1 = ∫ 1
0 f1(x)dx

= ∫ 1
0

1 − x1 + x dx

= ∫ 1
0
(

−1 + 21 + x

)
dx

= [− x + 2 ln(1 + x)]10= −1 + 2 ln(2)
Conclusion : I1 = 2 ln(2) − 1.
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2.c. Montrer, grâce au changement de variable x = au, que Ia = I1 .Effectuons le changement de variable x = au dans l’intégrale ∫ a

0
a − x

a(a + x)dx :∣∣∣∣∣ x = au
u = x

a
; ∣∣∣∣∣ dx = adu

du = 1
adx ; x = 0 a

u = 0 1
Ce changement de variable est bien licite car affine et que a ̸= 0. L’hypothèse a ̸= 0 implique quele changement de variable estbijectif, ce qui est le cadre idéalpour effectuer un changementde variable, car on peut alorsexprimer u en fonction de x et duen fonction de dx (comme nousl’avons fait plus haut).

⋆Subtil...⋆

On a ainsi :
Ia = ∫ a

0
a − x

a(a + x)dx

= ∫ 1
0

a − au
a(a + au)adu

= ∫ 1
0

a − au
a + audu

= ∫ 1
0

1 − u1 + udu

= I1
Conclusion : Ia = I1 .

3. On considère maintenant la fonction ha : x 7−→

 12 ln(2) − 1 fa(x) si x ∈ [0; a]0 sinon .
3.a. Montrer que ha est une densité de probabilité. On notera Xa une variable aléatoire de densité ha et onnote Ha la fonction de répartition de Xa .

✓ Positivité.
⋆ Sur [0; a] :La fonction fa est positive sur [0; a] et 2 ln(2) − 1 > 0 (car ln(2) > 12 ). Donc :

∀x ∈ [0; a], ha(x) ⩾ 0
⋆ Ailleurs :La fonction ha est nulle ailleurs, donc positive.

Conclusion : ∀x ∈ R, ha(x) ⩾ 0.
✓ Continuité.

⋆ Sur [0; a] :La fonction ha est continue sur [0; a], car fa est continue sur cet intervalle.
⋆ Ailleurs :La fonction ha est continue sur ]−∞; 0[ et sur ]a; +∞[ car elle est constante sur ces deux intervalles.

Conclusion : ha est continue sur R sauf éventuellement en 0 et en a. ha est continue en a, mais pas en0.
Petite remarque

✓

∫ +∞

−∞
ha(x)dx ?

⋆ L’intégrale ∫ 0
−∞

ha(x)dx est convergente et vaut 0.
⋆ L’intégrale ∫ +∞

a
ha(x)dx est convergente et vaut 0.

⋆ Puisque ha est continue sur [0; a], l’intégrale ∫ a

0 ha(x)dx n’est pas impropre.Puis : ∫ a

0 ha(x)dx = ∫ a

0
12 ln(2) − 1 fa(x)dx

= 12 ln(2) − 1 Ia questions 2c et 2b= 1
Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

−∞
ha(x)dx est convergente et, par relation de Chasles, elle vaut 1.

Conclusion : la fonction ha est une densité de probabilité.
3.b. Calculer l’espérance E(a + Xa). En déduire l’espérance de Xa .

• On considère que Xa(Ω) = [0; a]. Ainsi (a + Xa)(Ω) = [a; 2a]. Par conséquent, (a + Xa)(Ω) est borné etdonc a + Xa admet une espérance.
Si X (Ω) est borné, alors X admetune espérance.

☞ Rappel...

ESC 2003 voie E - Page 4/6



• Par théorème de transfert, licite car la fonction x 7−→ a + x est continue sur Xa(Ω), on a : Pour calculer E
(
g(X )), on utilisele théorème de transfert ; et pourcela, il faut que g soit continuesur X (Ω).

✘ Attention !

E(a + Xa) = ∫ a

0 (a + x)ha(x)dx

= 12 ln(2) − 1
∫ a

0 (a + x) a − x
a(a + x)dx

= 1
a
(2 ln(2) − 1)

∫ a

0 (a − x)dx

= 1
a
(2 ln(2) − 1)

[
ax − x22

]a

0
= 1

a
(2 ln(2) − 1) a22= a2(2 ln(2) − 1)

• Puisque Xa(Ω) est bornée, Xa admet une espérance et :
E(Xa) = E(a + Xa − a) linéarité de l’espérance, licite car a + Xa et a admettent une espérance= E(a + Xa) − a= a2(2 ln(2) − 1) − a

Conclusion : Xa admet une espérance et E(Xa) = a2(2 ln(2) − 1) − a.
3.c. Calculer l’espérance E

((a + Xa)2). En déduire E(X 2
a ) puis la variance de Xa .

• De même que précédemment, a + Xa admet un moment d’ordre 2.
• Par théorème de transfert, licite car la fonction x 7−→ (a + x)2 est continue sur Xa(Ω), on a :

E
((a + Xa)2) = ∫ a

0 (a + x)2ha(x)dx

= 12 ln(2) − 1
∫ a

0 (a + x)2 a − x
a(a + x)dx

= 1
a
(2 ln(2) − 1)

∫ a

0 (a + x)(a − x)dx

= 1
a
(2 ln(2) − 1)

∫ a

0 (a2 − x2)dx

= 1
a
(2 ln(2) − 1)

[
a2x − x33

]a

0
= 2a23(2 ln(2) − 1)

• Ensuite : (a + Xa)2 = a2 + 2aXa + X 2
aDonc, puisque Xa admet un moment d’ordre 2 (Xa(Ω) est fini), on a par linéarité de l’espérance :

E(X 2
a ) = E

((a + Xa)2)− a2 − 2aE(Xa)
= 2a23(2 ln(2) − 1) − a2 − 2a

(
a2(2 ln(2) − 1) − a

)
= a2 − a23(2 ln(2) − 1)Puis, d’après la formule de Koenig-Huygens :

V(Xa) = E(Xa)2 − (E(Xa))2
= a2 − a23(2 ln(2) − 1) −

(
a2(2 ln(2) − 1) − a

)2

= − a23(2 ln(2) − 1) − a24(2 ln(2) − 1)2 + a2(2 ln(2) − 1)
= a212 16 ln(2) − 11(2 ln(2) − 1)2

Des calculs un peu pénibles etsans grand intérêt sur ces der-nières questions... A manipulertranquillement pour ne pas setromper. Cela reste toujours unbon entraînement !

Petite remarque

3.d. Soit T la variable aléatoire définie par T = 1
aXa . Montrer que pour tout t ∈ R, P

([T ⩽ t]) = Ha(at).En déduire que T suit la même loi de X1 .
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• Soit t ∈ R. On a :
P
([T ⩽ t]) = P([ 1

aXa ⩽ t
])

a > 0= P([Xa ⩽ at])= Ha(at)
• Par conséquent, pour tout t ∈ R : Sur les variables aléatoires àdensité, lorsque l’on demandede montrer que deux variablesaléatoires ont même loi, on pro-cède très souvent en démontrantqu’elles ont la même fonction derépartition.

♣ Méthode !

P
([T ⩽ t]) = ∫ at

0 ha(x)dx

= 1
I1
∫ at

0
a − x

a(a + x)dx changement de variable x = au, comme en question 2.c= 1
I1
∫ t

0
1 − u1 + udu

= ∫ t

0 h1(u)du

= P([X1 ⩽ t])
Par conséquent, les variables aléatoires T et X1 ont la même fonction de répartition...Or la fonction de répartition caractérise la loi.

Conclusion : la variable aléatoire T suit la même loi que X1 .
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