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EDHEC 2007 voie E
Exercice 2

Énoncé
On admet que si Z1 et Z2 sont deux variables aléatoires à densité, définies sur le même espace probabilisé, alors leur covariance, si elle est existe, estdéfinie par : Cov(Z1, Z2) = E(Z1Z2) − E(Z1)E(Z2)On admet également que si Z1 et Z2 sont indépendantes, alors leur covariance est nulle.
On considère deux variables aléatoires réelles X et U définies sur le même espace probabilisé (Ω, A,P) indépendantes, X suivant la loi normale
N (0; 1) et U suivant la loi discrète uniforme sur {−1; 1}.On pose Y = UX et on admet que Y est une variable aléatoire à densité, définie elle aussi sur l’espace (Ω, A,P).
1. 1.a. Démontrer :

∀x ∈ R, P
([Y ⩽ x ]) = P([U = 1] ∩ [X ⩽ x ]) +P([U = −1] ∩ [X ⩾ −x ])

1.b. En déduire que Y suit la même loi que X .
2. 2.a. Calculer l’espérance de U puis montrer que E(XY ) = 0.

2.b. En déduire que Cov(X, Y ) = 0.
3. 3.a. Rappeler la valeur de E(X 2) et en déduire que ∫ +∞

0 x2e− x22 dx = √2π2 .
3.b. Établir :

∀A ∈ R+,
∫ A

0 x4e− x22 dx = −A3e− A22 + 3 ∫ A

0 x2e− x22 dx

3.c. En déduire que l’intégrale ∫ +∞

0 x4e− x22 dx est convergente et vaut 3√2π2 .
3.d. Établir finalement que X possède un moment d’ordre 4 et que E(X 4) = 3.

4. 4.a. Vérifier que E(X 2Y 2) = 3.
4.b. Déterminer Cov(X 2, Y 2).
4.c. En déduire que X 2 et Y 2 ne sont pas indépendantes puis que X et Y ne le sont pas non plus.
4.d. Cet exercice a permis de montrer qu’un résultat classique concernant les variables aléatoires discrètes est encore valable pour les variablesaléatoires à densité, lequel ?
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Corrigé
On admet que si Z1 et Z2 sont deux variables aléatoires à densité, définies sur le même espace probabilisé, alors leurcovariance, si elle est existe, est définie par :Cov(Z1, Z2) = E(Z1Z2) − E(Z1)E(Z2)On admet également que si Z1 et Z2 sont indépendantes, alors leur covariance est nulle.
On considère deux variables aléatoires réelles X et U définies sur le même espace probabilisé (Ω, A,P) indépendantes,
X suivant la loi normale N (0; 1) et U suivant la loi discrète uniforme sur {−1; 1}.On pose Y = UX et on admet que Y est une variable aléatoire à densité, définie elle aussi sur l’espace (Ω, A,P).
1. 1.a. Démontrer :

∀x ∈ R, P
([Y ⩽ x ]) = P([U = 1] ∩ [X ⩽ x ]) +P([U = −1] ∩ [X ⩾ −x ])Soit x ∈ R.D’après la formule des probabilités totales, avec ([U = −1], [U = 1]) comme système complet d’évènements :

P
([Y ⩽ x ]) = P([U = 1] ∩ [Y ⩽ x ]) +P([U = −1] ∩ [Y ⩽ −x ])= P([U = 1] ∩ [UX ⩽ x ]) +P([U = −1] ∩ [UX ⩽ x ])= P([U = 1] ∩ [X ⩽ x ]) +P([U = −1] ∩ [−X ⩽ x ])= P([U = 1] ∩ [X ⩽ x ]) +P([U = −1] ∩ [X ⩾ −x ])

Conclusion : ∀x ∈ R, P
([Y ⩽ x ]) = P([U = 1] ∩ [X ⩽ x ]) +P([U = −1] ∩ [X ⩾ −x ]).

1.b. En déduire que Y suit la même loi que X .Notons FX et FY les fonctions de répartition respectives de X et Y .Soit x ∈ R. On a :
FY (x) = P([Y ⩽ x ]) question précédente= P([U = 1] ∩ [X ⩽ x ]) +P([U = −1] ∩ [X ⩾ −x ])

U et X sont indépendantes= P([U = 1])P([X ⩽ x ]) +P([U = −1])P([X ⩾ −x ])
U suit la loi uniforme sur {−1; 1}= 12FX (x) + 12(1 −P

([X < −x ]))
X est à densité= 12FX (x) + 12(1 − FX (−x)) puisque X ↪→ N (0; 1), on a FX (−x) = 1 − FX (x)= FX (x)

Cette propriété sur la fonction derépartition d’une VA suivant la loi
N (0; 1) est encore valable pourtoute VA admettant une densitépaire sur R.

À retenir...

Par conséquent, les variables aléatoires X et Y ont la même fonction de répartition.
Conclusion : puisque la fonction de répartition caractérise la loi, on en déduit que Y a même loi que X .

Et ce résultat sera valable dumoment que X est une variablealéatoire symétrique (densitépaire) : X et UX auront la mêmeloi (où U suit une uniforme sur
{−1; 1}).

☞ Pour info...

2. 2.a. Calculer l’espérance de U puis montrer que E(XY ) = 0.
• On sait que U(Ω) = {−1; 1}, ainsi U(Ω) est fini. Donc U admet une espérance et :

E(U) = −1P([U = −1]) + 1P([U = 1])
= −12 + 12= 0

• On a :
XY = XUX= X 2UOr :

✓ X 2 admet une espérance (car X ↪→ N (0; 1), donc X admet un moment d’ordre 2) ;
✓ U admet une espérance ;
✓ X et U sont indépendantes, donc par lemme des coalitions, X 2 et U sont également indépendantes.

Ces trois hypothèses impliquentdeux choses :
• l’existence de l’espérance de
X 2U
• l’égalité E(X 2U) = E(X 2)E(U).
Attention : de façon générale,l’existence de E(Z1) et E(Z2)n’implique pas l’existence de
E(Z1Z2) (chercher un exempleavec Z1 = Z2 ...). Il est donc impor-tant de mentionner l’indépendanceafin de justifier l’existence.

☞ Rappel...

Par conséquent, X 2U admet une espérance et :
E(X 2U) = E(X 2)E(U) point précédent= 0

Conclusion : XY admet une espérance et E(XY ) = 0.
2.b. En déduire que Cov(X, Y ) = 0.D’après ce qui précède :
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✓ E(X ) et E(Y ) existent (car Y a même loi que X ),
✓ E(XY ) existe.Par conséquent, Cov(X, Y ) existe et :

Cov(X, Y ) = E(XY ) − E(X )E(Y ) question précédente et E(X ) = 0 car X ↪→ N (0; 1)= 0
Conclusion : Cov(X, Y ) = 0.

3. 3.a. Rappeler la valeur de E(X 2) et en déduire que ∫ +∞

0 x2e− x22 dx = √2π2 .
• On sait que X ↪→ N (0; 1), donc X admet une variance et, d’après la formule de Koenig-Huygens :

V(X ) = E(X 2) −
(
E(X ))2

Or X ↪→ N (0; 1), donc E(X ) = 0 et V(X ) = 1.
Conclusion : E(X 2) = 1.

• Par théorème de transfert, licite car x 7−→ x2 est continue sur X (Ω), l’intégrale ∫ +∞

−∞

1√2π
x2e− x22 dx estconvergente et : La fonction x 7−→ 1√2π

e− x22 estune densité de X .
☞ Rappel...

E(X 2) = ∫ +∞

−∞

1√2π
x2e− x22 dx

D’où, d’après le point précédent : ∫ +∞

−∞
x2e− x22 dx = √2π

Or la fonction x 7−→ x2e− x22 est paire, donc :∫ +∞

0 x2e− x22 dx = 12
∫ +∞

−∞
x2e− x22 dx

Conclusion :
∫ +∞

0 x2e− x22 dx = √2π2 . Il est assez fréquent d’obtenir desvaleurs d’intégrales en reconnais-sant des moments de lois usuellesà densité...
⋆ Classique ! ⋆

D’autres cas classiques.

Voyons deux autres cas classiques qui fournissent, grâce aux connaissances sur les lois exponentielles, desvaleurs d’intégrales...
1#

∫ +∞

0 xe−λxdx , avec λ > 0 ? On pourrait procéder par IPP,mais c’est plus long...
Remarque

Notons X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre λ > 0.Dans ce cas : La fonction
x 7−→

{ 0 si x < 0
λe−λx si x ⩾ 0est une densité de X .

☞ Rappel...∫ +∞

0 xe−λxdx = 1
λ

∫ +∞

0 λxe−λxdx

= 1
λ E(X )

= 1
λ2

2#
∫ +∞

0 x2e−λxdx , avec λ > 0 ? On pourrait procéder par IPP,mais c’est plus long...
Remarque

Notons X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre λ > 0.Dans ce cas :∫ +∞

0 x2e−λxdx = 1
λ

∫ +∞

0 λx2e−λxdx théorème de transfert, licite car x 7−→ x2 est continue sur R= 1
λ E(X 2) formule de Koenig-Huygens= 1
λ

(
V(X ) + (

E(X ))2)
= 1

λ
2
λ2

= 2
λ3
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3.b. Établir :
∀A ∈ R+,

∫ A

0 x4e− x22 dx = −A3e− A22 + 3 ∫ A

0 x2e− x22 dx

Soit A ∈ R+ . On a : ∫ A

0 x4e− x22 dx = ∫ A

0 x3 × xe− x22 dx

On ne sait pas primitiver x 7−→e− x22 . Et si on pose u(x) = e− x22et v ′(x) = x4 , c’est pire...
Pourquoi ?

Posons : ∣∣∣∣∣ u : x 7−→ x3
v : x 7−→ −e− x22 .

Les fonctions u et v sont C 1 sur le segment [0; A] et pour tout x ∈ [0; A] : ∣∣∣∣∣ u′(x) = 3x2
v ′(x) = xe− x22 .

Par intégration par parties, on obtient :∫ A

0 x4e− x22 dx = [
− x3e− x22 ]A0 −

∫ A

0 −3x2e− x22 dx

= −A3e− A22 + 3 ∫ A

0 x2e− x22 dx

Conclusion : ∀A ∈ R+,
∫ A

0 x4e− x22 dx = −A3e− A22 + 3 ∫ A

0 x2e− x22 dx .
3.c. En déduire que l’intégrale ∫ +∞

0 x4e− x22 dx est convergente et vaut 3√2π2 .
• Les croissances comparées sontdes FI de la forme xa(e−x )b en+∞, avec a, b > 0...Il se peut que les points soientattribués sans cet effort de détailpour faire apparaître les CC, oupas !

✘ Attention !Pour tout A ∈ R+ , on a :
A3e− A22 = (A2) 32 (e−A2) 12

Or :
✓ lim

A→+∞
A2 = +∞,

✓ lim
y→+∞

y 32 (e−y) 12 = 0 par croissances comparées.Donc par composition : lim
A→+∞

A3e− A22 = 0
• D’après la question 3.a., l’intégrale ∫ +∞

0 x2e− x22 dx est convergente et vaut √2π2 . D’où :
lim

A→+∞

∫ A

0 x2e− x22 dx = √2π2
On en déduit, d’après la question précédente et les deux points précédents :

lim
A→+∞

∫ A

0 x4e− x22 dx = 3√2π2
Conclusion : l’intégrale ∫ +∞

0 x4e− x22 dx est convergente et vaut 3√2π2 .
3.d. Établir finalement que X possède un moment d’ordre 4 et que E(X 4) = 3.

• Par théorème de transfert, licite car la fonction x 7−→ x4 est continue sur R :
X 4 admet une espérance si, et seulement si, l’intégrale ∫ +∞

−∞
|x4f (x)|dx est convergente

si, et seulement si, l’intégrale ∫ +∞

−∞
x4f (x)dxest convergente,car ∀x ∈ R, x4f (x) ⩾ 0

si, et seulement si, les intégrales ∫ +∞

0
1√2π

x4e− x22 dx et ∫ 0
−∞

1√2π
x4e− x22 dx sontconvergentes

si, et seulement si, les intégrales ∫ +∞

0 x4e− x22 dx et ∫ 0
−∞

x4e− x22 dx sont convergentes
• Or, d’après la question précédente, l’intégrale ∫ +∞

0 x4e− x22 dx est convergente. Ainsi, par parité de x 7−→

x4e− x22 , l’intégrale ∫ 0
−∞

x4e− x22 dx est également convergente.
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• On en déduit que X 4 admet une espérance et :
E(X 4) = ∫ +∞

−∞

1√2π
x4e− x22 dx

= 1√2π

∫ +∞

−∞
x4e− x22 dx parité de x 7−→ x4e− x22= 2√2π

∫ +∞

0 x4e− x22 dx question précédente
= 12√2π

3√2π2= 3
Conclusion : X possède un moment d’ordre 4 et que E(X 4) = 3.

4. 4.a. Vérifier que E(X 2Y 2) = 3.On a : On pourrait également manipuler(X 2Y 2)(ω) pour tout ω ∈ Ω, maisce n’est pas nécessaire.
Remarque

X 2Y 2 = X 2(UX )2= U2X 4
U(Ω) = {−1; 1}, donc U2 est constante égale à 1= X 4

Conclusion : d’après la question précédente, on en déduit que X 2Y 2 admet une espérance et E(X 2Y 2) = 3.
4.b. Déterminer Cov(X 2, Y 2).D’après ce qui précède :

✓ E(X 2) et E(Y 2) existent et valent 1 (question 3.a. et car Y a même loi que X ) ;
✓ E(X 2Y 2) existe.Par conséquent, Cov(X 2, Y 2) existe et :

Cov(X 2, Y 2) = E(X 2Y 2) − E(X 2)E(Y 2)= 3 − 1= 2
Conclusion : Cov(X 2, Y 2) = 2.

4.c. En déduire que X 2 et Y 2 ne sont pas indépendantes puis que X et Y ne le sont pas non plus.
• On sait que si deux variables aléatoires sont indépendantes, alors leur covariance est nulle.Or Cov(X 2, Y 2) ̸= 0. Ainsi, par contraposée, les variables aléatoires X 2 et Y 2 ne sont pas indépendantes.
• Si X et Y étaient indépendantes, d’après le lemme des coalitions, les variables aléatoires X 2 et Y 2 leseraient également ; ce qui n’est pas le cas.

Conclusion : X et Y ne sont pas indépendantes. Raisonnement intéressant danscette question.
Remarque

4.d. Cet exercice a permis de montrer qu’un résultat classique concernant les variables aléatoires discrètes estencore valable pour les variables aléatoires à densité, lequel ?Dans le cas des variables aléatoires discrètes, on sait que la réciproque de "si X et Y sont indépendantes, alorsCov(X, Y ) = 0" est fausse.C’est encore le cas ici. En effet :
✓ Cov(X, Y ) = 0 (question 2.b.)
✓ et pourtant les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes (question précédente).
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