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EXERCICE 2

ENONCE

On admet que si Z; et Z; sont deux variables aléatoires a densité, définies sur le méme espace probabilisé, alors leur covariance, si elle est existe, est
définie par :
Cov(Zy, 24r) = E(£14,) — E(4)E(L)

On admet également que si Z; et Z, sont indépendantes, alors leur covariance est nulle.

On considére deux variables aléatoires réelles X et U définies sur le méme espace probabilisé (Q), A, IP) indépendantes, X suivant la loi normale
A7(0; 1) et U suivant la loi discréte uniforme sur {—1;1}.
On pose Y = UX et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, définie elle aussi sur l'espace (Q, A, IP).

1. 1.a. Démontrer :
Yx eR, P([Y <x]) =P([U=1]n[X <x]) + P([U=—-1]N[X > —x])
1.b. En déduire que Y suit la méme loi que X.
2. 2.a. Calculer l'espérance de U puis montrer que E(X'Y) = 0.
2.b. En déduire que Cov(X, Y) = 0.

+o0 2 /2
3. 3.a. Rappeler la valeur de E(X?) et en déduire que / x?e" T dx = T]T
0

3.b. Etablir :
A X2 AZ A XZ
VA € RT, / x'e " Tdx = -—Ae T + 3/ x%e” 7 dx
0 0

3V2r
5
3.d. Etablir finalement que X posséde un moment d'ordre 4 et que E(X*) = 3.
4. 4.a. Vérifier que E(X?Y?) = 3.
4.b. Déterminer Cov(X?, Y?).
4.c. En déduire que X? et Y2 ne sont pas indépendantes puis que X et Y ne le sont pas non plus.
4.d. Cet exercice a permis de montrer qu'un résultat classique concernant les variables aléatoires discretes est encore valable pour les variables
aléatoires a densité, lequel?

+0o0 2
3.c. En déduire que l'intégrale / x*e™T dx est convergente et vaut
0
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CORRIGE

On admet que st Z; et Z, sont deux variables aléatoires a densité, définies sur le méme espace probabilisé, alors leur
covariance, st elle est existe, est définie par :

Cov(Zy, 2o) = E(Z12,) — E(Z))E(Z,)

On admet également que si Z; et Z; sont indépendantes, alors leur covariance est nulle.

On considére deux variables aléatoires réelles X et U définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, P) indépendantes,
X suivant la loi normale .#7(0; 1) et U suivant la lot discrete uniforme sur {—1; 1}
On pose Y = UX et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, définie elle aussi sur lespace (Q, A, PP).

1. 1.a. Démontrer :
Vx € R, ]P([Y < x]) = ]P([U =1N[X < x]) +IP([U =-1N[X= —x])

Soit x € R.
D'apres la formule des probabilités totales, avec (U =-1][U= 1}) comme systeme complet d'évenements :
P(Y <x) =P([U=1n[Y <x]) +P([U=-1]n[V < —x])
=P([U=1n[UX<x]) + P([U=-1n[UX <x])
=P([U=1n[X<x]) +P(U=-1]n[-X < x))
=P([U=1n[X<x]) +P(U=-1]n[X = —x])

Conclusion : Vx € R, P([Y < x]) = P([U=1N[X <x]) + P([U==1]N[X > —x]).

1.b. En déduire que Y suit la méme loi que X.
Notons Fx et Fy les fonctions de répartition respectives de X et V.
Soit x € R. On a :

question précédente

J U et X sont indépendantes

—P([U=1)P(X <x]) + P([U=-1))P(X > —
1 u J>1 { XJ) ([ : J) ({ XJ) J U suit la lot uniforme sur {—1;1}
B ilLX(X) N i (1 a IP“X - 7)(”) J X est a densité
1 1
= —Fx(0) + = (1= Fx(—
2 X 2 ( X X)) J puisque X — A(0;1), on a Fx(—x) = 1— Fx(x)
= Fx(x)

Par conséquent, les variables aléatoires X et Y ont la méme fonction de répartition.

Conclusion : puisque la fonction de répartition caractérise la loi, on en déduit que Y a méme loi que X.

2. 2.a. Calculer l'espérance de U puis montrer que E(XY) = 0.

e On sait que U(Q) = {—1;1}, ainst U(Q) est fini. Donc U admet une espérance et :

E(U) = —1P([U = —1]) + 1P ([U = 1))

_1 .1
2 2
=0
e Ona:
XY = XUX
= XU
Or:

2 7 ’
v X admet une espérance (car X < 4(0; 1), donc X admet un moment d'ordre 2);
v U admet une espérance;
v X et U sont indépendantes, donc par lemme des coalitions, X“ et U sont également indépendantes.

Par conséquent, X“U admet une espérance et :

E(X?U) = E(X?)E(V)

point précédent
o /

Conclusion : XY admet une espérance et E(X'Y) = 0.

2.b. En déduire que Cov(X, Y) = 0.
D'apres ce qui précede :
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A retenir...
Cette propriété sur la fonction de
répartition d'une VA suivant la loi
A(0; 1) est encore valable pour
toute VA admettant une densité
paire sur R.

o

== Pour info...
Et ce résultat sera valable du
moment que X est une variable
aléatoire symétrique (densité
paire) : X et UX auront la méme
loi (ol U suit une uniforme sur

{=1;1}).

— = Rappel...

Ces trois hypotheses impliquent
deux choses :

o lexistence de l'espérance de
XU

o légalité E(X?U) = E(X?)E(U).
Attention : de facon générale,
l'existence de E(Z;) et E(£)
n'implique pas lexistence de
E(Z125) (chercher un exemple
avec Z; = Z,...). Il est donc impor-
tant de mentionner l'indépendance

4

afin de justifier l'existence.




v E(X) et E(Y) existent (car Y a méme loi que X),
v E(XY) existe.

Par conséquent, Cov(X, Y) existe et :

Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

0 / question précédente et E(X) = 0 car X — A7(0; 1)

Conclusion : Cov(X, Y) = 0.

+00 2 /
3. 3.a. Rappeler la valeur de E(X?) et en déduire que ] x’e" T dx = %
0

e On sait que X — #7(0; 1), donc X admet une variance et, d'apres la formule de Koenig-Huygens :

Or X — A47(0; 1), donc E(X) = 0 et V(X) = 1.

Conclusion : E(X?) = 1.

+00 )

P o 2 . v ) Xt
e Par théoreme de transfert, licite car x — x~ est continue sur X(Q), l'intégrale / x‘e” 7 dx est = Rappel...
o V2 12
convergente et : La fonction x e 2 est
+oo ) V21
> 1 7 _x£ une densité de X.
E(X?) = —=x‘e Zdx
0o V21
D'oti, d'apres le point précédent :
o0 )
/ x’e" Tdx = V2w
—0Q
Or la fonction x — x’e” 7 est paire, donc :
2,-% 2 X
/ Xefd)(:f/ x‘e” Zdx
0 2 —00
% Classique ! % —
o 2 27 Il est assez fréquent d'obtenir des
Conclusion : xe” Zdx = ——. ( valeurs d'intégrales en reconnais-
0 2 sant des moments de lois usuelles
a densité...
D’AUTRES CAS CLASSIQUES.
Voyons deux autres cas classiques qui fournissent, grace aux connaissances sur les lois exponentielles, des
valeurs d'intégrales... Remarque ——
+oo
14 xe ™ dx avec A >07? On pourrait procéder par IPP,
' mais cest plus long...

0
Notons X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A > 0.
Dans ce cas : == Rappel...
La fonction

+00 1 +00
/ xe Mdx = — / Axe M dx . 0 six<0
0 A Jo e six >0

= %E(X) est une densité de X.
1
x
77777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 Remarque ———
+o0
2% x2e M dx, avec A > 07 On pourrait procéder par IPP,
' - mais cest plus long..

0
Notons X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A > 0.
Dans ce cas :

+oo 1 [+
/ x’e Mdx = 7/ Axle Mdx
0 A Jo J théoréme de transfert, licite car x — x” est continue sur R
1
= —E(X?
A X J formule de Koenig-Huygens
1 2
- (V(X) + (E(X)) )
_ Lz
AR
2
Il
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3.b. Etablir :

Soit A€ R".Ona:

LI:XP—>Xj

Posons : 2

ViX— —e 7
Les fonctions u et v sont €' sur le segment [0; A] et pour tout x € [0; A] :
Par intégration par parties, on obtient :

A , 2 4 A ,
4 X2 _ X2/ . el
/X4e idX:[fX'ge 2]07/ —3x7e” 7dx
0 0
A

2

= A T +3/ xe T dx
0

Pourquoi ?
On ne sait pas primitiver x ——
XZ XZ
e Z.Etsionpose u(x) =e 7
et V/(x) = x”, Cest pire...

]
N}

A , . A
Conclusion : VA € R, / Xte T dx = —Ae T 4 3/ x’e” T dx.
0 0

3V2n
>

+0o0 2
3.c. En déduire que l'intégrale [ x*e™"7 dx est convergente et vaut
0

e Pourtout A€ R™, ona:

_ A2 9\ 3 21
Ale™T = (A*)Z(e A )Z
Or:
. 2
v lim AT = 400,
A-+oo
3 1
v lim g2 (e’”) ¢ = 0 par croissances comparées.
y—+00

Donc par composition :
. A
lim A7 =0

A—+oo

o <2 V2
e Dapres la question 3.a., l'intégrale / x?e” T dx est convergente et vaut ——. D'oli :

0 2

A
x V2
lim / e Tdx = 27
0

Aceh 2

)

On en déduit, d'apres la question précédente et les deux points précédents :

A ,
4 22 3vV?2
[tm / xte=Tdx = !
0

A—+00 2

X Attention !
Les croissances comparées sont

des FI de la forme x"(e’x)b en
+o0, avec a, b > 0.

Il se peut que les points soient
attribués sans cet effort de détail
pour faire apparaitre les CC, ou
pas !

3V 21
>

+00 >
o ’. 7 4 X
Conclusion : l'intégrale / x"'e™ 7 dx est convergente et vaut
0

3.d. Etablir finalement que X possede un moment d'ordre 4 et que E(X') = 3.

e Par théoréme de transfert, licite car la fonction x — x* est continue sur R :

00
X" admet une espérance si, et seulement si, l'intégrale / Ix*f(x)|dx est convergente
o

+00

si, et seulement si, l'intégrale / X4f(X)d)(eSt convergente,

—0Q

car¥x € R, x*'f(x) >0

oo 9 2 0
) . S 4 X2
si, et seulement si, les intégrales / x'e” 7 dx et /
0 —00

V2r

convergentes
0

4
x*e™7 dx sont

. . L o 4 _2 4 _x2
si, et seulement si, les intégrales x'e” 7 dx et x"e” 7 dx sont convergentes

0 0

oo 2
e Or, d'apres la question précédente, l'intégrale / x*e™ 7 dx est convergente. Ainsi, par parité de x —>
0

NES

) 0
4 . ’. z 4 ,
x'e™7, l'intégrale / x*e™7 dx est également convergente.

00
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e On en déduit que X* admet une espérance et :

, o g
E(Xﬂ:[ Eﬁe T dx

1 /\w 4 2
— x'e” Zdx :
V27 J—co J parité o=

ité de x — x"e”
2 oo 5
4,-%

= x'e Zdx

V27 Jo J question précédente
1 3vir

2V2rn 2
=3

Conclusion : X posséde un moment d'ordre 4 et que E(X!) = 3.

4.a. Vérifier que E(X?Y?) = 3.
On a Remarque —————
On pourrait également manipuler

. 2\v2 .
X2y2 = X)(UXV (X Y Nw) pour tout w & Q, mais
ce n'est pas nécessaire.
= UX!

1% J u(Q) = {-1;1}, donc U? est constante égale a 1

Conclusion : d'apres la question précédente, on en déduit que X2Y? admet une espérance et E(XZ Y‘)) =3

4.b. Déterminer Cov(X?, Y?).
D'apres ce qui précede :
v E(X?) et E(Y?) existent et valent 1 (question 3.a. et car ¥ a méme loi que X);
v E(X?Y?) existe.

Par conséquent, Cov(X?, Y?) existe et :

Cov(X2, Y2) = E(X2Y?) — E(X?)E(Y?)

Conclusion : Cov(X?, Y?) = 2.

4.c. En déduire que X? et Y? ne sont pas indépendantes puis que X et Y ne le sont pas non plus.
e On sait que si deux variables aléatoires sont indépendantes, alors leur covariance est nulle.
Or Cov(X?, Y?) 0. Ainsi, par contraposée, les variables aléatoires X? et Y2 ne sont pas indépendantes.

~. S . y f \ L. . , . 2 2
e Si X et Y étaient indépendantes, d'aprés le lemme des coalitions, les variables aléatoires X“ et Y le
seraient également; ce qui n'est pas le cas.

cette question.

Remarque ——— ———
Raisonnement intéressant dans
Conclusion : X et Y ne sont pas indépendantes.

4.d. Cet exercice a permis de montrer qu'un résultat classique concernant les variables aléatoires discrétes est
encore valable pour les variables aléatoires a densité, lequel ?
Dans le cas des variables aléatoires discretes, on sait que la réciproque de 'si X et Y sont indépendantes, alors

Cov(X, Y) = 0" est fausse.
C'est encore le cas ici. En effet :

v Cov(X, Y) =0 (question 2.b.)

v et pourtant les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes (question précédente).
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