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CONSIGNES A LIRE !

La qualité de la rédaction, le soin porté & la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont des
critéres importants dévaluation.

Quelques précisions :

o | la copie doit étre prise de sorte que la marge se situe d droite de chaque page, |

e la premiére page de la copie doit rester vierge et sera réservée aux appréciations,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
e les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document nest autorisé.

Si, au cours de lépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur dénoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition en
expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

'Face & la roche, le ruisseau l'emporte toujours, non pas par la force mais par la persévérance.
Horace Jackson Brown

X Attention !
Les arguments | éléments qu'il ne fallait pas oublier... Les éléments surlignées ne sont
Les arguments / éléments non notés mais qui font tellement plaisir... pas les seuls éléments de ba-

reme ! Ils sont simplement ceux
qui ont souvent été oubliés...
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Exercice 1 (EDHEC 2000 E)

| Question de cours. Convergence et divergence des suites réelles monotones.

Pour tout n € N*, on définit la fonction f, sur R par :
¥Yx € RT, f(x) = x" +9x° — 4

1. 1.a. Montrer que pour tout n € N*, l'équation f,(x) = 0 n'a qu'une seule solution positive, notée u,,.

Soit n € N™.
e La fonction f, est polynomiale, donc dérivable sur R".
Soit x eR". Ona: — == Rappels...

f,;(X) = nx""" +18x o Si g’ est positive sur un inter-
valle / et ne s'annule qu'en un
Or x > 0, donc nx"~" 4 18x est une somme de termes positifs; elle est donc positive et vaut O si, et | nombre fini de réels, alors g est
strictement croissante sur /.
e Autre argument possible : si
*x six>0 : f,/,(X) >0 g est strictement croissante sur

’ o |a; b] et continue en a, alors g est
* f”(O) =0 4 strictement croissante sur [a; b].

seulement si, ses deux termes sont nuls. Ainst :

Conclusion : f, est strictement croissante sur R™.
e On a ainsi :

v 1, est continue sur R™ car polynomiale,
) ) " Important !
v 1, est strictement croissante sur R™. mpo _
La rédaction de cette question

Par théoréme de bijection, f, est bijective de R* dans f,(R") = [—4; +oq]. doit dtre parfaite !

Or 0 € [—4; 4oq.
Par conséquent, 0 posséde un unique antécédent par f, sur R*.

Conclusion : pour tout n € N*, l'équation f,(x) = 0 n'a qu'une seule solution positive, notée u,.

1.b. Calculer uq et us.
e Par définition, uq est la solution positive de l'équation 9x* + x — 4 = 0.

=1+ V145

Conclusion : uq = 18

e Par définition, u, est la solution positive de l'équation 10x> — 4 = 0.

2
Conclusion : u; = \/;

2 ,
1.c. Vérifier que : Vn € N*, u, € ]0, = wRéflexe !
3 Pour comparer des antécédents,
Soit n € N*. On a: on compare leurs images...

2 2\"
f,0)=—-4; f(u,)=0; f, (;) = (7)
3 3
Alinst : ,
fﬂ(o) < fﬂ(UH) < fn (Z)
S
. . . I 2 .
D'ou, par stricte croissance de f, sur R™ (licite car 0, u,, = € R"), on a
)
2
0<u, <=
)

Conclusion : Vn € N*, u, €

2
0,;{
3

2. 2.a. Montrer que, pour tout x €]0, 1], on a : f,41(x) < f,(x).
Soient n € N* et x €]0;1[. On a :

Fraa(x) = F(x) = x"TT 4 9x% — 4 — (x" + 9x% — 4)
_ Xn»W — X"
=x"(x—1)
Or x €]0; 1], donc x” > 0 et x — 1 < 0. Par conséquent :

f/HrW(X) - fu(X) < O
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4.

5.

Conclusion : pour tout n € N, pour tout x €]0, 1], on a : f,.1(x) < f,(x).

2.b. En déduire les variations de la suite (u,),ens-
Soit n € N*.D'apreés la question précédente avec x = u,, licite car u, €]0; 1] d'aprés la question 1.c :

fosa(un) < foluy)
Or f,(u,) =0, mais on a ausst f,1(us1) = 0.. D'our :
fovr(un) < foi(ung)
Ainsi, par stricte croissante de f,,4 sur R* (licite car u,, u,.1 € RY):

Up < Ups

Conclusion : la suite (u,),en est strictement croissante.

2.c. Montrer que la suite (u,),en+ est convergente. On note ¢ sa limite.

D'apres la question précédente et la question 1.c : la suite (u,),en- est croissante et majorée (par =).

3

Conclusion : par théoreme de convergence monotone, la suite (u,),en+ converge vers un réel .

3.a. Déterminer la limite de (u,)" lorsque n tend vers +o0.

D'apres la question 1.c et par croissance de la fonction ."

sur R", ona:

2 n
Yne N, 0<u, < (§)

Or % €]—1;1], donc ”L'LTDQ (g) =0.

Conclusion : par théoreme d'encadrement, on a lim (u,)" = 0.
n—-+o0

3.b. Donner enfin la valeur de .
D'aprés les questions précédentes :

e Vne N, ul+9u2—4=0,
e lim u,=2¢,

n—+o0

e lim (u,)"=0.

n—+o0

D'ot par opérations :

Par conséquent :

2 2
V= - 0=—=
3 % 3

Or on sait que (u,),en+ est positive, donc ¢ > 0.

2
Conclusion : ¢ = 3

La série de terme général u, est-elle convergente?
La suite (u,),en+ ne converge pas vers O...

Conclusion : la série E u, est (grossierement) divergente.
n=1

5.a. Démontrer : Vn € N*, 2 —3u, < % (g) )
Soit n € N*. On a :
u" 490t —4=0
Dot :
u=4-9u°
Autrement dit :
up = (2—3uy)(2+ 3u,)

n

Puisque 2 4+ 3u, # 0, on obtient :

n

u
2—3u,=—"2—
" 24 3u,

Or :

mRéflexe !
On souhaite comparer u,, et upy1,
on compare donc leurs images
par fy1 (ou par f, clest aussi
possible).

X Attention !

Le simple fait que 0 < v, < 1 ne
permet pas de conclure !

) 1
Exemple : nLLToo (‘I - E) +0..

= Rappel...

La convergence vers 0 de (v,)peN
est une condition nécessaire de
convergence de la série Z V.

n=0
Mais ¢a n'est pas une condition
suffisante |

mRéflexe !
On ne raisonne (presque) jamatis
pas récurrence pour établir des
résultats sur les suites implicites !
En effet, pour raisonner par récur-
rence, il faut un lien direct entre
Uy et up41, CE que nous n'avons
pas pour ce type de suites.
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e u, >0, donc 2+ 3u, > 2, ainsi :

, < 2 n
° < | =
uy, 3

RN . n .
D'ou, puisque ujy > 0 :

1 1
2+3u, 2
un ul

2+ 3u, 2

et ainsi, par transitivité :

Conclusion

:Vn e N7, 273u,7<%(g) .

2
5.b. Montrer que la série de terme général 3~ U est convergente.

Ona:

2 1(2\"
v daprés la question précédente et la question 1.c: Vn € N*, 0 < 3~ Un < = (f)

3

6

2 2 n
v/ puisque 3 €] — 1,1, la série Z (}) est une troncature de série convergente, donc est également

n=1

o . 1(2\"
convergente. Ainsi, la série > = |3 est convergente.

3

n=0

la série >

n=0

Conclusion :

par critere de comparaison (par inégalités) sur les séries a termes généraux positifs,

2
(§ — u,,) est convergente.

6. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme ci-dessous de sorte que, pour tout n € N*, l'exécution
de approx_u(n) renvoie une valeur approchée de u, & 107> prés obtenue par la méthode de dichotomie.

def f(n,x):

y=X*xnN—+Pkxxx2—4

return y

def approx_u(n):

Voicti :

def f(n,x):

y=x**kN+Pxkxx*x2—4

return y

def approx_u(n):

a=0
b=2/3
while abs(b—a)>10%x(—3):
m=(a+b)/2
if f(n,m)>0:
b=m
elitf f(n,m)<0:
a=m
else
a,b=m,m
return (a+b)/2
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EXERcICE 2 (ADAPTATION DE EML 2004 E)

| Question de cours. Famille génératrice d'un espace vectoriel de dimension finie. Que dire de son cardinal?

On note M;3(R) lespace vectoriel réel des matrices carrées d'ordre trois a coefficients réels, /5 la matrice identité de

M;5(R) et 05 la matrice nulle de M5(R).

On considere, pour toute matrice A de Mj5(R), les ensembles &;(A) et &3(A) suivants :

&(A) = {M € M5R) | AM = M} ; &(A) = {M € M5(R) | A°M = AM}

PARTIE |

Soit A € M3(R).
1. Montrer que &(A) est un sous-espace vectoriel de M;5(R).
On admet que &(A) est aussi un sous-espace vectoriel de M5(R).
v &(A) € M3(R) par définition et M3(R) est un espace vectoriel.
v A x 03 =05 donc 0, € &(A) : &(A) est donc non vide.

v Soient a,b € Ret M, N € &(A). Montrons que aM + bN € &(A).
Ona:

x aM + bN € M5(R), car M, N € M5(R) et que M;3(R) est un espace vectoriel ;

* et

A(aM + bN) = aAM + bAN
— aM + bN

Donc aM + bN € &(A).

J M, N € & (A)

Conclusion : &;(A) est un sous-espace vectoriel de M;5(R).

2. 2.a. Etablir : &(A) € &(A.
Soit M € &(A). Montrons que M & &(A). On a :

AM = A« AM
=AxM

Donc M € &(A).

J M € &(A), donc AM =M

Conclusion : &(A) C &(A).

2.b. Montrer que si A est inversible, alors &(A) = &(A).
Supposons que A est inversible.
e D'apres la question précédente, on a déja &1(A) C &(A).
e Montrons que &(A) C &(A).
Soit M € &(A). Ainst :
AM = AM

Or A est inversible, donc en multipliant par A~' par la gauche :
AM =M

Autrement dit, M € & (A).
Par conséquent : &(A) C & (A).

Conclusion : si A est inversible, alors &(A) = &(A).

3. 3.a. Etablir que si A— f est inversible, alors & (A4) = {05}.
Supposons que A — /5 est inversible.
e On sait déja (question 1) que {05} C & (A).
e Montrons que & (A) C {05}
Soit M € &(A). On a : AM = M Autrement dit :

(A— B)M = 0,

Or A — I est inversible, donc en multipliant par (A — /)" par la gauche :

M = 05
Par conséquent : &(A) C {0s}.

# Rédaction ———
Pour démontrer qu'un ensemble
E est inclus dans un ensemble F,
on commence toujours pas "Soit
ecE’

conserve pas les équivalences,
sauf st cette matrice est inversible.

X Attention | ———
ﬂultlpller par une matrice ne
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Conclusion : st A— 5 est inversible, alors &(A) = {05}

—1 1 0
3.b. Un exemple. Soit B= | 0 —1 1 |. Déterminer & (B) et &(B).
0 0 2 mRéflexe | ————
On a ainsi : Y-a-t-il un lien avec les questions
précédentes ?!

e B est inversible, car elle est trianqulaire supérieure a coefficients diagonaux non nuls. Par conséquent,
d'apres la question 2.b :

& (B) = &(B)
-2 1 0
e B—L=1{(0 =2 1] est, parle méme argument, également inversible. Par conséquent, d'apres
0 0 1
la question 3.a :
&(B) = {03}

Conclusion : &(B) = &(B) = {0s}.

PARTIE I
0o -1 1
On considere la matrice C= [ -1 0 1
-1 -1 2
4. Calculer C? — C.

0o -1 1
Ontrouve C°= [ -1 0 1|=C

-1 -1 2

Conclusion : C? — C = 0;.

5. Notons E[](C) = {X e Ms1(R) / CX = 03,1} et E1(C) = {X e Msq(R) / CX = X} Montrer que E[)(C) et E1(C)
sont des sous-espaces vectoriels de M3;(R) et en déterminer une base de chaque.

X
o Soit X= |y | €M;3:4(R).Ona:
z
X € Ey(C) — CX =034
—y+ z=0
= —X + z=0
—Xx—y+2z=0
—X + z=0
= —y+ z=0
Ly < Ly
—X—y+2z=0
—X +z=0
= —y+2z=0
Ly e Ls—1
1 —y+z=0
—X +z =0
= —y+z =0
L3« L[3—L
0=
X=2z
— y=z
=7z
1
= X=z|1
1
Dot
1
Eo(C)=42z |1 zeR
1
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v génératrice de Ey(C) par définition,

v libre car constituée d'une unique vecteur non nul.

1
= Vect 1
1

1 1
Or (1) € M;541(R), donc Eo(C) est un sous-espace vectoriel de M5 +(R) et la famille <<1>> est :
1

1

1
Conclusion : £y(C) est un sous-espace vectoriel de M54(R); la famille 1 en est une base.
1
X
e Soit X= |y | €M;34(R).Ona:
z
X e E1(C) = CX=X
—y+ z=x
= —X + z=
—X—y+2z2=2z
—X—y+z=
— —X—y+z=
—X—y+z=
—X—y+z =0
— =
L L — 14
L3 15— 14 =
X=—-y+2z
g y= y
7=z
—1 1
= X=y| 1 |+2z]|0
0 1
Dot
—1 1
EC)=<y| 1 |+2z[0], (y2)ER’
0 1
—1 1
= Vect 1 10
0 1
—1 1 —1
Or{ 1 ],[0] &M;51(R),donc £1(C) est un sous-espace vectoriel de M5 (R) et la famille 1
0 1
est:
v génératrice de £1(C) par définition,
v libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires.
—1 1
Conclusion : E4(C) est un sous-espace vectoriel de M5;(R); la famille 1 0 en est
0 1
une base.
1 1 1
6. Démontrer que la famille 1 —1 0 est une base de Mj3;(R).
1 1

0
1 1 1
Montrons que la famille 11,1-11.,10 est libre.
()6
1 1

Soient a, b, c € R. Supposons a

1
1

+b

-1
0

+cC

0
1
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1 1 1 a+b+c=0
a<1>+b<—1>+c<0>031 — {ab =0
1 0 1 a +c=0
a+ b+c=0
= { —2b—c=0
A ~ b =0
=0
= { =0
c=
1 1> 1>
Dol : a = b = ¢ = 0. Par conséquent la famille T1,1=11,10 est :
1 0 1

v libre d'aprés ce qui précede,

v de cardinal 3, égal a la dimension de M51(R).

1 1 1
Conclusion : la famille <<1> , <1> , <0>> est une base de M31(R).
1 0 1

1 1
7. Considérons la matrice P= [ =1 0
0 1

1

1 |. Sans calcul justifier que P est inversible, puis calculer P~
1

10 0

On admet alors que P'"CP =D, o D= (0 1 0

0 0 0

e D'apres la question précédente, on remarque que les colonnes de P forment une base de Ms5+(R).

Conclusion : P est inversible.

e Méthode habituelle pour le calcul de P7'..

1 0 —1
Conclusion: P7'= [ =1 =1 2 |.
1 1 —1

8. Soit M € M5(R). On note N = P~'M. Etablir -

M e &(C) « N e &(D)

Me &(C) & CM=M
& PDP7'PN = PN
< PDN = PN
« DN=N
— Ne&(D)

J C=PDP " et M= PN

J P est inversible

a b ¢

9. Montrer que N € & (D) si, et seulement si, il existe six réels a,b,c,d, e, ftelsque N=(d e f

a b ¢
Soit N=|d e f]. Ona:
g h i

Ne &(D) < DN =N

17 0 0
«~ (0 1 0
0 0 O
a b c
& |d e f
0 0 O

0 0 0
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a=a
b=b
c=c¢
d=d
— “e=¢e
f=f
g=0
h=20
L i=0
a b ¢
 N=|d e f
0 0 0

a b ¢
Conclusion : N € &(D) si, et seulement si, il existe six réels a, b, c,d, e, f tels que N = <d e f>A
0 0 O

10. En déduire une base de &(D) puis une base de &(C).
e Notons, pour tout (i, /) € [1;3]% E;; la matrice de M3(R) dont tous les coefficients sont nuls sauf le
coefficient situé en i-eme ligne et j-eme colonne, qui vaut 1.
La famille (Ey1, E12, Ev3, E21, B2, Eo5) est une famille qui est :
v génératrice de &(D), car d'apres la question précédente on a & (D) = Vect(Eq1, E12, Ev3, Eoq, Eoo, Eos);
v libre car il s'agit d'une sous-famille d'une famille libre, puisque cest une sous-famille de la base
canonique de M5(R).

Conclusion : la famille (Ey1, E12, E13, Eo1, B2, Eo5) est une base de & (D).

e Soit M € &/(C). D'apres la question 8, on en déduit que P~'M € & (D).
Ainsi, d'apres le point précédent, puisque (Eq1, E1, E13, E21, E2o, Eo3) est une base de & (D) :

a b ¢
Ia,b,c.d e )R [P 'M=|d e f
0 0 0

Par conséquent :

a
J(a,b,c,d, e, f)ER* [M=P |d
0

oo T
-

Autrement dit :
a+d b+e c+f

a,b,c,de,l)eR* M= | —a b  —c
d ¢ ! = Rappel...
Et ainsi : Si besoin, on reprend la définition
de base d'un espace vectoriel...
1T 0 O 0O 1 0 0 0 1 170 O 0 1 0 0 0 1
Aa,b,c.del)eRIM=al—-1 0 0|+b(0 —1 0|+c({0 0 —1|+d {0 0 O]+e{0O 0 O|+f|{0 0 O
0 0 0 0 0 O 0 0 O 17 0 O 0 1 0 0 0 1
1T 0 0 0o 1 0 0 0 1 1 0 0
Conclusion : la famille -1 0 O0}),(0 —=1 O}],[0 O -1 0 0 O
0 0 0 0 0 O 0 0 O 1 0 0

IR RN

0 1 0 0 0
0 0 0),{0 O
0 1 0 0 0

>> est une base de &(C).
11. Déterminer &(C).

On sait que &(C) = {M € M5(R) | C°M = CM}.
Or, d'aprés la question 4, C? = C. D'oli :

YM € M3(R), C*°M = CM

Conclusion : &(C) = M5(R).
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EXercice 3 (FAIT MAISON)

n),oﬂneNetkeﬂO;n]].

Question de cours. Définition et propriétés de (k

PARTIE |

Dans cette partie, r désigne un entier naturel et x un réel de ]0; 1[.

nf

1. Etablir : (n) ~
e

n—o+oo rl’

Pour n € N, suffisamment proche de +o0, on a n > r et donc :

n\ n!
(r) n ri(n —r)!
nn—="71)x..xmn—-r+1)

rl
nn—"1)x..xn—(r—1)

rl J chaque facteur du numérateur est équivalent a n en +oo;
I
. i etilyenar(den—0an—(r—1)
n—-+o00 /"!
. n n’
Conclusion : ~ —.
r n—+00 r!
— Petite remarque
On peut réécrire n"™2x" sous
2. 2.a. Déterminer lim n""x". la forme n""2e"") pour se
n—-+0o convaincre qu'il s'agit bien d'une

o

Puisque x €]0; 1], par croissance comparée, on a lim n"*x" = 0. croissance comparée... Mais les
noee croissances comparées avec les

suites géométriques sont au pro-

gramme; on peut donc se conten-

. . . r+2.n __
Conclusion : ”LLTX n""x" =0. ter de donner le résultat.

n
2.b. En déduire que la série Z ( )x” est convergente.
nx=r r
D'apres la question 1 et puisque x #+ 0, on a :

n n'
X" . X"
r n—+oo rl

Or, d'apres la question précédente :

On a ainsi : 1= Rappel...
N 1 1 On utilise ict une propriété assez
v ( )X” ~ (— x —Z) naturelle :
—c +c I
r n o0 n—+oo \ 1! n Up it Vi } (
n 1 1 = uy 0 (W
v Vn e [r+oof, ( )x” >0, =5 = >0 Vo 0 (wa) s too
r rt n
que lon peut aisément démontrer

au brouillon en cas de doute !

1
v/ la série > — est une troncature de série de Riemann convergente (car d'exposant 2, et 2 > 1), elle
n
nzr

_ 11
est donc également convergente; donc la série > — —5 est convergente.
rl n?
nzr

Conclusion : par critere de comparaison (par négligeabilité) sur les séries a termes généraux positifs,

. n
la série > ( )X” est convergente.
r
nz=r

AUTRE METHODE...

On peut procéder égerement différemment, en deux temps...

e Ona:

.
v (n n—‘ donc, puisque x # 0 :

r) n—+oo
.
n n
X7~ X"
r n—+oo rl
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r

D yn >0 (car x > 0).

n
r rl

v pour tout n € [r; +oof, ( )X" >0;

Ainsi, par critere de comparaison (par équivalence) sur les séries a termes généraux positifs, les séries

z ny on N n A
X" et 7[ X" ont meme nature.
r r:
nzr nzr

e Ensuite :
1
v d'aprés la question précédente, n'x" = o (—2) ;
n—+oo \ n

v pur tout n € [r; +oof, n'x" >0 ; >0 (car x > 0);

1
2
A 1 . . ,
v la série Z — est une troncature de série de Riemann convergente (car d'exposant 2, et 2 > 1),
n>zr n
elle est donc également convergente.

Ainsi, par critere de comparaison (par négligeabilité) sur séries a termes généraux positifs, la série
Z n"x" est convergente.

nzr

.
, A n .
Par conséquent, la série E —,x" est également convergente.
r

n>r o

n
Conclusion : des deux points, on en déduit que la série Z ( )X” est convergente.

n=r

+0o
3. On pose S, = Z (7)X”<

n=r

3.a. Calculer So.
On a:

Petite remarque

Il est un inutile, d'aprés la ques-
tion précédente, de justifier la
convergence de la série en jeu
dans cette question.

1

1T —x

Conclusion : Sp =

3.b. Etablir, en utilisant la formule du triangle de Pascal, que (1 — x)S,1 = xS,.
Ona:

(1= XSt = (1 —x) i (rj;])x”

n=r+1

. Z (ri/l)xni Z (rj;])xlwﬂ

J k =n—1 dans la premiere somme

n=r+1 n=r+1
00 oo
k+T) e n n+1
= X — X
R EE Dl
k=r n=r+1

Ty 0 (k41 1 R n o
7(r+1)x +AZW(/~+1)X ZW r+1)"

n=r+

_ — n+1 o n n+1
e ()L

n=r+1

< [n

:X/JH 4 X”H

z r
n=r+1

B +00

(:‘)X/'H +”;1 ([;)XHH
o0

zz(

1)

00

)
n=r-+

xS,

1
n

n
X
r
n
) r

n n n+1
f le du triangle de Pascal : Vn > r+1 =
J ormute du trtangle de 1SCa H//+ | (/)+(/+'\) ([+1)

Petite remarque

Dans lesprit, ce n'est pas st diffé-
rent de ce que lon retrouve dans
la démonstration (par récurrence)
de la formule du binéme de New-
ton.
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Conclusion : (1 — x)S,.1 = xS,

3.c. Démontrer alors :

r

X
Vr (S N, S,— = m
D'aprés la question précédente, puisque 1 —x %+ 0, on a :
X
Vr e N, S,+1 = S/
T—x

, . , - . X .
Par conséquent, la suite (S;),en est géométrique de raison 7 et de premier terme Sp.
— X

Dot : 7
X r
VreN,s,:sU( )
T—x
B ) 1
Or, d'apres la question 3.a, S = 7
— X
Petite remarque
. x" Il était bien entend ible d
Concuston s ¥r €N, & = f | s st

. Soit m € N*. On considére un réel p €]0;1] ainst que la suite (up)ren définie par : Yk € N, up =
k+m—=1\ «
B p"(1—p).

Démontrer que la suite (ug)ren définit une lot de probabilité. Autrement dit, vérifier :
e VkeN, ue =20,

e la série Z uy est convergente de somme égale a 1.
keN
On dira qu'une variable aléatoire X définie sur un certain espace probabilisé (Q, A, P) suit la loi binomiale
négative de paramétres m et p, on notera X — ZB.A (m; p) lorsque : X(Q) = N et pour tout k € N, ]P([X =

kJ)=(k+”k7‘1)pm(1—p>k.

e Puisque p €]0; 1], on a immédiatement :
Vk €N, ue >0

e Soit NeN.Ona:

N N k+m—1

o o m k
IUTED N W PR
k=0 k=0

N
" k4+m—1 3
=p Z( . )(Tfp)‘

L - : k+m—1 k+m-—1
k=0 symétrie des coefficients binomiaux : B = ]
) mo
N
k+m—1
k
:P’”Z< ,J0=p)
k=0 m— J n=k+m-—1
N N
— M 71— n—m+1
p Zw(m—1)( P)
n=m-—

N

. pm(/l o p)me Z (m /i : ) (/I o p)/z

n=m-1

Or, d'aprés la question 3.c avec r = m — 1 et x = 1 — p, licite car m € N* et p €]0; 1] (donc r € N et
x;n]0; 1[), on a :
N )m—1

; n no_ (’pr
LN (mq)“ BT

n=m—

Par conséquent, la série > est convergente et :

k=0
+00 +o0 N
Z Up = pm(»] o p)’lfm Z (m - 1 ) (»] o ,U)”
k=0 n=m—1
B (/I o p)/n—1
= p™(1 — 1—m
p"(1—=p) a=n=pr
B (1 o p)m—W
_ pm(»] o p)’\ m —
P
—1
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Conclusion : la suite (ug)ren définit une lot de probabilité.

ParTIE Il

Soit p €]0; 1[. On effectue une succession infinie de lancers d'une méme piece donnant PILE avec la probabilité p et
FACE avec la probabilité g =1 —p.

On note, pour tout n € N*, Y, la variable aléatoire égale au rang d'apparition du n-iéme PILE et X, le nombre de
FACE obtenus avant 'apparition du n-ieme PILE.

On définit également une suite de variables aléatoires (Ty)ren+ par :

[ ] T1 = Y1
e pour tout k € [2; 400, Ty = Yi — Vi1

On admet que toutes les variables aléatoires de l'exercice sont définies sur le méme espace probabilisé (Q), A, P) et on
admet également que les variables aléatoires T4, I, ... sont mutuellement indépendantes.

5. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme ci-dessous de sorte que l'exécution de simulY (n,p)
simule l'expérience et renvoie une réalisation de la variable aléatoire Y.

1|tmport numpy.random as rd
2
s|def sitmulY (n,p):
4 Y=0
5 nb=0
6 while .......
7 Y=Y+1
8 if rd.random()<p:
O | P S
10 return ......
Voici :
1|import numpy.random as rd
2
sldef simulY (n,p):
4 Y=0
5 nb=0
6 while nb<n:
7 Y=Y+1
8 if rd.random()<p:
9 nb=nb+1
10 return Y

6. 6.a. Donner la loi de Y;.

e |'expérience consiste en une infinité de répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli
dont le succes ‘obtenir PILE" est de probabilité p.

e La variable aléatoire Y; prend comme valeur le rang du premier succes.

Conclusion : Y; suit la loi géométrique de parametre p.

6.b. Exprimer X; en fonction de Y; puis en déduire la loi de X ainsi que son espérance et sa variance.

e Puisque X; désigne le nombre de FACE avant l'obtention du premier succes, on a :
Xi=Y—1
e Ainst Xq(Q) =N et pour tout k € N,

IPUX\ = /\]) = ]P(“/1 1= k])
=P(Yi=k+1
(1([;3)LP + ]) J Vi 9p)etk+1eN

e Ensuite, on sait que Y; admet une espérance et une variance, donc X; également (comme fonction affine
de ;) et :

J linéarité de l'espérance

1 J Vi = 9(p)
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7.

7.a.

7.b.

7.c.

_4d
P
puts :
V(Xi) = V(Y1 = 1) Quelle horreur !

— V(Y. Méme st V(X + b) = V(X) =

= V(Y1) B V(X) + V(b) (car V(b) = 0),
1— p J 1= Glp) la variance n'est pas linéaire

- 5 I1'On écrit d'ailleurs toujours

P directement V(aX + b) = a’V(X).

q

T

Conclusion : X;(Q) =N, Yk € N, P([X; = k]) = ¢"p

E(X) g et V(X;) = -+

p*

Justifier que pour tout k € N*, T, suit la loi géométrique de parametre p.

Soit k € N” Il faut bien distinguer deux cas,
e Sik=1: car il y a deux définitions diffé-
rentes de Ty...

v Rigueur !

On sait que 74 = Y; et Y; suit la loi géométrique de parametre p d'apres la question précédente.

Conclusion : 75 suit la loi géométrique de parametre p.
e Stk>2:
Puisque T, = Y, —Y,_4, la variable aléatoire T, prend comme valeur le nombre de lancers nécessaires,
apres l'obtention du (k—1)-teme PILE (qui se produit presque-stirement), afin d'obtenir le k-ieme PILE.
Ainsi :
* apres lobtention du (k — 1)-teme PILE, Uexpérience s'assimile a une infinité de répétitions in-
dépendantes de la méme épreuve de Bernoulli dont le succes ‘obtenir PILE" est de probabilité
P
% la variable aléatoire Ty prend comme valeur le nombre de lancers nécessaires a l'obtention du
premier succes (autrement au nombre de lancers nécessaires a l'obtention du k-ieme PILE).

Conclusion : Ty — ¥(p).

Conclusion : Yk € N*, T, — ¥4(p).

n
Etablir: ¥n € N*, ¥, =) Tp.

k=1 — ¢ Rigueur | ——
Soit n € N*. On a: La encore, il faut bien décomposer

la somme en 2 pour isoler le cas
k = 1 pour lequel Ty a une

n
Z Te=T) + Z T p eipresslon différente (la somme
k=2

k=1 Z Ty est nulle lorsque n = 1,
n k=2
car indexée sur un ensemble
=Ti+) (YY) vide.)
—2 J télescopage

=h+Y,—Y

=Y
:Ym J

Conclusion : Vn € N*, Y, = Z T.

En déduire que, pour tout n € N, Y, posséde une espérance et une variance a déterminer.

} R ! s : e ) X Attention !
Soit n € N*. D'aprés les deux questions précédentes, la variable aléatoire Y, admet une espérance et une

L'indépendance des Ty, ..., T,

vartance, comme somme de variables aléatoires admettant une espérance et une variance. Puis : n'intervient pas du tout dans
l'existence, ni de l'espérance ni de
n la variance !
EV)=E[Y T

1 J linéarité de l'espérance

n

= E(T4) ) )

= JWEN, Ye = Gp

n

P
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et :

V(Ya) =V

> )

k=1

=Y V(Ty)
k=1

nq
p?

J indépendance des variables aléatoires 71, ..., T,

J vk e N, Vi = Gp

2

Conclusion : E(Y,) = g et V(V,) = ng

7.d. Proposer une fonction Python, différente de celle donnée en question 5, qui renvoie une réalisation de la
variable aléatoire V.
D'apres les questions 7.a et 7.b, la variable aléatoire Y, est la somme de n variables aléatoires indépen-
dantes suivant toutes la loi géométrique de parametre p...
Proposons donc :

1|import numpy.random as rd

s|def simulYbis(n,p):

4 Y=0

5 for k in range(1,n+1):
6 Y=Y+rd . geometric(p)
7 return Y

8. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y5.
OnaY,=T+ 1T,; et comme 71(Q) = 1,(Q) =N*, ona:

Y5(Q) C [2; 400

Soit i € [2;+00[. D'aprés la formule des probabilités totales, avec ([T1 = k])k&N* comme systeme complet
d'évenements, la série ZIP([D = k]N[Y, = i]) est convergente et :
k=1

P(2=d) =) P(Tc=1]n[Y: =)
= i]P([TW =KN[Th+T,=1)

+00
=Y P(Th=Kn[L=i-k) '
— J indépendance de T et T,

— Y P(T = K)P(T> = i — k)

VkeN, i—keD(Q) < i—k>21 < k<i-1
Donc : Yk >i—1, IP”T):[*/\'"):

— Y P(T = K)P(T, = i~ k)

i—1
o Z qu—1pq1—k—1
k=1

1
-2
q

J Ti — 9(p) et T, — 4 (p)

(

:pZ S
k=

Conclusion : Y5(Q) = [2; +oo[ et pour tout i € [2;+oo[, P([V> = i) = (i — 1)p°q" "

AUTRE METHODE

Puisque Y prend comme valeur le rang du second succés, on a :
Y2(Q) C [2; +oof

Notons ensuite, pour tout k € N*, Py L'événement "obtenir PILE au lancer k' et Fy = Py.
Soit i € [2; +ool.

Petite remarque

On pourrait également définir
une liste (en compréhension par
exemple) et en sommer les élé-
ments ensuite avec la commande
sum.

Petite remarque

On peut conclure sur ['égalité
Y2(Q) = [2;4+o0[, car d'apres
ce qui précede, pour tout i €
[2;+oo[, P([Y2 = i]) # 0, donc
[Yz = l] + ..
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[Y2 = (] est réalisé  si, et seulement si,  le second PILE est obtenu au lancer i
si, et seulement si, les lancers 1 a i — 1 donnent un PILE et i — 2 FACE; et le
lancer i donne un PILE

D'ot
[Yz = []= (P1 NHN..NF_1N :D[)
U (F1 NPNFHBN...NF_ ﬂPi)
U..
U(F’]ﬁ...FL‘,ZOP[,1ﬂP{)
i1 i1
= P | () Fe [ NP
j=1 k=1
k)
D'ot

J incompatibilité des évenements de la famille ( (P/ n (ﬂ kk: 11 Fk) n
j

J indépendance des lancers

. 9.a.

9.b.

Justifier rapidement que pour tout n € N*, Y,(Q) C [[n; +o0[.
Soit n € N*. La variable aléatoire Y, prend comme valeur le rang du n-ieme PILE.
Or, pour obtenir un n-ieme PILE, il faut effectuer au moins n lancers...

Conclusion : pour tout n € N¥, Y,(Q) C [n; +oo[.

Soient n € N* et k € [n + 1; +oo. Etablir :

— [i—1
2 ()

()L - )

e Dapres la formule du triangle de Pascal :

) i—1 i—1 [
VEE [+ T oo, ([71171) - (ifn) a ([,,,)

i—1
Et cette relation est encore valable pour i = n, avec la convention que si j < 0, alors ( ; ) = (0)

Vi e [n;+oof, (li;11) - (5:117) B (l:”)

D'ol, en sommantde na k —1:

~

On a ainsi :

i -1\« N
— i—n| — i—n i—1—n
e Ensuite, par télescopage :

RO B PR ) B P S

=n

D'oli le résultat, avec la méme convention que précédemment.

k=1 /. k—1 . )
Conclusion : Vn € N*, Vk€ﬂ/7+1?+00[[r2(l-71):Z<(_l )—(_[171 )):
t—n (—n i—1—n

k—1 :
k—1—n/"

g
jeltn—1]

Important !

Il faut impérativement savoir trai-
ter cette question, par les deux
méthodes proposées ici.

Petite remarque

On pourrait également utiliser
n
Y, = Z T et le fait que pour

k=1
tout k < [1;n], Te(Q) = N*, car
Tk = 4(p).

= Pour info... ———
4Fa relation obtenue est la formule

de Pascal généralisée...
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9.c. Démontrer, par récurrence, que pour tout n € N*, on a :

Vk € [n; +oof, P([Y, = k) = (:::’)pnqkﬂ

e Initialisation. Pour n =1 :
On a, pour tout k € N* :

k_1) 1 k-1 k—1
p g~ =pq
(k—1 J%%‘ﬁ(p)

L'initialisation est ainsi vérifiée.
k—1
e Hérédité. Soit n € N*. Supposons Yk € [n; +oo[, P([Y, = k]) = (k )p”qk*”” et montrons
—n
k—1
Vk € [n+1;+00], P([Vor1 = k]) = (k S ) i gkt

mRéflexe !
Remarquons déja que, d'apres la question 7.b : ﬁfaut un lien entre Y, 1 et Y,
d Ny

ans U'hérédité...

YnJrW - Yn + 7—/7+W

Soit ensuite k € [n + 1; +oo[.

Puisque Y,(Q) C [n; +oo[, d'aprés la formule des probabilités totales, avec ([Y, = i])lgﬂww[{ comme
systeme complet d'évenements, la série ZIP([Y,, =iN[Yy1 = k]) est convergente et :
i=n
+0o0
P([Yor =K)) => P(Y, =0 Vo1 = k)
+7oc
=Y P(Y, =i, + Tour =)
{:n
=> P(Yo = iN[Toe1 = k—1])
Ty, ..., Tos1 sont indépendantes, donc par lemme des coalitions,

i=n

Ti + ...+ T, et T,44 également; autrement dit, Y, et 7,41 sont

+00
— ZIP([Y” = [])IP([Tan =k — []) indépendantes
—n Vie [n+oo], k—ieTp(Q) &= k—i21 & i< k-1
Donc: Vi>k—1, P([Tox1 =k—1i]) =0

=Y P(Ye = )P ([T = k]

i=n

— (i1
o o n_i—n k—i—1
=5 (F n)P 9""pq

=n

k—1 ; 1
_ n+1 k—n—1 o
ey (1)

=n

o k—1 n+1 _k—n—1
- (k71 fn)p !

J hypothese de récurrence

J question précédente, licite car n € N* et > n + 1

I

k—1 ’
Conclusion : pour tout n € N*, et pour tout k € [n; +oo[, P([Y, = k]) = ( )p”qk’”.

k—n

9.d. En déduire que pour tout n € N*, X, suit la loi binomiale négative de paramétres n et p définie a la
question 4.
Soit n € N*, puisque X, désigne le nombre de FACE avant lobtention du n-iéeme PILE et que Y, désigne

le rang du n-éme PILE, on a:
Xn - Yn —n

Par conséquent X,(Q)) C N et, pour tout k &€ N :
P([X, = k) = B([v, ~ n = K]
=P([V, =n+k])

o (n+tk=T)
= K pq

J question précédente, licite car n + k € [n; +oo[

Petite remarque
On peut conclure sur l'éga-
lité X,(Q)) = N, car d'apres
Conclusion : pour tout n € N*, X, — Z.A4(n; p). « g”ll\fre];e(‘[j; Pour/:]‘)’“; 0

" n = ’
donc [X, = k] + 2.

L'expérience se poursuit maintenant de la sorte : si X, prend la valeur k, on lance ensuite k fois la piece et on note Z,
la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus.
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10. En utilisant la fonction Python de la question 5, écrire une fonction telle que l'exécution de simulZ(n,p) renvoie
une réalisation de la variable aléatoire Z.

1|import numpy.random as rd

s|def sitmulZ(n,p):

4 Y=simulY (n,p)

5 X=Y—n

6 /=rd .binomial (X, p)
7 return Z

11. Démontrer que Z,(Q) = N.
Procédons par double inclusion.

Puisque Z, prend comme valeurs le nombre de PILE obtenus sur une succession de lancers, Z, est a valeurs
dans N. D'oui :
Z(Q) CN

Soit i € N. Montrons que [Z, = i] + @.
L'issue consistant a :

* obtenir i FACE puis n PILE,
% lancer ensuite ( fois la piece,
* obtenir i PILE sur ces i lancers

réalise l'évenement [Z, = i]. Ainsi : Vi € N, [Z, = i] #+ @. D'oli :

N C Z,(Q)

Conclusion : Z,(Q) = N.

12. Justifier que pour tout k € N, la loi conditionnelle de Z, sachant 'évenement [X, = k] est la lot binomiale de
parametre k et p.
Soit k € N. Supposons l'évenement [X,, = k] réalisé. On lance donc f fois la piece. Petite remarque

e Lexpérience sassimile alors & k répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli dont le succes | ! est possible de distinguer ic.
les cas i € [0; k] et i > k, mais

‘obtentr PH_EH est de probabtltté p- ce n'est pas nécessaire : cette
information est incluse dans 'la
lot conditionnelle de Z, sachant
évenement [X,, = k] est la lot
binomiale de parametre k et p'.

e |a variable aléatoire Z, prend alors comme valeur le nombre de succes sur ces k répétitions.

Conclusion : pour tout k € N, la lot conditionnelle de Z, sachant 'évenement [X,, = k] est la loi binomiale

de parametre k et p.
Autrement dit :

k i k—i

. ) - stie [0k

vk eN, YieN, Py_y(Z, =) = (Jpq [0:4]
o Important !
0 sti>k :

On a établi que Z,(Q) = N
en question précédente... Et il
faut donc donner la probabilité
) . . ) R . Pix_x([Z = {]) pour tous les i de
13. Calculer alors, pour tout i € N, la probabilité ]P([Zn = z]) puis reconnaltre la loi de Z,. N, pas seulement de [0; k]...

Soit i € N. D'apres la formule des probabilités totales, avec ([X,, = k}) comme systeme complet d‘évenements,
la série ZIF’([X,7 = k]N[Z, = i]) est convergente et :

k>0

keN

= k)vkeN,Mu;:u)#o
—0 J d'apres la question précédente : Vk < i, IP x”,k]([l,y = 1]) =0

k=i J questions 9.d et 12
}

e (n k=11 K -
p+Z k -k
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2 k=) L

i — 1)1 i k—i T

,(ﬂJri*T) e (”+k*1) k_k—i
i r = k —i J/:k i
o n+i=T) i1 i
(e (T e
j=0

ndi—1\ = jn4i—1

:( [ )p*q ( , )(5’ .
j=0 J J d'apres la question 4 : Z (

B n-+ i—1 pn+1qz j=0
o i (1_q2)/7+1
B n+[_/| pn+1q1
o i (/I o q)l7+l(’] + q>n+r
(n+i—1 1T\ q \
N i 1+gq 1+gq
() ) )
B i 1+gq 1+g¢

jHn+i—1
J

)(1 — )" G’y =1 (avecm=n+ietp =1—q%)

ok Fokkk FIN s sk ke kok
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