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La qualité de la rédaction, le soin porté d la copie, la lisibilité, 'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont
des critéres importants d’évaluation. Quelques précisions :

la copie devra présenter une marge ainsi qu’une en-téte suffisantes,
toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

les questions d’'un méme exercice doivent étre présentées dans 'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n’est autorisé. Le sujet est a rendre avec la copie.

"Lambition est impitoyable : tout mérite qui ne la sert pas est méprisable d ses yeux."
Joseph Joubert

CoNcOURs BLANC 2 - EpREUVE 1 - Page 1/19


www.jeremylegendre.fr

Exercice 1

On note B =

(Py, Py, P,) la base canonique de Ry[X]; on rappelle qu’on a ainsi :

P»(X) = X2. On note également id 'endomorphisme identité sur R[X].
On considére 'application f qui, a tout polynéme P € R;[X], associe le polynome f(P) définie par :

Pp(X) =1, P (X) =

VP e Ry[X], f(P)(X) =

2XP(X) - (X% = 1)P’(X)

1. (a) Montrer que f est une application linéaire.

Soient \,pe Ret P,Q € Ry[X].
On a, par linéarité de la dérivation :

FAP+uQ)(X) =

Par conséquent :

FAP +4Q) = Af(P)

Ax 2XP(X )sz\(g() AX2-1)P
Af(P)(X) + uf (Q)(X)

2X(AP(X) + pQ(X)) = (X2 = 1)(AP’(X) + pQ’(X >)

"(X) - p(X?

+pf(Q)

-1)Q'(X)

X et

PETITE REMARQUE
L’énoncé suggere de distinguer
P de P(X).
On écrira par exemple P(X) =
X2-3x+5, 0u P =P, —3P +5P...

X ATTENTION !

Ce n'est pas de la "stabilité par
combinaison linéaire"; c’est

‘ Conclusion : f est une application

linéaire.

plutdt "f est compatible avec
les combinaisons linéaires".

(b) En écrivant P(X) = aX? + bX + ¢, définir explicitement f(P) puis en déduire que f est un endo-

morphisme de Ry[X].

Soient a,b,c € R et P(X) = aX? +bX +c.

Ona:
F(P)X)

On a ainsi : f(P) e Ry[X].
Par conséquent, on a établi :

2\(a\ +bX+c)—(X
bX? + 2(a+c)X+Db

2_1)(2aX +b)

VP e Ry[X], f(P) € Ry[X]

‘ Conclusion : f est un endomorphisme de R,[X].

(c) Ecrire f(Pg), f(P1) et f(P,) comme des combinaisons linéaires de Py, P; et Py, puis en déduire la
matrice de f dans la base B. On notera A cette matrice.

Ona:

o f(Py)(X)=2X, donc f(Py) = 2P
X2 +1,donc f(P)=Py+P,

o f(P)(X)=2X>-(X?-1)=
o f(P)(X)=2X3—2X(X*-1) =

0
Conclusion : on en déduit A = [2
0

2X, donc f(Py) = 2Py
1 0
0 2].
1 0

(d) En déduire le rang de f. f est-il un automorphisme?

Ona:
rg(f) =

LT

‘ Conclusion : rg(f) = 2.

Puisque dim(Rz[X]) =3, on en déduit que f n’est pas surjectif.

‘ Conclusion : f n’est pas un automorphisme.

2. Justifier que ker(f) est de dimension un puis en donner une base constituée d’un seul polynoéme, noté

Qo-

e D’apres le théoreme du rang :

Or dim(Rz[X]) =3,dou:

dim(IRJZ[X]) =rg(f)+ dim(ker(f))

dim(ker(f)) =1

o Soit P(X) =aX? +bX+ceRy[X].Ona:

Peker(f) < f(Pj)(\) =0 J question 1(b)

— b’\-; 2a+)X+b=0 J un polynéme est nul ssi tous ses coeff sont nuls
— { =0

a+c=0

a=-—C
— { b=0

Cc =
= PX)=c(1-X?)

— P:CT’()*T’z)

Par conséquent : ker(f) = Vect(Py

-Py).

PETITE REMARQUE
On aurait aussi pu déterminer
ker(A) et retranscrire la matrice
obtenue en polynome...

PETITE REMARQUE

Lécriture ker(f) = Vect(1 - X?)
conviendrait aussi... méme si ce

Ker(f).
On pose Qg =Py - P,.

Conclusion : puisque Py — P, est générateur de ker(f) (qui est de dimension 1), la famille (Py —P,) est une base de

n’est pas, ici, dans I'esprit des
notations de 1'énoncé.
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3. (a) Déterminer les réels A tels que f — Aid ne soit pas bijectif.
Soit A€ R.Ona:

15 RAPPEL...
On a lI’équivalence : "f — Aid bi-
jectif" &= "A - I3 inversible"

-A 1 0
rg(A—A3) = gl 2 A 2 ]
0 1 -
2 =2
= rg| =\ 1 0
Li«—Ly © 0 1 /\]
2 -A 2
= rgl0 2-A% 2)
Ly«—2L+AL 0 1 Y
2 -A 2
- g0 1 A
Lr—ls 0 2-A7 2
2 =X 2
= rg|0 1 -A
L3e—L3-(2-A?)Ls 0 0 20+A2-)\9)
2 - 2
- rg|0 1 -\
0 0 A4-2A2)
2 2
Or, la matrice [0 -\ J est triangulaire supérieure; par conséquent, elle est inversible si, et seule-
0 (4-2%)

2

ment si A\(4—

22)

‘ Conclusion : f — Aid n’est pas bijectif lorsque A € {-2;0;2}.

(b) Pour chaque valeur de A trouvée a la question précédente : justifier que ker(f — Aid) est de di-

mension un puis en donner une base constituée d’un seul polynéme noté Q.
e Pour A=0
ker(f) a été déterminé a la question 2

. On avait Qg =Py —DPs.

e Pour A\=-2:

2 1 0 1
Ona:A+2I3= [2 2 2] et apres résolution d’un systeme, on trouve : ker(A + 2I3) = \'CCL[[Z]].
0o 1 2 1

Par conséquent : ker(f + 2id) = Vect(Py — 2P} + Py).

Conclusion : ker(f +2id) est de dimension 1 et, en posant Q_p = Py—2P; +P,, la famille (Q,g ) est une
base de ker(f +2id).

e Pour A=2:
-2 1 0
Ona:A-2I3= { 2 =2 2 ] et apres résolution d’un systeme, on trouve : ker(A — 2I3) = Vect [[2 ]
0 1 -2 1

Par conséquent : ker(f —2id) = Vect(Py + 2P} + Py).

Conclusion : ker(f —2id) est de dimension 1 et, en posant Q; = Py + 2P} + P, la famille (Q
base de ker(f —2id).

2) est une

(c) On admet que les polynomes Q) obtenus a la question précédente forment une base de R;[X].
Donner la matrice de f dans cette base.
Ona:

e Qqeker(f), donc f(Qo) =

e Q_jpeker(f+2id), donc( +2id)(Q-2) =0, d’ou f(Q-2)=-2Q_»
e Q) eker(f—2id), donc (f —2id)(Q2) =0, dou f(Q3) =2Q;
D’ou :
0 0 0
L\IKZI‘(() Q_2,C 32)(f)—[0 -2 O]
0 0 2

— "rg(A-A3)<3".

CE QU’IL FAUT RETENIR DES COPIES :
e On aurait aimé la mention de "linéarité de la dérivation" dans la question 1, méme si son absence n’était pas pénalisée.
e Beaucoup trop d’erreurs de calculs dans la question 2 et attention, I'affirmation "deg(sz +2(a+c)X+b)=2"est fausse!
e La détermination du noyau de f (question 2) est mal faite
o Ne pas confondre les objets : un polyndme n’est pas une matrice colonne!
o Larésolution du systéme linéaire est laborieuse, alors qu’il n’y avait rien a faire... C’est un peu dramatique tout de méme!
o Larédaction de le fin de question "famille génératrice, libre..." est absente!!

e Désastre international pour la question 3(a)...

3(d)...).

A revoir absolument! Elle était nécessaire pour la question 3(c) (mais pas pour la

2. 8.8.8.0.8.0 ¢
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ExXERCICE 2

Deux joueurs, A et B, décident de s’affronter dans un jeu de hasard.

2 1
e Lejoueur A lance une piece donnant PILE avec la probabilité —, et FACE avec la probabilité 3 jusqu’a
l'apparition du second PILE. On note X 4 la variable aléatoire égale au nombre de FACE alors obtenues.
e Lejoueur B lance une piéce donnant PILE avec la probabilité p (p €]0;1[), et FACE avec la probabilité

g =1—-pjusqu’a l'apparition du premier PILE. On note Xp la variable aléatoire égale au nombre de
FACE alors obtenues.

Dans ces conditions de jeu, Xz et Xp sont indépendantes. Le gagnant est celui ayant obtenu le moins de
FACE. En cas d’égalité, aucun des deux joueurs ne gagne : il y a match nul.
On note :

e Glévénement "A gagne",

e HI’événement "B gagne",

e N I'événement "il y a match nul".

On admet que le jeu se termine presque-stirement.

1. Loi de Xg. On note Yp le nombre de lancers effectués par le joueur B.

(a) Reconnaitre la loi de Yg. Préciser Yg(Q), P([Yg = k]) pour tout k € Yp(Q), puis rappeler son
espérance et sa variance.
e Expérience : pour le joueur B, I'expérience consiste en une succession infinie d’épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes dont le succes "obtenir PILE" est de probabilité p.

e Variable aléatoire : Yg prend alors comme valeur le rang de ce premier succes.

Conclusion : Yg < G(p)
YB(Q) =IN; Vn e N, P([Yg =n])=¢""'p

, | q
E(Yg)=—; V(YB) = —
) 2

(b) En déduire la loi de Xp ainsi que son espérance et sa variance.
Xp renvoie le nombre de FACE obtenues avant le premier PILE; donc :

Xp=Yp—-1
On en déduit :
e Xp(Q)) =N et, pour tout ke IN :
P(Xp=k]) = DP(Yp-1=k])
= P(Yg=k+1])
= 4

également une espérance et une variance et : On dit parfois que Xp est une

e Puisque Yp possede une espérance et une variance, et que Xg = Yg — 1, on en déduit que Xp possede VOCABULAIRE
transformée affine de Yg.

E(Xp) E‘(X:B -1) J linéarité de I'espérance
= E(Yp)-1
_ Ll-p
p
= 1
p
ainsi que :
V(Xg) = \,(Y,B -1) J invariance de la variance par translation
= V(Yp)
= 4
p>

Conclusion : Xg(Q)=IN; Vke N, P([Xg =k]) = qkp
v v g
h(xng;wxm:i

2

(c) On note E I’évenement "le joueur B obtient un nombre pair de FACE". Calculer P(E).
Ona: .
E= U[XH = 2k]
k=0

Or, la famille ([XB = 2k}) est une famille constituée d’évenements deux a deux incompatibles, d’ou : X ATTENTION !
kelN 0 est un nombre pair : I'union

ne commence donc par a k =1...

k
- pZ(qZ) = 0,doncg=1
JF g

- (1-g)(1+9) Jcar{):l—q
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1
Conclusion : P(E) = ——.
l1+g

2. Loide X4.
(a) Donner I’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X4.
XA(Q)=1NN.
Soit n € XA(Q). Ecrire I’événement [X o = n] comme union d’événements deux & deux incompa-
tibles. En déduire :

(b)

4
P(Xa=n])=(n+ 1)@
On note, pour tout k € IN :
e D I’événement : "obtenir PILE au lancer k"
e Fg I'événement : "obtenir FACE au lancer k"
L'évenement [Xa = n] est réalisé si, et seulement si, le tirage fournit n FACE et 2 PILE, dont un en derniére
position (et 'autre peut se situer a toutes les places possibles entre 1 et n+1). Ainsi :

n+1 n
[XA:n]:U Pkm(ﬂFi)mPn+2
k=1 i=1

i=k

Par incompatibilité, on obtient :

n+l n
P(Xa=nl) = ZIP Pe N ( Fy ) N Pu2 J par indépendance des lancers, donc indépendance mutuelle des Py et Fy
k=1 i=1
Zz'rk
+1
X 2. n
= )P
k=1 N
2\“ /1"
= (n+1 (7) (—)
( 3) (3
= (n+1) 3n+2

Conclusion: Yne N, P([Xa =n])=(n+1)

3n+2

¢) Justifier que X 5 posséde une espérance et la calculer. Interpréter le résultat obtenu.
q p P P
e SoitNelN.Ona:

N N

Y InP(Xa=n)l = ) nP(Xs=n)
n=0 n=0
N

- ZVZ(VH— )3n+2 Jchangcmcntd’indicck:rwl
KI:()
+1
4
AL by

k=
N+1 -2
= &) wen(s)
T k=1

e On reconnait la somme partielle d'une série géométrique dérivée seconde convergente (car 3 e]-1;1]),

d’ot la convergence de la série > [nIP(Y = n)| et donc l'existence de I'espérance de Y.

Et de plus :
N
E(Xp) = lim nP([Y = n])
N—+c0
n=0
N+1 k=2
4 1 -
= lim — Y k(k-1 (7)
Nigrloo 33 1; ( ) 3
_o4 2
- 33 1\3
(1-3)

= 1
e Interprétation : sur un grand nombre de répétitions de cette expérience, le joueur A obtiendra en
moyenne 1 FACE.

‘ Conclusion : E(X4) = 1.

3. Lejeu. L'objectif de cette question est d’étudier le jeu en question.
(a) Simulation informatique.

i. Ecrire une fonction Python de sorte que la commande simulXB(p) renvoie une réalisation
de la variable aléatoire Xg lorsque la probabilité d’obtenir PILE est p.

I |import numpy.random as rd

3 |def simulXB(p):

4 n=0

5 while rd.rand()>p:
6 n=n+1

7 return n

PETITE REMARQUE

Par habitude, on sait que l'on va
devoir effectuer un changement
d’indice dans le calcul... Donc
on ne cherche pas a justifier la
convergence via le travail sur le
terme général mais a passer par
la somme partielle !

X ATTENTION !
On veut le nombre de FACE
avant le premier PILE. Donc
soit on compte, dans le pro-
gramme, le nombre de FACE
(d’ott une initialisation a n = 0)
soit on compte le nombre de
lancers et on retourne alors
n—1.
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ii. Expliquer ce que permet d’obtenir la fonction mystere suivante :

import numpy.random as rd

def mystere ():
n=0
while rd.rand()<1/3:
n=n+1
while rd.rand()<1/3:
n=n+1
return n

e IE- N S R SR

n commence a 0, puis il augmente de 1 tant que rd.random()<1/3, autrement dit, tant que le joueur A
obtient FACE.

Il s’arréte ensuite (pour le premier PILE), avant de recommencer a augmenter de 1 a chaque nouveau
FACE obtenu, jusqu’a l'apparition d’un nouveau PILE.

Par conséquent : a la fin de son exécution, le programme renvoie une réalisation de la variable aléatoire
Recopier et compléter les lignes manquantes de la fonction ci-dessous de sorte que les va-
riables locales pG, pH, pN contiennent respectivement des valeurs approchées de P(G), P(H),
P(N).

iii.

def probas(p):
nG,nH,nN=0,0,0
for k in range(10000):
XA=mystere ()
XB=simulXB (p)
if

R - T T

mw e
12 pG,pH,pN=......
13 return pG,pH,pN

Le voici, complet :

def probas(p):

2 nG,nH,nN=0,0,0

3 for k in range(10000):
4 XA=mystere ()

5 XB=simulXB (p)

6 if XA<XB:

7 nG=nG+1

8 elif XA>XB:

9 nH=nH+1

10 else:

) nN=nN+1

12 pG,pH,pN=nG/10000,nH/10000,nN/10000

13 return pG,pH,pN

iv. L'exécution de la commande probas(0.66) renvoie : (0.1911, 0.4344, 0.3745). Inter-
préter ces valeurs dans le contexte de l'exercice.
Quand p=0,66,ona:IP(G)~0,2; P(H)~0,43 et P(N) ~0,37.

v. Cette fonction nous permet de tracer, en fonction de p, une estimation de P(G) et P(H). On
obtient le graphique suivant :

1.0

0.9 1

0.8 1

0.7 1

0.6

0.5

0.4

0.3 1

0.2 1

0.1

0.0

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Interpréter, dans le contexte de l'exercice, I’abscisse du point d’intersection entre ces deux
courbes.

PETITE REMARQUE

Le résultat est basé sur la loi
faible des grands nombres (au
programme de 2éme année)
qui affirme que, pour un grand
nombre de répétitions, la fré-
quence observée s’approche de
la probabilité.
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Le point d’intersection correspond a une équité du jeu. Autrement dit, les joueurs A et B semblent avoir
a peu pres la méme probabilité de victoire lorsque p ~ 0,47.
(b) Etablir: Vne N, P([Xg > n])=g¢"*!.
Soit n € IN.
Puisque Xp(Q)=IN*,on a:

+00
P(Xp>n) = ) PUXe=K) ) question 105

k=n+1
+00

_ Z k

- q°p J changement d’indice i =k—(n+1)
k=n+1
+0o

_ pqnﬂ fqi ]
= J

1

1=

= p Zqi+n+1
i=0

_ pqm—l o L
p=1-gq
_ n+1 1 J
1 PeTITE REMARQUE —
Conclusion : Yn e IN, P([Xg > n]) = g"*". ‘ On peut aussi écrire :
P([Xg>n])=1-P([Xp <n))...
+00 4
(c) Justifier I'égalité P(G) = Z]P([XA = n])P([Xg > n]). En déduire que P(G) = ﬁ
= -9

n=0

e Remarquons déja que :
G =[Xa <Xpg]
Ensuite, d’apres la formule des probabilités totales, avec ([XA = n])ne]N comme systéme complet d’éve-

nements, on a:

+00

Y P([Xa =n]N[Xa < Xp])

P([Xa <Xg])

- Z,IP([XA =n]n[n< XB}) J X4 et Xp sont indépendantes

n=0
+00

= ) P(Xa=n)B(Xp>n)
n=0

+o0
Conclusion : P(G) = Z]P([XA = n))P([Xp > n)).
n=0

e Reprenons le calcul :

P(G) = Z]P([XA =n])P([Xp >n]) J questions 2(b) et 3(b)

(o)
_ 9 q\"
9 Z(”+l)(§) J changement d’indice k = n+1

k-1
9
7k(3) J 3=

Conclusion : P(G) = i,
(3-49)°

(d) Déterminer P(N).
Remarquons déja que :
N =[Xa =Xg]

Ensuite, d’aprés la formule des probabilités totales, avec ([XA = n})n comme systéme complet d’évene-

elN
ments, on a:

4 On peut aussi continuer le

— PETITE REMARQUE ———

travail sur les événements et

écrire :

[Xa <Xpl= |_J[Xa = nln[Xp > 1]
nelN

puis appliquer P sur cette

union d’événements deux a

deux incompatibles...

— PETITE REMARQUE ————
On peut aussi continuer le
travail sur les évenements et
écrire :

[Xa =Xp]= | [Xa =nln[Xp =]
nelN

puis appliquer IP sur cette
union d’éveénements deux a

deux incompatibles...
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+00

P([Xa=Xg]) = Z]P(IXA =n]N[Xa = X))

n=0
+0o0

- Z]P([X‘\ =n]N[Xg= ”]) J X4 et Xp sont indépendantes
n=0
+00

= ZH)([XA =n])P([Xp = n]) J questions 1(b) et 2(b)
n=0
+00 4

_ n

= Z(n-%—l)mq P
n:()+ )
410 =) q n

) Z(l’l * l)(5) J calcul de la question précédente

n=0

4 1
7 (1-4)

B 4p
(3-9)°

4p

Conclusion : P(N) =

(e) En déduire la valeur de p a choisir pour que le jeu soit équitable.

Le jeu est équitable si, et seulement si, P(G) = IP(H).
Or : (G, H,N) est un systéme (quasi-)complet d’événements, d’ou :

Par conséquent :

P(H)=1-P(G)-P(N)

le jeu est équitable  si, et seulementsi: P(G)

Or:

2P(G) + P(N

si, et seulement si: 2P(G)+ 1P

8q+4p

(3-¢)? o/

4+49=(3-9q)°

g =10g+5=0
g=5-2V5

=1

q:5+2\/§

[ R

3-q#0;p=1-9q

ou Jaelil

(G,H,N) n’est pas un systéme
complet d’évenement, car I'is-
sue conduisant a aucun PILE
pour le joueur B et pas de 2¢eme
PILE (ou aucun PILE) pour

le joueur A n‘appartient a au-
cun de ces trois événements...
En revanche, puisque le jeu a
presque-stirement une fin, on
abien P(G)+P(H)+P(N)=1:
autrement dit, (G, H,N) est un
systéme quasi-complet d’éve-
nements. C’est une condition
suffisante pour appliquer, par
exemple, la FPT (méme si elle
nest au programme qu’avec des
SCE)...

PETITE REMARQUE ———
%ela confirme le graphique de

la question 3(a)v...

CE QU’IL FAUT RETENIR DES COPIES :

e La question 1(c) est encore trop mal traitée (et maltraitée) : on rappelle que "E = [Xp = 2k]" n'a aucun sens...

e On l'avait dit, il faut éviter (surtout en début d’exercice) des formulations imprécises du type "par incompatibilité puis indépen-
dance". Se référer au corrigé pour des arguments plus précis.

e Trop de calculs lourds pour le calcul de E(Xy), alors qu’un changement d’indice nous simplifiait grandement la vie.

e Les questions Python ont été globalement bien traitées, c’est encourageant.

1.8.8.8.8.8.8 ¢
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ExEeErcICE 3

Toyn Loyn
On pose, pour n € NN, InZJ ———dxet ]nzf —dx
o (1+x)? o l+x

1. Justifier, pour tout entier naturel n, 'existence de I, et J,.

Soit n € IN.
\.H -1

Les fonctions x sont définies et continues sur le segment [0;1]; donc I, et J,, existent.
X

e '+x)3 et x —
2. Calculer Ig et I5.

¢ 1 0
Ip = j : 5 dx
01(1+-\')‘
1
= J‘ dx
0 (1+x)?
-1 1!
a [1+,\']o
B 1
T2
L ]

3. Etudier les variations de la suite (I,,).

SoitneIN.Ona:
1 n+l 1 n
X X
1 -1 = ——dx - ———dx
S L (1+x)2 L (1+x)?

J‘l’\’”(’\’_l)
= ———~dx
0 (1+x)°

J linéarité de I'intégrale

Or, pour tout x € [0;1] :
e x>0
e x—1<0
o (1+x)2>0

D’ou, par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant :

1 ngy_
J Ma’.\'ﬁo
0o (I+x)~

PETITE REMARQUE
On verra I'an prochain I'im-
portance de la continuité sur le
segment...

PETITE REMARQUE

Plutot que d’utiliser cette as-
tuce, on aurait aussi pu effec-
tuer le changement de variable
t =1+ x; ou méme procéder par
IPP.

#» REDACTION

Cette question doit étre parfai-
tement justifiée !! En particu-
lier, on mentionne la "linéarité
de I'intégrale" et "la croissance
de I'intégrale, avec bornes dans
l'ordre croissant". C’est la pre-
miere fois qu’elles apparaissent,
on fait donc un effort !

‘ Conclusion : la suite (I,;) est décroissante.

, 1
4. (a) Etablir:VYnelN, I, +2[,, 1 +1, = —.

n+1
SoitneIN.On a:

1 2 1 ot 1 L
%d,\#ZJ %d.\#J\ ——dx B
J() (1 +,\')2 0 (1 +.\’)2 0 (1 +.\’)2 Jllllfarllf de l'intégrale
J*l A2 4 ontl oy
= —_—————dx
0

(1+x)2

jl ,,,\'2+2x+1i
X ——daX
0 (1+x)?

1
j x"dx

0,

1

n+1

Lnso + 2041 + 1y

Conclusion:VnelN, 1,5 +21,41 +1, = —.
n+1

(b) En déduire I5.
D’apres le résultat précédent, on obtient :
Iz+2]1 +I() =1

Puis on utilise les résultats de la question 2...

3
Conclusion : I, = 3" 21n(2).

5. (a) Alaide de la relation établie a la question 4(a), écrire une fonction Python d’en-téte def I(n):

qui renvoie la valeur de I,, pour n € IN.
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| |{import numpy as np
s |def I(n):
4 if n==0:
5 return 1/2
6 if n==1:
7 return np.log(2)-1/2
8 else:
9 i=1/2
10 j=np.log(2)-1/2 PETITE REMARQUE
1 for k in range(2,n+1): Bien entendu, Emile préfére les
12 i,j=j, 1/(k-1)-2xj-i fonctions récursives, qui sont
13 return j toutefois plus gourmandes en
calculs !
(b) On considere le programme suivant :
tfLabs=................
2|Lord=................
s |plt.plot(Labs,Lord, "b+")
4 |plt.show ()
Recopier et compléter les lignes de ce programme, de sorte que son exécution permette d’obtenir
le graphique suivant, sur lequel les termes d’indices 0 a 10 de la suite (I,;) sont représentés.
0549 +
0.4 1
0.3 1
0.2 4 "
0.1 +
+
+
+
LS
0 2 4 6 8 10
L1 : Labs=range(0,11)
L2 : Lord=[I(n) for n in abs]
(c) On consideére la fonction Python suivante, dans laquelle on utilise la fonction créée a la question
5(a).
1 |def seuil(p):
2 n=0
3 while I(n)>p:
4 n=n+1
5 return n
Que faudrait-il démontrer sur la suite (I,;) pour avoir la garantie que le programme s’arréte pour
toute valeur strictement positive de p?
Le programme permet d’obtenir le premier rang a partir duquel u,, devient inférieur ou égale a p; par consé-
quent, le programme s’arréte si u, devient inférieur ou égal a p a un certain moment...
Conclusion : pour s’assurer que la boucle while s’arréte pour chaque valeur strictement positive de p, il
faudrait démontrer que la suite (I,;) converge vers 0.
1 s . .
6. Montrer : Vne N, 0 <I, < ——. En déduire que la suite (I,;) est convergente et donner sa limite. % CLassIQUE ! %
n+l < Question tres classique dont il
e Soit neN. faut prendre tous les points !
o

o Soitx€[0;1].Ona:
l+x>1

D’ou, par croissance de la fonction carrée sur R":
(1+x)?%>1

Et par décroissance de la fonction inverse sur R :

1

— <1
(1+x)~
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Puis, du fait que x" > 0:

-1
X P
(1+x)°
Or, x">0et (1 +x)2>0, dot :
,\'”
0< <x"
(1+x)2
o On a ainsi établi : ;
Vxe[0;1], 0< \77 <x"
(1+x)*

Par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant :

1
OSIV,SJ xdx
0

— = RAPPEL...

La conclusion du théoréme
d’encadrement est "(I,;)
converge et sa limite est 0";

1
Conclusion: VnelN, 0<I, < .
n+1
e Ona:
1
o d’apres ce qui vient d’étre démontré : Vne N, 0 <I, < —3
n

1
o lim —— =0
n—+oon+1

il n’est donc pas nécessaire de
mentionner le théoréme de
convergence monotone (¢a dé-
montre un manque de recul, et
plus généralement, le théoreme
d’encadrement permet juste-

Conclusion : par théoréme d’encadrement, (I,;) converge vers 0.

ment parfois de conclure alors
que la suite n’est pas monotone

. 1
. Etablir: VneIN*, 1, =nJ,_1 — 5

Ona:
1 X" I n-1
¥ne N, l”:J ——dx ; Jn—lzj dx
0 (I+x)* 0o l+x

n
U:ix+— X
Soit n € IN*. Posons : . —1 . Les fonctions u et v sont C! sur le segment [0;1] et pour tout x € [0;1] :
’ 1+x
u'(x) = nx"!
1
/
V()= ———
() (1+x)2

Par intégration par parties, on a alors :

L

I
—_—
=
Tl
L
=
LI
s
\
= —
T
+"
L
=
[Q
=

|
=
=
3

|

4

v RIGUEUR! ——
Ne pas oublier la seule hypo-
thése pour I'IPP : les fonctions
doivent étre de classe C! sur le
segment d’intégration.

1
Conclusion : Yne IN*, 1, = nJ,_1 — 5

(a) Calculer Jy puis exprimer, pour tout n € N, J,,+1 +J, en fonction de n.

¢ 1
1
Jo = f T4
0 + X
= [m@ +x)]O
= 1In(2)
e SoitnelN.Ona:
L yn+l Loy
Jner+In = J;) 1 +XdX+L 1 +xd’\‘ J linéarité de l'intégrale
1 . ngy
xM(x+1
- f CR RV
0 1+x
1
= j xdx
0,
- 1
Ton+l
. 1
Conclusion : pour tout n €N, J,11 +J, = 1
n
(b) En déduire J;.
D’apreés la question précédente :
Ji+Jo=1
or Jo =1In(2)...
Conclusion : J; =1 —In(2).
. Démontrer par récurrence :
n —
(_1)k 1
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e Initialisation. Pour n=1:

Ona
n k-1 0
-1 -1
( 1)”[1n(2> = ] - - S5
k=1
- _(In(2)-1)
= 1-1In(2)
= N
I'initialisation vérifiée.
n (—l)kq n+l (—l)kq
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que J,, = J,, = (-1)" | In(2) - Z p et montrons que J,4+1 = (71)”Jr1 In(2) - X .
k=1 k=1
On a, d’apres la question 8(a) :
1
Jner = nt N+ 1 J par hypothése de récurrence
n k-1
(=1) 1
— —(— n —
k=1
n k-1
n+1 (-1) 1
(=1) ln(Z)—Z X ]+n+1 J(—l)"“x(—l)”“:( 1)2n+2:]
k=1
n k-1 n+1
_ (1)l N (=D (=1
= (=1)™!In(2) k; —
n k-1 n
-1) (=1
-1 n+1 n(2) — (
=1 n(2) [kl TS
n+l k-1
1
A IO =" ]
k=1
- (D!
e | Conclusion:YneN*, J,=(-1)"|In(2)- p .
k=1
10. (a) Utiliser les résultats des questions 6 et 7 pour justifier que la suite (J,;) converge vers 0.
. P L1 + %
De la question 7, on déduit: Vne NN, J, = o

Et d’aprés la question 6: lim I, =0.
p q aam Ly PETITE REMARQUE

Ainsi, par opération, on en déduit: lim J, =0. On peut également justifier de
noteo méme que nliT Ju—1 =0, puis
—+00

’ Conclusion : la suite (J,,) converge vers 0.

conclure.
-1 k-1 too -1 k-1
(b) En déduire la convergence de la série Z (+ puis donner la valeur de Z L
k>1 k=1

D’aprés ce qui précéde et le résultat de la question 9 :

Z” (1!

. 0 -

HE}TOO(—l) In(2) - . =0
k=1

D’ou, par continuité de la fonction valeur absolue en 0 :

n k-1
I N R e Sl I
nLlToo (=1) [ln(Z) Z k ] =0
k=1
Or, pour tout n € IN* :
n k-1 n k-1
n (=1) N n (=1)
(-1) [111(2)—2 g ]‘ = |- |1n(2)—Z g
k=1 k=1
n k-1
(-1)
= In(2) -
n(2) .
k=1
On en déduit :
n ( l)kfl
lim (In(2)- =0
n—-+oco = k 5 RAPPEL...
Par conséquent : lim|f(0I=0 = lim f(x) =
) =1k 0... Mais I'implication est
HE)TOOIH( ) - k =0 fausse si la limite est autre que
k=1 0...
Et ainsi :
n k-1
: =1
N
k=1
-1 k-1 too -1 k-1
Conclusion : la série }; ( }Z est convergente et ka ( 1)( =1In(2)

1
c) Démontrer que lim nJ, = —.
() ue A Jn 2
On a, d’apres la question 7, pour tout n € IN :

n(lpe1 + %)
n+1

= g (aes)
= P n+l >

njy, =
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Or:

e lim I,;1=0
n—+oo el

lim
n—+oo n+ 1
D’ou, par opération :

N =

. n 1
lim —(l,,_] +7):
n—+oo 1+ 1 2

On en déduit : J, ol vt

o —

Conclusion: lim nJ, =

n—+oo

Ce QU,IL FAUT RETENIR DES COPIES :

e Désastres sur la question 1!! Déja parce-que la fonction x —— n’est pas continue sur R (c’est quand-méme d’un niveau de

(1+x)2
classe de 2nde); et ensuite parce-que les mentions de "fonction dérivable" ou "croissance de 'intégrale” : bah on s’en fout!! Il serait
tout de méme bien de connaitre la seule condition suffisante d’existence d’intégrale au programme : la continuité de I’intégrande
sur le segment d’intégration.

e Les justifications des inégalités sont bien souvent insuffisantes. Il est indispensable de voir les arguments du type "décroissance de
la fonction inverse sur Ry ", "multiplication par un positif'... Quand le résultat est donné (ce qui est souvent le cas) 'objectif n’est

pas de le retrouver, mais de justifier soigneusement pourquoi c’est celui-ci.

e Pauvre question 4(a) qui montre que les identités remarquables (on descend en 3éme 14, et c’est le premier exemple de factorisation
par identité remarquable que vous avez vu, si si...) sont mal repérées par bon nombre d’étudiants...

e Le cheminement de la question 6, archi-classique doit étre revu jusqu’a maitrise parfaite!

1.8.2.8.0.8.8 ¢
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Exercice 4

Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur ]0;+oo[ par :

Vx €]0;400[, f(x)=x—1In(x)

PArTIE I : ETUDE DE LA FONCTION [

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +oo.
e f estdérivable sur R et, pour tout x € R :

1 x-1

fl=1--_ =

X REFLExe! X

e Par opération :

lim f(x)=+oc0

x—0
e Pour tout x suffisamment proche de +oo :
In(x
f(.\'):.\'(l— ( ))
x
X | . In(x)
Or, par croissance comparée : lim =0.
X—+00 X
D’ou, par opération :
lim f(x)=+oc0
X—+00
e On obtient ainsi :
x |0 1 +00
)]l ~ 0 +
+o00 " +00
f \ 1 P

2. Montrer que 1’équation f(x) = 2, d’inconnue x €]0;+oo[, admet exactement deux solutions, notées a et
b, tellesque 0 <a<1<b.
e Sur ]0;1[:
o f est continue sur l'intervalle ]0; 1|
o f eststrictement décroissante sur 'intervalle |0; 1|
Par théoreme de bijection, f est bijective de ]0;1[ dans f(]0; 1[) =]1;+oo][.
Or 2 €]1;+o00]. X ATTENTION !
Par conséquent, I’équation f(x) = 2 posséde une unique solution sur |0;1[, notée a. Si le théoréme de bijection a été
appliqué sur J0;1] et [1;+oo],
il ne faut pas oublier d’écrire
que f(1) # 2 pour conclure sur

e Sur |1;+0c0[ :
De méme, I’équation f(x) = 2 possede une unique solution sur ]1;+oo[, notée b.

Conclusion : I’équation f(x) = 2 admet exactement deux solutions, notées a et b, telles que 0 <a <1 <b. ‘a<l<b..
3. Justifier que : b € [2;4].
Ona:
e f(2)=2-1In(2)<2,carln(2)>0 IMPORTANT !
e f(4)=4-1In(4)=2(2-1In(2)). Or 2<e¢,doncIn(2)<1.Dou:2-In(2) > 1, et ainsi f(4) > 2. +7Onjustiﬁe que f(4) > 2,il est
On obtient, puisque f(b) =2: insuffisant de I'écrire |
f)<f0)<f(4) — v RIGUEUR!
Et f étant strictement croissante sur [2;4]: 4 Attention aux bijections réci-
2<b<4 proques de f ici.. Ilyena2:

Conclusion : b € [2;4].0 [1;+00[. On préfére donc lar-

gument de stricte croissance

portant sur f sur I'intervalle

4. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme suivant afin que I'exécution de def b(p): [2;4] plutdt que sur la bijection
renvoie une valeur approchée de b a p prés, o1 p est un réel strictement positif, obtenue par laméthode | réciproque delarestriction de f

de dichotomie. a [1;+00[...

‘ une sur ]0;1] et une autre sur

1 [import numpy as np
2

3 |def g(x):

4 return ......

5

6|def b(p):

7 xl=...

8 X2 =...

9 while ......

10 m=(x1+x2)/2
11 if g(m)==
»® 0 cocooa
13 elif ......
14 X2=m
15 elif ......
16 |
17 return ......
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Le voici, complet :

import numpy as np

def g(x):
return x-np.log(x)-2

T

o|def b(p):

7 x1=2

8 x2=4

9 while x2-x1>p:

m=(x1+x2)/2

11 if g(m)==0:

x1,x2=m,m

13 elif g(m)xg(x1)<0:
X2=m

elif g(m)x+g(x1)>0:
x1=m

(x1+x2)/2

16
return

X ATTENTION !
Lalgorithme de dichotomie
convient pour déterminer une
valeur approchée d’une équa-
tion g(x) =0, pas f(x) =2...

ParTIE II : ETUDE D’UNE SUITE

On définit maintenant la suite (u,) par: ug=4etVne N, u,q =In(u,) + 2.
5. Montrer que pour tout n € IN, u, existe et u, > b.
Par récurrence...

e Initialisation. Pour n=0:
ug existe et ug =4 > b d’apres la question 3. L'initialisation est ainsi vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons "u,, existe et u,, > b", et montrons "u, 1 existe et u, 1 >b".
o Par hypothéese de récurrence, u, existe et u, > b. Or, d’aprés la question 3, b > 2.
Par conséquent u, > 0 et ainsi, In(u,) existe. Autrement dit, 1, existe.
o De plus, par hypothese de récurrence :
uy,=b

D’ou, par croissance de In sur R :

In(uy,) > In(b)
Et ainsi :

Ups1 2 In(b) +2

Or on sait que f(b) = 2, et de plus :

fb)y=2 << b-Inb)=2
— b=In(b)+2
Par conséquent : In(b) +2 = b.
On obtient finalement :
Upt1 2 b

L’hérédité est ainsi établie.

‘ Conclusion : pour tout n € IN, u,, existe et u, > b.

6. Ecrire une fonction Python d’en-téte def u(n): qui, prenant en argument un entier n de IN, renvoie

la valeur de uy,.

I |import numpy as np

5 |def u(n):

4 U=4

5 for k in range(l,n+1):

6 U=np.log (U)+2

7 return U

7. Déterminer la monotonie de la suite (u,). En déduire qu’elle converge et préciser sa limite.
e SoitnelN.Ona:

In(uy,)+2-uy,
Z_f(”n)

Or on sait que u, > b et que f est croissante sur [2;+oo[. D'ou :

fluy) =z f(b)=2

Up+] —Un

Par conséquent :
Upyl —Up <0

Conclusion : (u,) est décroissante.

e On sait que (uy) est décroissante et minorée (par 2). Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence

monotone, (u,) converge vers un réel ¢ > 2.

e Onaensuite: VYneN, u,q =In(u,)+ 2.
Ainsi, par unicité de la limite et continuité de In en ¢ (car £>2):

¢=1n(0)+2

J ¢>1 et best 'unique solution de f(x) = 2 sur |1;+o0[

PETITE REMARQUE

On a méme ¢ € [2;4], car (uy)
est décroissante, elle est donc
majorée par son premier terme.
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8.

’ Conclusion : la suite (u,) converge vers b.

- REFLEXE !

, . 1
(a) Etablir:VneNN, u,yq—b< E(un -b).
e Posons g:x+— In(x)+ 2, définie sur [b;+oo[, de sorte que pour tout n € IN, u,1 = g(uy).
D’apreés ce qui précede, on a également g(b) = b.
e La fonction g est dérivable sur [b;+oo] et :

1
Vx e [b;+o0], g'(,\') ==
X

D'ou :
Vx e [b;+o00[, 0< g'(x) <

Et comme b >2,0ona — <

S
N =

Ainsi, par transitivité :
1
Vx € [b;+o0], -3 <g'(x) <

1
Conclusion : Vx € [b;+oo[, |g'(x)] < 5

e SoitnelN.Ona:
1
o g est dérivable sur [b;+oo[ et : Vx € [b;+o0[, |¢’(x)| < 3

o be[b;+oo[ et uy, €[b;+0o[ (question 5)
D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a alors :
1
g(un) —g(b)l < Elun =d
Or, g(uy) =up41 et g(b) =b, d’ou :
1
luns1 = bl < El”n d

Et comme on a vu que (u,) est minorée par b,ona: uy ] —b>0etu,—b>0.

Ca empeste I'TAF !! Pour cela,
définir la fonction g de sorte
que p+1 = g(uy) et établir :

Vx> b, |g(x)] < %

PETITE REMARQUE
On pourrait également tout
faire sur I'intervalle [2;4], ou
méme [b;4]...

1
Conclusion:¥YneN, u,,1 —b< E(Mn -b).

1
on=1"

(b) En déduire que:VnelN, 0<u,-b<

Par récurrence...

e Initialisation. Pour n=10:
On sait que ug =4 et b > 2, donc:

1
0<ug-b<2=—
-1
L'initialisation est vérifiée.
e o 1 1
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons 0 < u, —b < T et montrons 0 < uy, ] —b< >
Par hypothese de récurrence :

1
0<u,-b< ST
) o 1 -
D’ol, en multipliant par 3 (positif) :
1 1
0< E(UH b) < 27

Or, d’apres la question précédente :

D’ou, par transitivité :

L’hérédité est ainsi établie.

1

on—1"

Conclusion:¥nelN, 0<u,-b<

(c) Retrouver alors le résultat obtenu a la question 7, puis déterminer un entier a partir duquel u,

est prochede b a 1073 pres.

e Ona:
1

on—1

o VYnelN, 0<u,-b<

o lim =0
n—+oo pn—1

Conclusion : par théoréme d’encadrement, on retrouve : lirr up =b.
n—+o00

e Pour déterminer un entier a partir duquel u, est proche de b a 1073 pres, il suffit de déterminer un

<1074

2np—1

Or, on sait que 29 =512et 219 =1024.
Posons alors np =11. On a ainsi :

entier ng tel que

1 -3
Vn e [ng;+oo, i1 <10

D’oti, en utilisant le résultat de la question précédente et par transitivité :

Vn e [ng;+oof, 0<u,—b< 1073

Conclusion : a partir du terme d’indice 11, nous sommes certains que u, est une valeur approchée de
ba 1073 pres.
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PARTIE II] : ETUDE D’UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

2x 1
(p:x»—>L mdt

9. Montrer que @ est bien définie et dérivable sur ]0;+oo[, et que I'on a :

Considérons la fonction :

In(2) —In(x)
(x—In(x))(2x —In(2x))

Vx €]0;+00, ¢’(x) =

e Soit xe R}.

Puisque f est continue et ne s’annule pas sur R, la fonction t —> —— est continue sur R; .

1
[

. 1 .
c R}, la fonction t f— est continue sur le segment [x; 2x].

De plus, puisque [x;2x] )

Par conséquent : ¢(x) existe.

Conclusion : ¢ est définie sur Ry .

e Puisque la fonction t +— 0 est continue sur RS, elle admet une primitive, F, C! sur R},
On a également : —
Vxe RS, ¢(x) =

F(2x)—F(x)

o Par conséquent, ¢ est C! sur Ry, comme composée et somme de fonctions C! sur les intervalles adéquats ;

et, pour tout x € Ry

2F(2x) - F/(x)
21

f(2x)  flx)

2 1

2,\'7111(2\) x—1In(x)

2(x—In(x) — (2x —In(2x))
(2x —1In(2x))(x —In(x))
—21n(\')+1n(2\)

(2x = In(2x))(x — In(x))

=2In(x)+1In(2) +In(x)

(2x —In(2x))(x —In(x))

In(2) —In(x)
(2x —In(2x))(x —In(x))

Q'(x) =

In(2)—In(x)

lusion : Yx €]0; L@ .
Conclusion : Yx €]0;+o0[, ¢ o~ Tn(x)) (2x ~ In(2¥))

(x)=

10. En déduire les variations de ¢ sur ]0;+oo].
Soit x e R} .
e Ona:
In(2)-In(x) >0 &= x<2

e On sait que pour tout t € R, f(t) > 1, donc pour tout t € RS, t > In(¢).
Par conséquent :
x—=In(x)>0 ; 2x-In(2x)>0

On en déduit :

+o00

¢’ (x)
22
e |77

11. Montrer que : Yx €]0;+0co[, 0 < ¢p(x) < x
Soit x e RY.
Ona:
Vie[x;2x], f(t)>1

D’ou, par décroissance de la fonction inverse sur [1;+oo :
1

Vit e[x;2x], 0

<1
Et comme f est posm\ e sur R,E ,on ameéme :
1
Vie[x2x], 0 — <1
f(t)

Puis, par croissance de l'intégrale, les bornes étant dans l'ordre croissant :

2x
0<ox)< J 1dt
X

‘ Conclusion : Vx €]0;+oc0[, 0 < (x) < x.

12.  (a) Montrer que @ est prolongeable par continuité en 0.

On note encore ¢ la fonction ainsi prolongée. Préciser alors ¢(0).
Ona:
o VxeRS, 0<¢(x)<x

e limx=0
x—0

V'S

— PETITE REMARQUE

En rédigeant un peu différem-
ment, on pourrait en fait justi-
fier que ¢ est définie sur RS de
la méme fagon que 'on justifie
qu’elle est C!... Mais on pré-
fére se souvenir que l'existence
d’une intégrale est garantie par
la continuité de 'intégrande
sur le segment d’intégration.

> REFLEXE !

On veut encadrer une inté-

grale : on encadre I'intégrande
"
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D’ot, par théoréme d’encadrement :
lim ¢(x) =0

x—0

’ Conclusion : @ est prolongeable par continuité en posant ¢(0) = 0.

(b) Montrer que : lim ¢’(x) = 0.
x—0

On admet que la fonction o est alors dérivable en 0 et que ¢’(0) = 0.

Pour tout x € R} : X ATTENTION !
In(2) :

In(x) In(x)

( Lalimite esten 0...etily a

- ~ x une FI, due aux In(...). D’ou

In(x)In(2x) ( X l) 2x 1 la factorisation choisie ! On
factorise par ce qui domine.

Q'(x) =

P ' X ATTENTION !
On conclut par opérations... Gﬁs de CC!!

Conclusion : hmo ¢@’(x)=0.
X—

1.1 1
NONEG

e Soit t > 4. Puisque In(f) > 0, on a r—ln( ) >t, cest a dire f(t)>1t(>4).
Puis, par décroissance de la fonction inverse sur R, on obtient :

13.  (a) Démontrer que pour tout t > 4:

e Pourtoutt>4,ona:
f(t)y=t-Vi & In(t) <Vt
o Posons alors h : t —> In(t) — V.
La fonction h est dérivable sur [4;+oo[ et, pour tout >4 :
1 1 2Vt
H( = Vi

RN AN

D’ou :

t 4 +00
H(t) 0 -

I -2+1In(4 \ .

o Or4<e?, donc -2+ In(4) < 0.
Ainsi :
Vt>4, h(t)<0
Autrement dit :
Vi >4, In(t) < \f
Par conséquent :
Vx4, f(t)2t=Vt(>0)

Et ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur RS

$

Conclusion : pour tout t > 4,

(b) Considérons la fonction h: t +—> 21n(\/¥— 1) définie sur [4;+oo[. Dériver h.

h est dérivable sur [4;+oo[ comme composée de fonctions dérivables sur les intervalles adéquats et, pour tout

t>4:
1
Wi = 22V
Vi-1
1 1
— X
\ﬁl Vi-1
= _—
1
Conclusion : YVt >4, h'(t) = ——.
t— Vi

(c) En déduire que pour tout x >4 :In(2) < @(x) < 2In =
nl3

Soit x > 4. Puisque [x;2x] C [4;+00[, on a, d’apres la questio a

D

1 1
Vte[x;2x], — (— S

Puis, par croissance de l'intégrale, avec les bornes dans l'ordre croissant :

2.\'1 2x 1
—dt <@(x SJ —dt
L ; p(x) R

$

Or:
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2x
1
J‘ —dt
x I

e D’apres la question 13(b) :

2x 1
dt =
J,\‘ t—t

|
=]

h(2x)—h(x)
2(In(V2x-1)=In(vx - 1))
n(Lﬁ_ : )

Vi 1

5
Z

Conclusion : pour tout x >4, In(2) < @(x) < 2111(

Va2x -1

(d) Déterminer la limite de ¢ en +oo.

Voir chapitre 6 - exemple 8!! Et oui, je vous l'avais dit en plus a I'époque que vous auriez cette question a un

moment donné dans 'année...

Conclusion : par théoreme d’encadrement, lim
X—+

@(x) =1n(2).

(e

14. Tracer l'allure de la courbe représentative de ¢p dans un repére orthonormé du plan. On veillera a faire

apparaitre les différentes tangentes ou asymptotes
Donnée : ¢(2) ~ 1, 1.

Récapitulons quelques informations a faire apparaitre :

connues.

e ( est strictement croissante sur ]0;2], strictement décroissante sur [2;+oco|

e ¢(0)=0,donc C(P admet une demi-tangente horizontale au point de coordonnées (0, 0) (car ¢(0) = 0)

e ¢’(2)=0, donc Cp admet une tangente horizontale au point de coordonnées (2,p(2))

e lim¢ =1In(2), donc C;, admet une asymptote "horizontale” d’équation v = In(2) au voisinage de +oo
+00 ‘ < ©

@&

— PETITE REMARQUE —
. . 1
Impossible de primitiver —

avec des fonctions usuelles.
Dans ce cas, la seule fagcon de

4 calculer des valeurs de ¢(x) est
d’obtenir une valeur approchée

2x q
de J — par une méthode
xS

d’approximation d’intégrale.

CE QU'IL FAUT RETENIR DES cOPIES : On est sur du yapasplusclassique, et pourtant certaines choses doivent étre rekdites (avec k entier naturel

suffisamment proche de +oo)...

e La fameuse récurrence dans laquelle on doit démontrer que "u, existe" est a revoir, encore et toujours... Pour justifier que uy]

existait ici, il fallait explicitement mentionner que u, >0 pour appliquer In.

e Le travail sur les inégalités est mal justifié (croissance/décroissance d’une fonction qu’on applique, signe d’un réel par lequel on

multiplie/divise...).

e Méme constat que dans l'exercice 3 pour l'existence de ¢(x) dans la partie III. On doit voir la continuité de I'intégrande sur le

segment [x;2x] (au passage, comme x >0, on a toujours x < 2x...).

Egalement, le lien entre les parties I et IT n’a été que trés rarement fait... Ce lien permettait de bien justifier I'hérédité dans la question 5,

mais aussi de ne pas faire n'importe quoi sur la question 7!

Dans 'ensemble, c’est donc un manque de rigueur et de précision qui est noté sur bon nombre de copies.
La majeure partie des points de cet exercice est a la portée de tous : il est indispensable de savoir les prendre!

1.8.8.8.8.8.8 ¢

FIN DU SUJET
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