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La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, 'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont

des critéres importants d’évaluation. Quelques précisions :
e la copie devra présenter une marge ainsi qu’une en-téte suffisantes,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans 'ordre de lecture,
o les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

o les questions d’'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé. Le sujet est d rendre avec la copie.

"Faire aisément ce que d’autres trouvent difficile a réaliser, c’est le talent;

faire ce qui est impossible au talent, c’est le génie."
Henri-Frédéric Amiel
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Exercice 1

Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Soient A, B et C trois événements d’une expérience aléatoire et IP une probabilité.
(a) Démontrer que si A C B, alors P(A) < P(B).
Voir cours.
(b) Enoncer et démontrer la formule des probabilités totales.
Voir cours.

2. Considérons f la fonction définie sur R\ {1} par f(x) = 1
X

Démontrer que f est bijective de R\ {-1} dans un ensemble a déterminer, et expliciter I'expression de

sa bijection réciproque.

Soit v € R. Résolvons I’équation y = f(x) d’inconnue x e R\ {-1}.

Soitxe R\{-1}.Ona:

X
y=r(x) L:,\’+l Jcar,\‘+l¢()
— (x+1l)y=x
— x(v-1)=-v

Distinguons ensuite deux cas :
. . v , . s -
e Siy=1,alorsonobtient:y=f(x) & x= l— Par conséquent, v admet un unique antécédent par f, il
!z V=] - ] !
v
1-v°

e Siy=1,alors on obtient 0 = -y, absurde car y = 1. Par conséquent, 1 n’a pas d’antécédent par f.

s’agit de

Conclusion : f est bijective de R\ {~1} dans R\ {1} et {7 :p+— %

3. On estime qu’une certaine maladie affecte 1 personne sur 10. On considére un test diagnostic ayant
obtenu les résultats suivants :

e siune personne est malade, le test est positif dans 80% des cas;
e si une personne n'est pas malade, le test est positif dans 10% des cas.

On choisit une personne au hasard dans une certaine population et on consideére les événements :
e M : "la personne est malade"

e T:'le test effectué est positif”

Quelle est la probabilité que la personne choisie soit malade sachant que son test s’est révélé positif ?
On cherche P1(M).
Ona: '
>(TNM
P (M) = P(TNM)
P(T)
Or:

8
P(TNM)=P(M) x P\(T) = —
o IP( ) (M) x Py(T) 100

e D’aprés la formule des probabilités totales, avec (M, M) comme systéme complet d’événements :

P(T) = PMNT)+P(MNT

= P(M)x Pp(T) + P(M) x Pyg(T)
8 9

= —+
100 100

_

100

8
Conclusion : Pp(M) = Y

4. Vrai ou faux? Pour chacune des affirmations suivantes, préciser si elle est vraie ou fausse. La réponse
doit étre justifiée.
(a) Soient A,B e M,(R) telles que AB = 0,,. Si A est inversible, alors B = 0,,.
VRAL
En effet, si A est inversible, alors en multipliant 'égalité AB = 0,, par A~! (4 gauche), on obtient : B = 0,,.
(b) La suite (u,) converge vers 2 si, et seulement si, la suite (|u,|) converge vers 2.
FAUX.
Considérons la suite (u,) définie par u, = 2(-1)". On a ainsi: ¥n € N, |u,| = 2. Par conséquent, la suite (|u,])
converge vers 2... et pourtant, la suite (u,) diverge sans avoir de limite.
(c) La somme de deux fonctions bijectives sur R est une fonction bijective sur R.
FAUX.
Considérons les fonctions f : x — x et g: x — —x. Ces deux fonctions sont clairement bijectives de R dans
R (car fof =idetgog=id..), et pourtant leur somme est une fonction constante, donc non bijective.

2.2.2.0.0.8.0 ¢

PourQuol ? —M
On pourrait justifier que (uy)
est divergente en disant que
(upp) et (upp41) convergent vers
des limites différentes.
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ExXERCICE 2

2 =
Considérons la fonction f définie sur Ry par f(x) = 1+; et la suite (u,) définie par: { \L:,?q c llN, trer = Flitn)

1. Etudier les variations de f sur R puis représenter 'allure de sa courbe représentative ainsi que les
premiers termes de (uy,).

2. Démontrer que pour tout n € IN, uy, existe et u, € [1;3].
Par récurrence...

e Initialisation. Pour n=0:
uq existe et ug = 1 € [1;3] : initialisation vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que "u, existe et u, €[1;3]" et montrons que
& Par hypothese de récurrence, u, existe et u,, € [1;3]. Comme f est définie sur R, f(u,) existe donc.
Par conséquent, 1, existe.

' "

"Upy existe et uyyq €[1;3]

o De plus, par hypothese de récurrence :
1<u,<3

D’ou, par décroissance de f sur [1;3]:
F) = fun) 2 £(3)

C’est a dire :
32 uUps1 2

w|wu

5 .
Et comme 1 < 3 on obtient :
l1<upi1 <3

L’hérédité est ainsi établie.

‘ Conclusion : pour tout n € IN, u,, existe et u, € [1;3].

3. Posons pour tout ne€ N : v, = up, et wy, = upp4q.
(a) Démontrer que la suite (v,) est croissante et que la suite (w,) est décroissante.

. 5 . .
Par récurrence... ug =1, u; =3, up = 3 et uz = et la fonction f o f est croissante...

(b) TJustifier alors que les suites (vy,) et (w,) sont convergentes.
La suite (v,) est croissante et majorée (par 3, comme la suite (u,)); et la suite (w,) est décroissante et minorée

(par 1, comme la suite (u)).

‘ Conclusion : d’apres le théoreme de convergence monotone, les suites (v,) et (w,) sont convergentes.

(c) Posons, pour tout x € R, g(x) = (f o f)(x). Déterminer une expression simplifiée de g(x) puis
résoudre I’équation g(x) = x, d’inconnue x € R} .
e SoitxeR/.Ona:

gx) = (fof)x)

= 1+ 2
- f(x)
= + 3
1+ =
X
- 2x
B xX+2
o 3x+2
T ox+2
. 3x+2
Conclusion : pour tout x € RS, g(x) =
xX+2
e Soit xeRy.On aainsi:
3x+2
gx)=x =X RS
.\"+ 2 ) ) rEe v/ RIGUEUR!
— 3’2\ +2=x0 4 2y On pense bien aux arguments
— x"-x-2=0 permettant de remonter ’équi-
x=2 valence...
X SU 1 J YeR:
— x=2

‘ Conclusion : la seule solution strictement positive a I’équation g(x) = x est 2.

(d) Conclure sur les limites de (v,) et (wy,).
e Pour (uy,):
o On remarque que pour tout n € IN, v,,1 = f(f(vy))-..
o Etd’apres la question précédente, (v,;) converge vers une limite ¢ € [1;3]...

Donc par opération sur les limites et unicité de la limite, on obtient :
(=(fof)o®

Or, d’apres la question précédente, 2 est la seule solution strictement positif de I'équation (f o f)(x) = x.
Puisque 'on sait que ¢ € [1;3], on obtient ainsi : ¢ = 2.
Par conséquent : la suite (u,) converge vers 2.
e Pour (v,):
De méme, on trouve que la suite (v,) converge vers 2.
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‘ Conclusion : les suites (u,) et (v,) convergent toutes deux vers 2. ‘

4. Que peut-on en conclure sur la suite (uy)?
D’aprés la question précédente, les suites (uny,) et (12,41) convergent vers 2.

‘ Conclusion : par propriété de recouvrement, la suite (u,) converge également vers 2. ‘

2.8.8.8.8.8.8 ¢

ExERrRcCICE 3

n
. PP 1
Soit (h,) la suite définie sur IN* par h;, = ZE
k=1
1. Ecrire deux fonctions Python prenant en argument d’entrée un entier naturel non nul 7 et renvoyant

la valeur de h, en sortie. L'une de ces deux fonctions devra utiliser I’écriture en compréhension d’une
liste, l'autre non.

I [#Avec liste en compréhension

>|def h(n):
3 L=[1/k for k in range(l,n+1)]
4 return sum(L)

6 [#Sans liste en compréhension

7 |def hbis(n):

8 S=()

9 for k in range(l,n+1):

10 S=S+1/k #ou S+=1/k
1 return S

2. Etude de la suite (hy)-

(a) Déterminer le sens de variation de la suite (k).

Soit n€IN*. On a:
n+1 1 n 1 1
hys1 —hy = - - - = >0

k=1 k=1

Par conséquent : hy 41 > hy.

‘ Conclusion : la suite (h,,) est strictement croissante.

(b) Démontrer que pour tout x €] —1;+oo[, In(1 + x) < x.

1 v
Posons f : x + In(1+x)—x. f est définie et dérivable sur ]-1;+co[ et pour tout x > —1, f'(x) = T 151 +\\
D’ou : ’
x | -1 0 +00
Folll + o -

0

On en déduit que f posséde un maximum sur |—1;+oo[ égal a 0, atteint en 0.

‘ Conclusion : Vx> -1, In(1 +x) < x.

1 1
(c) Justifier que pour tout k € IN¥, ln(l + E) < T En déduire : Yn € N*, h;,, > In(n + 1). Déterminer
alors la limite de la suite (k).

1 1 1
e Soit k € IN*. Puisque 7 > 0, on peut utiliser le résultat établir ci-dessus et obtenir ainsi : In (1 e ) < T

1 1
Conclusion : pour tout k € IN¥, ln(l T ) <t

e Soit neIN™.
On sait que pour tout k € IN* (donc pour tout k € [1;n]) :

1 (l + ! )< !
n )<=
k)~ k R
E . inéealité k allant de 1 b . A RETENIR...
n sommant cette inegalite pour k allant de 1 a n, on obtient : On somme une inégalité pour

en avoir une autre, sur la

n l n l

— — somme.
Zln(l + T ) < Z T
k=1 k=1

Autrement dit :
n
1
hy > };111(1 + E)

De plus,ona:
n

Zm(kzl): (In(k+1)-In(k)) = In(n+1)

e P télescopage

Conclusion : ¥n € IN*, h, >1In(n+1).
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e On sait que pour tout n € N¥, b, >In(n+1); de plus, lim In(n+1)=+co.
n—+o00

Conclusion : par théoreme de comparaison, on déduit que lirp hy = +o0.
n—+oo

3. On consideére les suites (u,) et (v,) définies sur IN* par :
Uy =hy,—1In(n) et v, =up—

(a) Démontrer que (v,) est croissante.
SoitneIN*.Ona:

1
Untl —Vn = “n+1*m*(“n*;)

1 1
= h,Hl7ﬁfln(n+l)7(hy,7;—ln(n))
= ——In(n+1)+In(n)
= l—ln(1+£)
T oon n

D’apreés le premier résultat de la question 2(c), on en déduit que v,,4.1 — vy, > 0.

‘ Conclusion : la suite (v,) est croissante.

(b) Démontrer que la suite (u,) est décroissante.
SoitneIN*.Ona:
Unpl —Up = hper —In(n+1)=(hy —1In(n))

= —— —In(n+1)+In(n)
n+1

= 77111(1+£)
n+1 n

-1
D’apres le résultat de la question 2(b), avec x = 1 >-],ona:
n+

-1
ln(l Tl )_ P — PETITE REMARQUE
Autrement dit L,a _difﬁculte de l_a question .
n -1 réside dans le fait de penser a
ln( ) < -1 .
. n+1 n+1 poser x = ——— (on pourrlalt
Puis 4 sinon étudier fix— -
1 ( LI P L . x+1
o n+l1/) " n+1 ln(l + )); mais c’est I'inégalité
C’est a dire : de la question 2(b) qui nous
( n+tl ) 1 incite a cela
In[— >
n+1

1 1
Par conséquent : —— —In (1 +— ) <0etainsi:
n+1 n

Upy] — Uy <0

‘ Conclusion : la suite (u,) est décroissante.

(c) En déduire que les deux suites (u,) et (v,) convergent vers une méme limite, notée €.
Vérifions pour cela que les suites (u;) et (v, ) sont adjacentes.
Ona:
e (v,) est croissante
e (uy)est décroissante
-1

Up,—vy)= lim — =0

e lim (
n—+oo n—+oo n

Par conséquent, les suites (i) et (v,) sont adjacentes.

‘ Conclusion : les deux suites (u,) et (v,) convergent vers une méme limite, notée £.

(d) Justifier que pour tout n € N¥, v, <€ < u,.
e Puisque (v,) est croissante et qu’elle converge vers {,ona:¥YneIN¥, v, <(.
e De méme, puisque (u,) est décroissante et qu’elle converge vers ¢, ona:VneIN*, u, > (.

‘ Conclusion : pour tout n € N*, v, <€ < u,.

(e) Ecrire une fonction Python prenant en argument d’entrée un réel strictement positif p et ren-
voyant en sortie un encadrement de ¢ d’amplitude inférieure ou égale a p (cette fonction pourra
utiliser une des deux fonctions de la question 1, notée h).

import numpy as np

def encadrement(p):

= POUR INFO...

n=1
u=h(n)-np.log(n) Cette limite est souvent notée
6 v=u-1/n v et est la constante d’Euler-
7 hil —v>D Mascheroni.
Wi eiu e On a ainsi, pour n suffisamment
8 n=n+1 n
9 u=h(n)-np.log(n) grandzzlzln(nhy.
10 v=u-1/n k=1 k

return v,u

2. 8.8.0.0.8.0 ¢
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Exercice 4

Dans tout 'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On lance n fois une piéce donnant PILE avec la probabilité p €]0;1[ et donnant FACE avec la probabilité

g =1-p. On suppose les lancers indépendants et on note :
e pour tout k € [1;n], Px I'événement : "obtenir PILE au k®™ lancer" et F, = Pr;

e X, la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenues avant l'apparition du premier PILE. On

convient que X, prend la valeur 7 si aucun PILE n’est obtenu au cours des n lancers.

1. Préciser X,(Q).
X,(Q) = [0;7].
2. Calculer P([X,, = 0]) ainsi que IP([ n]
e [X,=0]="P;, donc P([X, =0])=P(Py)
n
o [Xy=n]=FnknNn.NE, = ﬂ Fx. D’ot, par indépendance des lancers :
k=1

n n
P([X, =n)) =P ﬂa\»]— [ TP =q"
k=1

k=1

Conclusion : P([X,, =0]) =p et P([X,, =n]) =

3. Déterminer, pour tout k € [1;n— 1], une expression simple de P([X,, = k]).
Soitke[l;n—1].Ona:

k

[(Xp=k]=F NFN..nF NPy {ﬂr,-

i=1

NPt

D’ou, par indépendance des lancers :
P([X, =K]) =4p

‘ Conclusion : pour tout k € [1;1— 1], P([X,, = k]) = ¢p.

n
4. Vérifier que Z]P([Xn k) =1
k=0

ZH) (X, =

Ona:

n—1

P([X, =0])+ Z]Pl\u*k] +P([X,; =n])

n—1

- plfq 4 JPZI*L/

n
Conclusion : Z]P([X,,, =k])=
k=0

n—1
5. Considérons la fonction f définie sur ]0;1[ par f(x) Zxk

(a) Soit x €]0;1[. En exprimant de deux fagons dlfferentes f/(x), établir :

x—nx"+ (n—1)x"*1
Tl 2t
(1-x)
n—1
e f étant une fonction polynome, elle est dérivable sur ]0;1[. Et comme f(x)=1+ Z\k, on obtient, par

k=1
linéarité de la dérivation :

n—1
_ Zk'\,/f—l
k=1

_un

1 -

—nx™ (1 =x) = (1 =x™)(-1)

(1-x)?

—nx™ x4 1 —x"
(1-x)?

L—nx""t 4 (n=1)x"
(1-x)2

e Mais on sait aussi, puisque x €]0;1[, que f(x) =

fio =

X . L.
. D’ou, en dérivant sous cette forme :
X

> REFLEXE !
On travaille sur les événements
avant de calculer les probabili-
tés !

PETITE REMARQUE
L’écriture avec ﬂ et ]_l nest
pas indispensable (méme si
elle ne devrait pas trop poser

souci); on peut se contenter de
I’écriture avec les pointillés.

X ATTENTION !
Il n’y a pas qu’une seule expres-
sion de P([X,, = k]) pour tous
les k de [0;n] (méme si les cas
P([X, = 0]) peut étre inclus
dans le cas de la question 3.
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En égalant ces deux expressions, on obtient :

n—1 1

Zk\'kil B 1—nx"" &
= (1-x)2

Puis, on obtient le résultat voulu en multipliant par x.

n—1
Conclusion : Zk,\‘k =
k=1

x—nx" + (n—1)x"t1
(1-x)? ‘

(b) En déduire 'espérance de X,,.
Ona:

n
E(X,) = ) KP(X,=K])
k=0

n

= ZHP([XH:](])
k=1
n-1

= qukp +ng"

k=1

n—1
_ k n
= PZk"] +nq Jqucstiunprécédcntc,qe]O;l[
k=1
qfﬂq”+(nfl)q”+l
= p—F———"—+nq" —1-
(-7 Jr=toa
_oon _1)gnt
_ 9-ng"+(n-1)q g

Conclusion : E(X,;) =

(c) Calculer ngl}rqoo E(X,).

Puisque g €]0; 1[, par croissance comparée,ona: lim (n— Z)q”Jrl =0.
n—+00

-1.
1 —

1
Conclusion: lim E(X,)= 7 _1_2
e 9 p P

2. 8.8.0.0.8.0 ¢

EXERCICE 5

Un objet se déplace sur les sommets d'un triangle, nommés A, B, C, selon le schéma suivant :
- . e s 3 . - R
e sil'objet est en A, il y reste avec une probabilité g ou il se dirige vers B avec une probabilité —, sinon

1
il se dirige vers C avec une probabilité e

e sil'objet est en B, il y reste avec une probabilité 7ou il se dirige vers A avec une probabilité -, sinon

1
il se dirige vers C avec une probabilité 1

e sil'objet est en C, il y reste.
Initialement, 'objet se situe au sommet A.
On note, pour n € IN, A, I’événement "l'objet est en A a ’étape n" et a,, = P(A,). Ainsi, a9 = 1. On définit de
la méme facon les notations B, C, et b, cy.

ParTIE A.

1. Donner a1 puis calculer ap.

3 PETITE REMARQUE —
e aj = 3 Ne pas hésiter a faire un arbre;
et si c’est le cas, a le faire sur la

e D’apres la formule des probabilités totales, avec (A}, By, Cy) comme sce : : copie !

ay = P(Ay)
= PANA)+P(AyNB)+P(AyNCy)

= P(A1) xPa, (A2) +P(By) x Pp (A2) + P(Cy) x Pc, (A2)
33 3 1 1
= —x—-+=-x=-+-=x0
8§ 8 8 2
2
T 64
. 3 21
Conclusion:a) = —etay, = —
8 64
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2. Sialétape 2, l'objet était en B, quelle est alors la probabilité qu’il ait été en A a I’étape 1?
Cela revient a calculer Pg,(Ay). Etona:

. P(AINB) a9 64
Po,A)=—pE) ="~ 3 " 15"

64 32

ur] W

3. En utilisant la formule des probabilités totales, démontrer que pour tout n € IN :

Soit n € IN.
e D’apres la formule des probabilités totales, avec (A,, B, C,;) comme systéme complet d’évenements :
apt1 = P(Apy) ) (
= P(Apr1 NAR)+P(Ap1 NBy) + P(Ap 1 NCy) A NC, =&
= P(Ay)x Py (Aps) P(By) x P (Ang)40 &A1 0C
= ga,,, + Eb”
D’ou :

3 N 1 b
a =—a,+ =
n+1 gin™ 5 n
e De méme, on obtient :

3 1
buy1 = garl + lbn

e Etégalement:
1 1
Cn+l = ian + lbn +Cn
P . L 3 1
4. (a) Déduire de la question précédente que pour tout n € IN, ¢;,.1 = ch + T
SoitneIN.Ona:
1 1
Cntl = %an*ibrﬁrfn
= 1(an+br'z)+fn
Mais, puisque (A, B, C;,) est un systéme complet d’événements, on a : a, + b, + ¢, = 1. On obtient alors :
(1—=cn)+cn

+1
c
!

Cn+1

M= | Qo= —

1

. . 3
Conclusion : pour tout n€ NN, ¢11 = —c, + T

4

(b) Déterminer alors le terme général de (cy,).
(cp) est donc une suite arithmético-géométrique... Méthode habituelle (point fixe, suite auxiliaire...).

n
Conclusion : pour tout n€ N, ¢, = —(1) +1.

(c) En déduire la limite de la suite (c,;) et interpréter ce résultat.
Puisque 1 €]-1;1[, on obtient : nLlTooC” =1.

Interprétation : au bout d’un certain nombre d’étapes, l'objet arrivera sur le sommet C (et y restera donc).

5. (a) Etablir:VneN, bn+2:§bn+1+ibn.

32
SoitneIN.Ona:

bpro = Lans1+ 5bny

1
=1 + =t
1 1 J n+l = Un+l 1 On
= 9 (bn+l + ib”)+ Ibnﬂ

8
5
gbnﬂ + ﬁb”
. . 5 3
Conclusion : pour tout n €N, by,1» = gby,+] + 3—2[7,7.

(b) Déterminer alors le terme général de la suite (b,).

| W

).

(by) est ainsi une suite récurrente linéaire d’ordre 2... Méthode habituelle (en utilisant by =0 et by =

3/3\" 3/-1\"
Conclusion : pour tout ne€ N, b, = 2 (7) -= (—) .
7\4 7\ 8

6. Déduire des questions précédentes le terme général de (a,).

Soit n € IN. Puisque (A,, B, C,) est un systeme complet d’événements, ona:a,+b,+c, =1etdonca, =1-b,—cy.

En utilisant les résultats des questions 5(b) et 6(b), on obtient le terme général de (ay).

Conclusi tout ne N (3)” 3(3)”+3(—1)” 4(3)”+3(—1)”
I po ) ) == - =~ —[— ) === 1 —=.
onclusion p(UI’ outn ap -l 7 4 7 3 7 -l 7 3

PourQuol? —MM——
+7On utilise la FPT pour calculer

P(B))...

#3 REDACTION ——
+7On ne rédige pas trois fois la

méme chose...

IMPORTANT !

A ce stade du sujet, il est impor-
tant de vérifier ce résultat (pour
se rassurer !). On vérifie cette
expression en prenant n = 0,
n=1etméme n = 2. Ca fonc-
tionne : OUF !




7. On considere le programme incomplet suivant :

(a) Compléter les lignes 13,14,15,16,17,19 du programme afin que la commande simulation(n)
renvoie une liste contenant la simulation des sommets parcourus par 'objet lors des étapes 0 a

n du jeu.

import numpy.random as rd

def simulation(n):
objet="A"
Lobjet=[objet]
for k in range(l,n+1):
p=rd.rand () #réel aléatoire entre 0 et 1
if objet=="A":
9 if p<3/8:
10 objet="B"
1 elif p>=3/8 and p<5/8:
12 objet="C"

oW o =

® o o

18 Lobjet.append(objet)
19 return (.......... )

21 |def mystere(L,x):

2 for k in range(0,len(L)):
23 if L[k]==x:

24 return k

L13 elif objet=="B":

L14 if p<1/2:

L15 objet="A"

L16 elif p>=1/2 and p<3/4:
L17 objet="C"

L19 return(Lobjet)

(b) On exécute successivement les deux instructions suivantes: L=simulation(15) etmystere(L,"C").

Voici le résultat obtenu :

>>> L=simulation(15)
>>> mystere(L,"C")
4

Interpréter ce résultat dans le contexte de l'exercice.

Pour la simulation réalisée, le premier C est apparu au 4°™ rang dans la liste L.
Autrement dit, pour cette simulation, l'objet a atteint le sommet C lors de la 4™ étape.

ParTIE B.

Le contexte de cette partie est le méme qu’au début de I'exercice; et les résultats de la partie A pourront étre utilisés.

A chaque déplacement de l'objet, on définit des points de la facon suivante :
e chaque fois que 'objet arrive en A, 1 point est crédité
e chaque fois que l'objet arrive en B, 1 point est débité

e aucun point n'est attribué quand l'objet arrive en C

Pour tout n € IN¥, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de points accumulés jusqu’a 1’étape n

(aucun point n'est attribué pour le point de départ en A).
Notons également Y, et Z,, les variables aléatoires définies par :

)1 siweAy, _J 1 siweB,
Yn(w)—{ 0 sinon ’ Z"(w)_{ 0 sinon
1. Variable aléatoire Xj.
(a) Donner X (Q).
Sans difficulté : X (Q) ={-1;0;1}.
(b) Déterminer la loi de X;.
Ona: R |
P([X =-1]) = b, :;’ ; B(X=0)=a=7 ; P(X=1)=a=
(c) En déduire E(X7) et V(Xq).
On en déduit :
‘ l:(\|) = 71X]P([Xl:71})+()><IP([X|:0})+1><]P([\1:1D

| WL

Les variables Y, et Z, sont

les variables indicatrices des
événements Yy, et Z,,.

On rencontrera parfois la nota-
tion W 5 pour désigner I'indica-
trice d’un événement A...

On avait déja rencontré la fonc-
tion indicatrice dans l'exercice
8 du chapitre 7...

PourQuol ? —M
11 suffit de regarder les points
possibles en 1 étape...
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2.

3.

e D’apres la formule de Koenig-Huygens :

V(X1) = E(X;)—E(xn2
= E(X})
= (F1)?xP([X; =-1])+ 0% x P([X; = 0]) + 1% x P([X; = 1))

Donner X;(Q).
Sans difficulté : X»(Q) ={-2;-1;0;1;2}.
(a) Soit ne IN*. Exprimer X,;;1 en fonction de X, Y41 et Z,11.
Xy4+1 étant le gain cumulé jusqu’a I’étape n+1, il s'obtient en ajoutant au gain cumulé jusqu’a I’étape n (c’est
a dire X;;) soit 1 si I’événement A, | est réalisé, soit —1 si I’évéenement B, est réalisé, soit 0 sinon.

’ Conclusion : X1 1 =X, + Y01 —Zpg1-

(b) Démontrer par récurrence que pour tout n € IN*, X,,(Q) = [-n; n].
e Initialisation. Pourn=1:
C’est le résultat de la question B1(a).
e Hérédité. Soit n € IN*. Supposons que X,,(Q) = [-n;n] et montrons que X,;41(Q) = [-n-1;n+1].
Soit w € (). D’apres la question précédente :
X1 (@) =X () + Y1 (0) = Zpgq ()

On sait que (A, B, C,) est un systéme complet d’évenements; distinguons donc trois cas :
o SiweAy, alors Yy 1 (w)=1et Zy11(w)=0.
D’ou :
Xnt1(w) =Xp(w) +1
Et comme, par hypothese de récurrence, X,,(Q) = [-n;n], on obtient :
Xps1(w) €-n+1;n+1]

De plus, puisque (par HDR) X, (Q) = [-n;n] chaque valeur de [-n;n] peut étre prise par X,;; et

ainsi, chaque valeur de [-n+ 1;n+ 1] peut étre prise par X, n+ 1.
4 [ Ip p P 1 — PETITE REMARQUE

o Siw e By, on obtient de la méme facon : Clest une question difficile, pas

X w)e-n—1;n-1 simple a rédiger...
ne1(@) € ] Elle pourrait se rédiger plus
Et chaque valeur de [-n—1;n—1] peut étre prise par X, n+ 1. simplement si I'opération + sur

les ensembles était connue.
Par définition, si A et B sont
deux ensembles :

A+B={a+b/(a,b)eAxB}

o SiweCy,alors X,41(w) =Xy (w) et donc :

o

Xp41(w) € [-n;1]

Et chaque valeur de [—-n;n] peut étre prise par X, n+ 1.
Dans ce cas, on pourrait
écrire que X,41(Q) =

X Q)=[-n-1;n+1 Xn(Q) + Yn1 (Q) + Zp41(Q) =
ne1(Q) = ] [=n;n] +{0;1} = {0;1}...

En regroupant ces trois cas, on obtient :

L'hérédité est ainsi établie.

’ Conclusion : pour tout n € N*, X,,(Q) = [-n;n].

(c) Soit n € IN*. Calculer P([X,, = n]).
L'événement [X = n] revient a gagner n points en n étapes. Comme on ne peut pas gagner plus d'un point
par étape, cet événement revient donc a avoir gagné 1 point a chaque étape.

n
Conclusion: [X=n]=A;NAyN..NA, = m Ap.
k=1

(d) Soit n € [3;+00[. Donner deux événements inclus dans 1’évenement [X,, = 0].
L'événement C; NCy N...NC, = Cy est toujours inclus dans [X,, = 0].
De plus, si n >3, I'évenement A; NB, NC3N..NC, =A; NByNC3 l'est également.
(e) Justifier que pour tout n € IN*, E(X;41) = BE(Xp) + ap+1 — b1
Soit n € IN". D’aprés la question B3(a) et par linéarité de I'espérance, on obtient :
E(Xpn+1) = E(Xp) + E(Yn41) = E(Zp41)
Or:
E(Ype1) = 1xP(Api1)+0xP(Apy)
= dn+l
et:
E(Zp+1) =bp

’ Conclusion : pour tout n € IN*, E(X;,11) = E(X;;) + ay1 — bpa1-

n
(f) Soit n € IN*. En déduire que E(X,,) = Z(ak — bg) puis déterminer une expression simplifiée de
k=1
E(Xy).
e A ce stade du sujet, on peut dire sans probleme que la premiére partie de la question se démontre par
récurrence immédiate.

n
Conclusion : E(X,) = Z(ak —by).
k=1
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e On en déduit, d’apres les questions A5(b) et A6 :

3 31 B 1\ IMPORTANT! ——————
Conclusion : pour tout n € IN¥, E(X,) = - (1 _(1) )_ o (1 _(f) ) +7On vérifie pour n = 1 pour se

rassurer...
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