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La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, 'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont

des critéres importants d’évaluation. Quelques précisions :
e la copie devra présenter une marge ainsi qu’une en-téte suffisantes,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans 'ordre de lecture,
o les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

o les questions d’'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé. Le sujet est d rendre avec la copie.

"Le monde ne mourra jamais par manque de merveilles,

mais uniquement par manque d’émerveillement.”
Gilbert Keith Chesterton
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Exercice 1

1. Vrai ou faux? Pour chacune des affirmations ci-dessous, préciser si elle est vraie ou fausse. La réponse
doit étre justifiée.

()

Soit f une fonction définie sur R. Si la fonction |f| est continue sur R, alors la fonction f est
continue sur R.
FAUX

S 1 six>0
En effet, considérons f : x +— { -

-1 six<O0
continue sur RR. En revanche, la fonction f n’est pas continue sur R (pas continue en 0).

. La fonction |f| est constante égale a 1 sur RR, elle est donc

. . . 1
Soit (uy) une suite. Si pour tout n € N¥, u, < vy alors Zun est convergente.
n>1
FAUX
" 1 -
Prenons la suite (u,) définie par: YneIN, u, =—1. On a bien: ¥n e IN¥, u, < —; et pourtant, la série Zu”
n2
diverge (grossierement méme, la vilaine).
Il existe une famille génératrice de cardinal 2 dans M;(RR).
FAUX
En effet, on sait que le cardinal d’une famille génératrice est supérieur ou égal a la dimension de I’espace vec-
toriel qu’elle génere. Et comme dim(,‘\/lz(IR,)) =4, M3 (R) ne possede aucune famille génératrice de cardinal
2.

Soient X,Y,Z € M3 1(R). Si les matrices X, Y, Z sont deux a deux non colinéaires, alors la famille
(X,Y, Z) est une famille libre de M3 1(R).

FAUX
1 0 1
Prenons X =|0|, Y=|1|Z= 1].
0 0 1

Les matrices X,Y,Z sont bien deux a deux non colinéaires, et pourtant, Z = X +Y, donc la famille (X,Y,Z)
n’est pas libre.

2. Etablir la convergence et déterminer la somme des séries suivantes :

()

(b)

n2
L
e Ona, pour tout n € IN :
n? nn—1)+n
271 271

1 1\V=2 1\n-1
= *17(1’1—1)(7) +7n(7)
4 2

. L\*2 Lyt e -
e Or les séries ZI’I(VI - 1)(,) et ”(,) sont des séries géométriques dérivées convergentes (car
2 2
1
- €]-1;1]).
Sel-11D

2

Par conséquent, la série > > est une combinaison linéaire de séries convergentes, elle est donc également

convergente et de plus :

+0o ”2 1 +00 ( l)(l)”72+ 1 +00 (l)”il
B n— - - nl=
2n 4 2 2 2
n=0 n=0 n=0
B 1 2 +1 1
T4 372 2
gy (-3
= 4+2
= 6

X ATTENTION !
Pour appliquer le théoreme
de comparaison sur les séries
a termes généraux positifs, il
manque la positivité !!

#) REDACTION

On rappelle que 'on travaille
sur les termes généraux, pas sur
les séries !! On peut éventuelle-
ment travailler sur les sommes
partielles, mais plutot dans le
cas de télescopages ou de chan-
gement d’indices...

2

. .. n
Conclusion : la série E >

est convergente et sa somme vaut 6.

1\2n
> ()
nx=1
1\21 1\
e On remarque que pour toutneN:(g) :(5) .

- % PP 1
e Orlasérie 2(5) est une série géométrique convergente (car 3 el-1;1]).

n>1
1\2n
Par conséquent, la série Z(g) est convergente et de plus :
n>1
NCEENACED)
3 B 9 9
n=1 n=0
= —5-
9

1—
1
8

X ATTENTION !
On connait la somme de la
série géométrique quand elle
démarre a 0...

5
. - 1\" 1
Conclusion : la série E (g) est convergente et sa somme vaut 3
n>l "
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n
(c) ]
Soit NeIN.On a:
N
n
>
n=0

Mz
2=

Jcarn!:nx(ﬂ—l)!

—_

Zl

i

(n—1)! J changement d’indice k =n—1

'

|

>
Il

N-1
- . . 1
Or on sait (série exponentielle) que : lim > —=e.
{—+00 =0 k!

PETITE REMARQUE
On voit qu’il va y avoir sim-
plification puis changement
d’indice... On manipule donc la
somme partielle !

v RIGUEUR !
1
La simplification % = o
n’a de sens que si n > 1... Il faut
donc isoler le cas n = 0 (pour
lequel le terme vaut 0).

. L. n
Conclusion : la série > — est convergente et sa somme vaut e.
n!

3. Soit (u,) une suite de réels. Démontrer le résultat suivant :

la suite (u,) est convergente si, et seulement si, la série E (Up+1 — Up) est convergente

1l s’agit d’une équivalence, on pourrait raisonner par double implication, mais ce n’est pas nécessaire ici.
n

En revanche, posons, pour tout n € IN, S, = Z(Mk+l —ug).

Par télescopage, on a:

Par conséquent, on a les équivalences :

((un) converge)

11tt

k=0

VnelN, S, =uyy1 —ug

posséde une limite finie en +c>o)
p

ossede une limite finie en +oo)

)

onverge)

Upyl — Uy) converge)

Conclusion : la suite (u,) est convergente si, et seulement si, la série E (Up+1 — Up) est convergente.

4. On considére la suite (S,) définie sur IN* par S,, = Z— On pose, pour tout n € IN¥, u, = Sy, et

Vi = Sopel-

n

(-1)F

k
k=1

(a) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

e Variations de (uy).
SoitneIN*.Ona:

Up+l —Un = San+2 = San

2n+2

2n+2_12n+1

REFLEXE | (2n+1)(2n+2)

Par conséquent, 1,1 —uy, <0 et la suite (u,) est ainsi décroissante.

e Variations de (v,). Soit n € IN*. On a:

Un+l —Vn =

S2n+3 = Son+l
(_1)2n+3 (_1)2n+2

2n+3 2n+2
-1 N 1
2n+3 ! 2n+2

Rérexe! (214 2)(2n+3)

Par conséquent, v,41 —v, > 0 et la suite (u,) est ainsi croissante.

e Limite de (v, —uy).
On a, pour tout n € N* :

Up—Up =  Sipt1 =S
(_1 )2n+l

2n+1
|

2n+1

Par conséquent : lim (v, —u,)=0.
n—+oo

’ Conclusion : les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

_1)k
(b) En déduire la convergence de la série Z (T)

k>1

Puisque les sites (u,) et (v,;) sont adjacentes, elles convergent et ont méme limite.

Ainsi, les suites de termes de rangs pairs et de rangs impairs de la suite (S,;) convergent vers une valeur

commune.
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Par propriété de recouvrement, la suite (S,) converge également vers ce réel.

-1 k

est convergente.

Conclusion : la série }

k>1

5. On considére la fonction f définie sur R par: Vx € RS, f(x) = x?In(x).
(a) Justifier que la fonction f est prolongeable par continuité sur [0;+oo[. On note encore f la fonction

prolongée.
e La fonction f est un produit de fonctions continues sur ]0;+oo[, elle est donc continue sur |0;+oo|.
e Eno0:
. s . 2
Par croissance comparée : lim x“In(x) = 0.
x—0

Ainsi, la fonction f est prolongeable par continuité en 0, en posant f(0) = 0.

‘ Conclusion : f est prolongeable par continuité sur [0;+oco[ en posant f(0) = 0.

(b) Démontrer que f est dérivable en 0 et préciser f’(0).
Soith>0.0na:
f(0+h)-f(0) f(h)-0

h

h
= hin(h)

Or, par croissance comparée, /lim hin(h) = 0.
1—(

‘ Conclusion : la fonction f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

(c) Justifier que la fonction f est de classe ¢! sur [0;+o0].

e f estun produit de fonctions de classe ¢! sur ]0; +00[, elle est donc ¢l osur 10; +00].

e Puisqu’on sait déja que f est dérivable en 0, il ne reste plus qu’a montrer que f’ est continue en 0.
Ona:
Vxe R/, i ‘(x)=2xIn(x)+x f’(O):O

Or, par croissance comparée, Iimo(l\’ln(,\‘) +x)=0=f"(0).
X—

Ainsi, f” est continue en 0.

Conclusion : la fonction f est de classe ¢l sur [0; +00].

(d) f est-elle deux fois dérivable en 0?
Cela revient a étudier la dérivabilité en 0 de f”...
Soit h>0.0na:
£/(0+ )= £(0)
h

Or /lim 2In(h) + 1 = —oo : f n'est donc pas dérivable en 0.
1—0 i

=2In(h)+1

Conclusion : f n'est pas deux fois dérivable en 0.

IMPORTANT !
Ne pas oublier cette étape !
En effet; examiner le cas x = 0
ne signifie pas qu’il n’y a pas
d’autres cas "problématiques”.

1" RAPPEL...
¢! signifie "f dérivable et f’
continue".

CE QU’IL FAUT RETENIR DES COPIES :

1. Le vrai/faux est en général assez mal traité... Il demande une bonne connaissance du cours (le cours, le cours, le cours!!); et de
ne pas se contenter de dire "c’est faux, on pourrait trouver un contre-exemple". Ce n'est pas au correcteur de trouver un contre-
exemple & votre place!

2. Attention a la rédaction sur les séries!! En particulier, si on travaille sur les sommes partielles, on n'oublie pas de passer a la limite
pour conclure...

3. La question 4 est un grand classique : a retravailler impérativement. Trop d’erreurs de calculs pour I'étude des variations de (u,) et
de (vy)... Et question trop peu traitée : a croire que vous ne savez pas ce que sont deux suites adjacentes, et ce que cela implique...

1.2.8.0.8.8.0 ¢
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ExXERCICE 2

1 -1 0
On consideére la matrice A=| 0 2 1}
-1 -1 3

1. Calculer (A —2I3)? puis en déduire que (A —2I3)> = 0.
-1 -1 0 1 1 -1

OnaA—N;[O 0 l]puis(A—213)3[1 -1 1 ]
-1 -1 1 0 0 0

‘ Conclusion : (A -213)3 = 0.

2. Montrer que l’ensemble E; = {X eM31(R)/AX = ZX} est un espace vectoriel dont on donnera une

base et la dimension.
X
Soit X = [(v € M3,1(R).Ona:

z

AX=2X <

-1
Ainsi: Ep \’ect[[ 1 ]]
0

e DPar conséquent, E; est un sous-espace vectoriel de M3 1 (R) et donc un espace vectoriel.

-1
e De plus, la famille [[ 1 ]] est :
0

o génératrice de E; d’apres ce qui précede,

o libre, car constituée d’un seul vecteur non nul.

-1
Par conséquent, la famille {{ 1 ]] est une base de E et ainsi dim(E,) = 1.
0
-1 1
3. PosonsU=| 1 [etV=]|0].
0 1

(a) Vérifier que AV € Vect(U, V).
On a déja:

De plus, on remarque que :

X ATTENTION !
dim(Ej) est le cardinal commun
des bases de Ej... Ici, la base
trouvée n’est constituée que
d’une seule matrice.

1= RAPPEL...
Vect(i7,7) = {a17+ bv/abe ]R} :
c’est I’ensemble des combinai-

‘ Conclusion : AU € Vect(U, V).

sons linéaires des vecteurs i’
et ¥\

(b) Résoudre I'équation AX = 2X +V, d’inconnue X € M3 1 (R).

X
Soit X = ;‘] € Mj3,1(R).Ona:
AX=2X+V & ((A-2I3)X=V
—x-yp=
— {:—O
—x-y+z=1
x=1-v
— {y—p
z=0
,l,y
— X=| v ]
0
~1-y
Conclusion:[XE,M3Y1(]T{)/1\X_2X+V}_{[ v ]/}'EH{}.
0

-1

(c) Posons W =] 0 |. Montrer que la famille (U, V, W) est une base de M3 ;(R).

0

— = POUR INFO...
Si on avait défini la somme
d’ensembles, on aurait pu

-1-y
écrire : [ v ]/yeIR =
0
-1 -1
[ 0 1 ]] : Clest un
0 0

espace affine de dimension 1,
porté par l'espace vectoriel

i

+ Vect

Vect
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e La famille (U, V, W) est de cardinal 3 dans M3 1 (IR), espace vectoriel de dimension 3; donc pour mon-
trer qu’elle est une base, il suffit de montrer qu’elle est libre.

e Soienta,b,ceR.Ona:

aU+bV+cW=0 —

—
|
Q
+
S
|
o
Il
o

o —

0 R 8
I
SCocooo o

Par conséquent, la famille (U, V, W) est libre.

Conclusion : la famille (U, V, W) est une base.

-1 1 -1
4. ConsidéronsP=|1 0 0
0 1 0

(a) Justifier que P est inversible et déterminer pL

0 1 0
Méthode habituelle... On trouve que P est inversible et P~! = [ 0 0 1].

-1 -1 1
0 1 0
(b) Déterminer la matrice T de sorte que A = PTP™! et vérifier que T=2I3+N,0uN=|0 0 1|.
0 0 O

2 1 0
Puisque A = PTP™!, on trouve T = P"' AP, et donc: T = [0 2 1].
00 2

Conclusion : A = PTP~! ,ouT=2I3+N.

5. On consideére ’ensemble C = {M e M3(R)/ AM = MA}.

(a) Montrer que I'ensemble C est un espace vectoriel.
e Par définition, C ¢ M3(R), et M3(IR) est un espace vectoriel;
e Lamatrice nulle appartient a C (car A x 015(R) = Op15(R) x A), donc C est non vide.

e Soient a,b € Ret M,M’ € C. Montrons que aM + bM’ € C.
On sait déja que aM + bM’ € M3(RR) et de plus :

Al@M+bM’) = aAM+bAM’
= aMA+bM’A
= (aM+bM')A

J M,M’ eC

Par conséquent : aM + bM’ € C.

’ Conclusion : C est un sous-espace vectoriel de M3(R), donc un espace vectoriel.

(b) Soient M € M3(R) et Q = P"'MP. Montrer I’équivalence :

MelC < NQ=QN

Ona:
MeC AM = MA
PTP'PQP ! =PQP'PTP!
pTQP ! =pPQTP!
TQ=QT
(213 +N)Q = Q(2I5 + N)
2Q0+NQ=2Q+QN
NQ =QN

’ Conclusion: M e C < NQ =QN.

A=PTP~! et Q =PMP™!
J pp-l=plp=1;

[RRRANA

(c) Démontrer que {Q e M3(R)/NQ = QN} = Vect(I3,N,N2).

a b ¢
SoitQ:[d e f]E,\/lg(]R).
g h i
Ona:
d e f 0 a b
NQ_[g h iJ ; QN=|0 4 e]
0 0 0 0 ¢ h
D’ou :
d=0
e=a
f=b
g=0
NQ=QN h=d
i=e
0=0
0=¢
0=h
a b ¢
— Q_[O a b]
0 0 a
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Par conséquent :

a b ¢
{Qe,\/lg(]R)/NQQN}{[O a b]/a,b,ceR}
0

0 a
0 0 1
Et comme N2 =[{0 0 0}, on a bien :
0 0 0

{QeM3(R)/NQ=QN} ={al3 + bN+cN? / a,b,c € R

Conclusion : [Q e M3(R)/NQ = QN} = \7ect(13,N,N2).

(d) Déterminer alors une base de C ainsi que sa dimension.
SoitMeC.Ona:

MeC < AM=MA -
T B J question 5(b)
— P IVHE{QE’M3(R)/NQ_QN} Jqueslionprécédenle
a b ¢
> da,bceR/P'MP=[0 a b
0 0 ¢
a b ¢
— dab,ceR/M=P|0 a b]P]
0 0 ¢
a-b+c -b+c —c
— Ha,b,ceR/M[ —c a-c b+c
-b -b a+b

Par conséquent :

aQ
Il

a-b+c -b+c —c

{ —c a-c  b+c
-b -b a+b

= Vect(I3, (A~ 213), (A 213)?)

/a,b,ce]R}

La famille (13, (A-2I3),(A- 213)2) est ainsi génératrice de C... De plus, elle est libre (il suffit de regarder les

matrices), c’est alors une base de C.

Conclusion : (13,(A— 213), (A - 213)2) est une base de C, et ainsi dim(C) = 3.

6. On considére I'ensemble R = {M € M3(R)/ M? +13 = A}.

(a) L'ensemble R est-il un espace vectoriel ?

R n'est pas un espace vectoriel car il ne contient pas la matrice nulle : 0 yy(r) + 13 # A.

(b) Soient M € M3(RR) et Q = P"'MP. Montrer I'équivalence :

MEeR Q2=I3+N

Ona:
MeR e M2+I3=A
— PQ’Pl+I3=A
— Q?+plzp=plap

= Q*+I3=T
=  Q%’+I3=2I3+N
= Q*=13+N

Conclusion: MeR < Q= I3 +N.

(c) Soit Q € M3(RR). Démontrer que si Q%= I3 + N, alors nécessairement, Q et N commutent.
Supposons que Q%= I3+N.On aalors :

QN = Q(Q°-13)

= Q°-Q
= (Q*-13)Q
= NOQ

. . 2 4 .
Conclusion : si Q“ =135 + N, alors nécessairement, Q et N commutent.

(d) En déduire, a l'aide de la question 5(c), les matrices Q € M3(R) telles que Q2=13+N.
Soit Q € M3(IR). Raisonnons par condition nécessaire et condition suffisante (ou analyse synthese).
e Condition nécessaire. Supposons que Q% =T3+N.
Nécessairement, d’apres la question précédente, Q commute avec N. Mais alors, d’apres le résultat de

a b ¢
la question 5(c), il existe des réels a, b, c tels que Q = [O a b].

0 0 a
Dans ce cas :

a 2ab b?+2ac
Q2 =10 a? 2ab
0 0 a?

EN GROS...
On a fait une sorte de "chan-
gement d’inconnu” entre la
recherche du commutant de N
et celui de A... Par conséquent :
C = Vect(I3,N,N?).

— PETITE REMARQUE ———
En fait, PI;P~! = I3, PNP~! =
P(T-213)P~! =PTP~ ! 213 =
A-2I3 et PN2P! = (A-213)2...
Et les questions 5(b) et 5(c)
nous permettent alors d’avoir

directement : C = Vect(I3,(A—
213),(A-215))..

X ATTENTION !
Cela ne signifie pas qu’il est
non vide !! S’il était vide,
passerions-nous vraiment 5
questions a I’étudier...?
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Mais alors :

a?  2ab  b?+2ac
Q°=+N = |0 2ab
0 0 a’
b)
a =1
— 2ab=1
b2 +2ac=0
a=1
1
b=—
2
-1
= —
8
— ou
a=-1
-1
b=—
2
1
c=—
8

, . . N ~ . 2
Par conséquent, les candidat-solutions a I’équation Q°

sont opposée.

= I3 + N sont les matrices [O 1

1 /2 -1/8
1/2 ] et
0 0 1

e Condition suffisante. Il ne reste qu’a regarder si ces candidat-solutions sont bien solution... Bon, c’est

le cas!
1 1/2 -1/8
Conclusion : les solutions de I’équation Q? =13+ N sont +[0 1 1/2 ]
0 0 1
(e) Conclure en déterminant I’ensemble R.
Soit M€ M3(IR).On a:
MeR <« M?+I3=A ion 6(b)
)71 N () \/l ]R / 32 _1 N question 6(b
PoMPe { QEM3(R)/Q" =I5+ } J question précédente
1 1/2 -1/8 — PETITE REMARQUE
s P IMP==+|0 1 1/2 Les raisonnements mis en place
0 0 1 dans cette question 6 sont trés
3 -5 1 proches de ceux de la question
M=+ 1 1 9 3 5... Les calculs sont en revanche
Y . un peu différents. Sur cette fin
o 12 d’exercice, on peut sans aucun
probléme tolérer que la copie
contienne un peu moins de

(3 5 1y
Conclusion: R = { - [ 1 9 3 ], —_ [
8lea -4 12) 814

détails calculatoires...

CE QU'IL FAUT RETENIR DES COPIES : Exercice trés classique qui a été globalement bien traité. La fin de la question 5 et la question 6 peuvent

maintenant étre retravaillées pour gagner encore quelques points sur cet exercice.

1.2.8.0.8.8.0 ¢
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ExEeErcICE 3

n
. 1 1 1 1
Pour tout entier naturel n, on pose uy, :kl_ol (1 + Z_k): (1+ 1)(1 + 5)(1 + Z)(l + 2_”)

1. Donner, sous forme d’entiers ou de fractions simplifiées, les valeurs de uq, u; et uj.

ug =2
u1:(1+1)(1+%):3

1 1 15
142:(1+1)(1+§)(1+;):I

2. Pour tout n € IN, exprimer u, en fonction de u,,.

SoitneIN.On a:
n+1

1
Un+l = r[ I+ 27)
k=0
1 n 1
- (gl
n+1 k
21 k=0
- (l * on+l )u”
) 1
Conclusion : pour tout n € IN, 1,11 = 1y x (1 + pYs) )

3. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n,ona: u, > 2.
Par récurrence...

e Initialisation. Pour n =0:
ug = 2, donc l'initialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que u, > 2 et montrons que u,1 > 2.
Par hypothese de récurrence, on a:
Uy >2

. . 1 . -
D’ou, en multipliant par 1 + T (strictement positif) :

1 1
Uy x (1+—)22(1+—)
on+l on+l
Clest a dire : '
Upyl 22+ PYd
1 . P
Et comme 3 >0, on obtient, par transitivité :
Upyl 22

L'hérédité est ainsi établie.

‘ Conclusion : pour tout entier naturel n,ona: u, > 2.

(b) Etudier les variations de la suite (uy,).
SoitneIN.Ona:

l n
Upntl —Un = “nx(l‘*'ﬁ) —Up
1
Uy x ﬁ
1 PETITE REMARQUE —————
Or uy >0 (car uy >2) et — >0. . . Q .
o 2n Puisque l'on sait que (u,) est a
Ainsi termes strictement positifs, on
Upel —Upy =20 peut aussi remarquer que pour
Un+l
‘ Conclusion : la suite (u,) est croissante. tout n €N, i L.
(c) Etablir que, pour tout réel x strictement supérieur a —1, on a: In(1+x) <x.
On sait que la fonction f : x > In(1 + x) est concave sur son ensemble de définition qui est | —1;+oo[.
Par conséquent, sa courbe est partout au-dessous de toutes ses tangentes, et en particulier de sa tangente au PETITE REMARQUE ————
point d’abscisse 0 dont I’équation réduite est : v = f'(0)(x — 0) + f(0), c’est & dire v = x. Sinon, on étudie la fonction

x + In(1 + x) - x, comme déja

‘ Conclusion : pour tout x > -1, In(1 +x) < x. fait 2 de multiples reprises !

(d) En déduire que, pour tout entier naturel n, In(u,) < 2.
Soit n € IN.

1
Puisque pour tout k € [0;n], 1+ x >0, on en déduit que :

n
1
In(u,) = Zln(l + ?)
k=0
Or, d’apres la question précédente :
\ 1
Yk e [0,n], ln(l + §)§
D’otl, en sommant :
iln(l + ! ) <
ok )= k
= 2 2
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Et ainsi, par transitivité :

Or:

M:
[y}
»‘ =
|
—_
. |
—_—
Nl—=

1
2(177) ] 1
A ey

’ Conclusion : pour tout n € IN, In(u,,) < 2.

4. En utilisant les questions précédentes, montrer que la suite (u,) converge vers un réel ¢, élément de
2
[2,e7].
D’aprés la question précédente, par croissance de I'exponentielle, on en déduit que pour tout n € IN, u,, < e’ : (uy)

est majorée. )
#) REDACTION ————————

Or (uy,) est croissante (question 3(b)). 1l vaut mieux distinguer les 2

Ainsi, d’apres le théoreme de convergence monotone, (u,) converge vers un réel . points :
Et puisque pour tout 71, #g < u, <2, on en déduit que € € [2;¢2]. e la CV, assurée par th de CV
> monotone
Conclusion : la suite (u,) converge vers un réel ¢, élément de [2,e7]. o 'encadrement de ¢, par 'en-

cadrement de (u,)

5. On se propose dans cette question de déterminer la nature de la série de terme général (¢ —u,).

+00
1
(a) Justifier que la suite (ln(un)) converge et que l'on a : In(f) = Zln(l + —)
k=0 2

. 2 . . . v RIGUEUR! ————
Puisque (u,) converge vers £ € [2: ¢“] et que la fonction In est continue en ¢ (car continue sur |0;+00[), on en N . S
ot ) e pas oublier la continuité
déduit que la suite (ln(un)) converge vers In(¢). de In en ¢ pour justifier que

(ln(u,,)) converge vers In(¢) !

n
1
Or, pour tout n € IN, In(u,) = }Zln(l * 27)
(=0

+0o0
1
Conclusion : La suite (In(u,)) converge vers In(¢) = Zln(l +— )
k=0 2k

X ATTENTION! ———
Pour que In(ab) = In(a) + In(b)
il faut que a,b > 0 (sinon, petit

14 - 1
(b) Montrer que, pour tout n de IN, on a ln(—) = Z ln(l + 2—k)
u
n k=n+1
Soit n € IN. Puisque u,, >0 et {>0,0ona :

l souci...).
ln( Uy ) = In(f)~In(un) J question précédente
+0o0 1 n 1
= Zln(l + ?)—Zln(l + 27)
k=0 k=0
+00
= Z ]n(l + —k)
k=n+1

) [ +00 1
Conclusion : pour tout n de IN, on a ln(—) = Z ln(l + 27 )

k=n+1
. . ¢ 1
(c) Etablir:VneN,0<In|—|< —.
Uy 2n
Soit n € IN.
1 1
e Puisque pour tout k € IN, ]n(l + x ) < x on en déduit, d’apres la question précédente, que :
+00 1 +00 1
) ln(l+?)§ ) %
k=n+1 k=n+1
Or:
*i (I
9k n+l 1
k=n+1 ’ ? !
1
=

Par conséquent :

¢ 1
In iy Sﬁ

e De plus, comme (u,) est croissante de limite ¢, on a : u, <¢. Et ainsi, puisque u, >0, — > 1.
u

ln(i

n
Par conséquent :

4

Conclusion:YnelN, 0 < ln( ‘
Un

1
o0

<
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1
(d) Déduire de la question précédente que: VneIN, 0 < —u, < f(l —e 27 )
Soit n € IN.

e (uy,) étant croissante de limite ¢, on a déja : € —u, > 0.

e Ensuite, considérons la différence :

D’apres la question précédente, par croissance de I'exponentielle sur R, on a :

D’ou, puisque u, >0:

Par conséquent :

Et ainsi :

L _L
C—up—C(1—¢ 2")=—u,+le 2"

p 1
! <e2T,

Un
1
0.~ 37
te 2" <uy,

_ L
—up+Cle 2" <0

1
C—up—C(1-e 27)<0

€1
Conclusion:Vne]N,OSffuy,Sf(lfc 2n )

l
(e) Justifier que, pour tout réel x,ona 1 —¢ * < x. En déduire que :Yne N, 0< - u, < —.

Conclure quant a la nature de la série de terme général € — u,,.

21’[

e On pose et on étudie la fonction ¢ : x > 1 —¢™ — x... On obtient sans difficulté que :

VxeR, 1-e ¥ <x

. . , ) . 1
e Soit n € IN. On applique le résultat que I'on vient de trouver avec x = — e R :

G W o e

iii.

271

_ L
Or, d’apres la question précédente : 0 < —u, < f(] —e 27 )

D’ou, par transitivité :

- % PP 1 PR
Or, la série E (E) est une série géométrique convergente (car 3 €]-1;1[), donc, par théoréeme de

comparaison sur les séries a

#) REDACTION ———————

s géné X siti 611 f— bo rero
termes généraux positifs, la série E (¢ —uy,) est également convergente. On compare seulement les

. - termes généraux : pas besoin de
Conclusion : la série > ¢ —u, converge.

comparer les sommes partielles

(et ¢a n’a pas de sens de compa-

Ecrire une fonction Python qui prend un entier naturel n en argument d’entrée et renvoie rer les séries).

la valeur de uy, en sortie.

def u(n):
U=2

U=U*(l+l/2>«*k
return U

for k in range(l,n+1):

) #ATTENTION : k, pas k+1...

2
. . e
Etablir:VneNN, {—u, < Pk
Soit n € IN.
D’apres la question 5(e) :
l
{—u, < >
Mais on sai i dapros | tion 4 0 <o dot on e
ais on sait aussi, d’apres la question 4, que ¢ <e“, d’ou (car 2" >0): o < 7
Le résultat en découle, par transitivité.
e?
Conclusion:¥YneWN, ¢ —u, < —.
2”
2
s e s .oe - . . ., 5In(10)+2
Résoudre, dans IN, I'inéquation 5 <1072, Interpréter le résultat. Donnée : % ~
n
19,5.
e SoitneN.Ona:
e -5 oM s o2 5
o <10 >e”x10 J par stricte croissance de In sur Ry
< nIn(2)>2+5In(10)
5In(10) + 2
In(2) J car In(2) >0
= nx>20

e Interprétation :
2

o2
Pour n > 20, on a o <

alors ¢ —u, < 1072,

1077; ainsi, d’aprés la question précédente et par transitivité, si n > 20,
X ATTENTION! ——
20 n’est pas nécessairement

Et comme on sait que ¢ —u, > 0, on obtient que, si n > 20, u, fournit une valeur approchée de ¢ a la plus petite valeur a partir

1077 prés.

de laquelle u, est une valeur
approchée de €4 107 prés,

- ,
PUiSGYE BOUS NAVORS AB5ASS /1
majorations...




CE QU'IL FAUT RETENIR DES COPIES : Des questions assez "classiques” dans les techniques, qu'il serait bon de retravailler : 5(c), 5(e).

La question 5(f)(i) a été trop peu traitée : il faut prendre les points sur cette question!!

1.2.8.0.8.8.0 ¢
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Exercice 4

Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on définit la fonction f,, sur I'intervalle [0; +oo[ par: f,(x) = x" —nx+1.

1. Ecrire une fonction Python de sorte que I’exécution de la commande f (n, x) renvoie la valeur de f,(x),
ou n € [2;+c0] et x € RY.

def f(n,x):
return xxxn-nxx+1

)

2. Soit n € [2;+0co[. Dresser le tableau de variations complet de f;, sur [0;+oo[.
La fonction f,, est dérivable sur [0;+oo[ car c’est une fonction polyndmiale, et :

Vx e [0;400], fl(x)=nx""'—n=n(x""1-1)

D’ot (la limite en +oo étant obtenue en factorisant f,(x) par x) :

x |0 1
i - 0+

fn 1\27n/+oo

+0o0

3. (a) Résoudre, dans R, I’équation f,(x) = 0.
(b) Soit 1 € [3;+00[. Démontrer que I’équation f,;(x) = 0 posséde exactement deux solutions, notées
oy et By, vérifiant :
0<oay<l<Py

e Sur |0;1[:
o f, est continue sur l'intervalle ]0;1[
o fy est strictement décroissante sur ]0;1[
D’apres le théoréeme de bijection f, est bijective de ]0;1[ dans f,(]0;1[) =]2—n; 1[.
Or, puisque n>3,ona 2—-n<0. Ainsi, 0 €]2-n;1[.
Par conséquent, I’équation f,;(x) = 0 admet une unique solution ay, sur ]0;1[.
e De méme sur |1;+oo].
L'équation f,(x) = 0 admet une unique solution B, sur |1;+co.

vérifiant: 0 <oy <1< Py

Conclusion : pour tout n > 3, I’équation f,(x) = 0 possede exactement deux solutions, notées a, et f,

(c) Démontrer que pour tout n € [3;+00[, f < 2.
Soit 11 € [3;+c0[. On sait que B, > 1, et ainsi, par stricte croissance de f;, sur ]1;+oco[, ona:

Pn<2 = fulBn)<fu(2)
= 0<2"-2n+1
— 2n-1<2"
= 2n<2"

Hum... Lancons-nous dans une récurrence pour démontrer que pour tout n € [3;+oo[, 2" > 2n.
e Initialisation. Pour n = 3, c’est immédiat.
o Hérédité. Soit n € [3;+oo]. Supposons que 2" > 21 et montrons que 21 > 2(n+1).
Par hypothese de récurrence, on a:

2" >2n
D’ou :
2n+] > 4n
Mais :
4n-2(n+1)=2n-2=2(n-1) > 0
n>3

D’ou 4n > 2(n+1), et par transitivité :
2" > 2(n+1)

Par conséquent :
Vn e [3;+00, 2" > 2n

‘ Conclusion : pour tout n € [3;+oo[, B, < 2.

4. (a) Recopier et compléter les lignes 4,7,8,10,11,12 de la fonction Python ci-dessous (ou f est la
fonction Python créée a la question 1) afin qu’elle renvoie une valeur approchée a 107> pres de
ay, pour 1 € [3;+00].

1 |def alpha(n):

2 a=0

3 b=1

4 while ......

5 m=(a+b)/2

6 if f(n,m)==0
@ @ coccooo

8 elif ......
9 b=m

10 elif ......
5 = o000
12 return ......

PETITE REMARQUE —
Pas nécessaire de traiter les cas
ou n ¢ [2;+oc0] et x <0 en fait...

PETITE REMARQUE
Le n est introduit dans
I’énoncé... Il ny avait donc
pas a écrire "soit n € [2;+co[ sur
les copies (j’avais oublié !).

COMMENT ES-CE POSSIBLE...

de ne pas trouver la bonne
valeur de f,(1)?2!!

#3 REDACTION ———————
%n rédige proprement un des

deux cas, mais pas l'autre !

Q ASTUCE DU CHEF ! © ——
Pour éviter d’avoir a justifier

les inégalités strictes par un

( argument supplémentaire, on
met en place le théoréeme de
bijection sur les intervalles
ouverts.

— v RIGUEUR!
La phrase "par stricte crois-
sance de f;7! sur ]1;+c0[" n'est
pas rigoureuse. En fait, il n'y a
pas qu’une bijection réciproque
ici,ilyena 2.
La bijection réciproque de la
restriction de fy, sur J0;1[ et
celle de la restriction de f,
sur ]1;+o0[... On préfere donc
l'argument sur f, ici (qui est
équivalent, et plus simple a
énoncer).

VN
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1 |def alpha(n):

2 a=0

3 b=1

4 while b-a>10xx(-5):

5 m=(a+b)/2

6 if f(n,m)==0:

7 a,b=m,m

8 elif f(n,m)+f(n,a)<0:
9 b=m

10 elif f(n,m)xf(n,a)>0:
1 a=m

12 return (a+b)/2

(b) On admet que I'on a écrit une fonction beta(n) qui renvoie une valeur approchée de f, (pour
n € [3;+00]) 2 1072 prés.
Proposer un programme dont l'exécution permettrait d’obtenir le graphique ci-dessous :

16
L] ° + alpha_n
141 ° ° ® betan
o °
. .
124
1.0 4
0.8
0.6
0.4
*
-
0.2 4 *
*
* - . .
T T T T T T T T
3 4 5 6 7 8 9 10

import matplotlib.pyplot as plt

N=range(3,11)

A=[alpha(n) for n in N]

B=[beta(n) for n in N]
plt.plot(N,A, 'r+’,label="alpha_n")
7 |plt.plot(N,B, "go’,label="beta_n")
s |plt.legend ()

9 |plt.show ()

oo W

o

5. (a) Justifier que la série Z[ﬂn est divergente.

n>3
. . . . . v RIGUEUR !
D’apres la question 3, la suite (B,,) est minorée par 1, elle ne peut pas converger vers 0. Par conséquent, Z 3

p ! ¢ (Bn) p P P4 © ¢ ! Pr A ce stade, nous ne savons pas

div i nz3 si la suite (B) a une limite

iverge grossierement. en +oo... Il ne serait donc pas

, L. . . . R N rigoureux d’écrire lim B, =

(b) Démontrer que la série E oy est divergente. Indication : on pourra chercher a la comparer d la 0 —+00

n>3

série harmonique.
Soit n € [3;+c0[. Ona: fy(ay) =0, ce qui donne :

n
Captl
n —
n
a’+1 1 o
Or ay, >0, donc > — et ainsi :
n
> 1 PETITE REMARQUE
An = . e
n OH pourralt aussi Verlﬁer que
, _ 1 L . ) !
Or on sait que E — est une série de Riemann divergente. fn )7 0...
n

n>3

Conclusion : par théoréme de comparaison sur les séries a termes généraux positifs, la série > oy est
n=3

divergente.

6. Etude de la suite (ay)-
(a) Démontrer que : Vn € [3;+00[, VX €]0;1[, fr41(x) < fu(x).
Soient n € [3;+oo[ et x €]0;1].
Ona:

frr1(x) = fulx) = X+ Dx+ 1= (x"—nx+1)

,\'HH "y

Or, x €]0; 1, donc ™! < x™; et donc ¥ —x" < 0.
Par conséquent, puisque x >0 :
’\,)1+l —x"—x<0
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‘ Conclusion : ¥n € [3;+00[, Yx €]0;1[, fr41(x) < frn(x).

(b) En déduire que la suite (o)) est décroissante.

Soit n € [3;+oo[. Puisque a;, €]0;1[ (question 3), d’apres le résultat de la question précédente, on obtient :

frr1(ans1) < fulog)

OF (@) = 0= fra1 (@ps1). Dok
Frv1(an) < fus1 (o)
Et puisque f,,] est strictement décroissante sur ]0;1[, on en déduit :

Qp 2 Opt]

‘ Conclusion : la suite (ay,) est décroissante.

, 2 . P .
c¢) Démontrer que pour tout n € [3;+oo[, a,, < — puis en déduire lim «,.
que p n p M Gn
n n—+oco

e Soit n € [3;+00[. On sait que f,(a,) =0, et, de plus :

) - et

Ainsi :

£ (% ) < folan)

n
(i z
n J carn>3,donc = <1
0 n

. L L2
Et comme f;, est stricte décroissante sur ]0;1[ (on a bien — et a,; dans ]0; 1[).
: n

Par conséquent :

— >«
0 n

e On aainsi (puisque (a,) est minorée par 0) :

N

Vne[3;+00], 0<ay, < 3

2 P .
Or, lim — =0. Le théoreme d’encadrement permet finalement de conclure...

n—+oo n

‘ Conclusion : la suite () converge vers 0.

(d) Démontrer que lim na, =1.
n=+co
Soit n € [3;+oo].
e Du fait que f,,(«;,) = 0, on déduit na,, = alf + 1.

° LA = ex ) onv vers 0. Ainsi, pa iti
Or:aff =exp(nln(ay)) et (o) converge vers 0. Ainsi, par composition

lim o) =0
n—+o0o

et opérations :

Conclusion: lim na, =1.
n—+oo

sos a
(e) La série E — est-elle convergente?
n

n>3
On a, d’apreés la question 7(c), pour tout n € [3;+00[ :
n _

2
n n

0< 5

. 2 . .
Or la série > 7 est une serie de Riemann convergente...
n>3

convergente.
s

Conclusion : par théoréeme de comparaison sur les séries a termes généraux positifs, la série >
n

7. Convergence de la suite (B).

1
(a) Etablir:V¥ne [3;+00], By <nir-1).
Soit n € [3;+00]. On a:

1 ; 1
fy,(n(”’“ ) = nnT—nxn-D 4]
n n
= T —nl tET 41
= 1

Et comme f,(B,) =0, on obtient :
1

fn(Bn) < fﬂ(” (n=1) )
Et par stricte croissance de f, sur ]1;+oco[, on obtient :

1

[3"! <n (n—-1)

1

Conclusion : Yn >3, g, <n("=1.

(b) En déduire que la suite (p,) converge vers 1.

v RIGUEUR !
Ne pas oublier de mentionner
que ay €]0;1[ pour pouvoir
utiliser la question précédente !

— PETITE REMARQUE
On pouvait aussi faire ainsi :

_ap+1
n— n .
Or «y € [0;1], donc af} € [0;1]
alb+1 2
et donc ——

< —. Par consé-
n

2
quent: a, < —.

Ce sont des arguments plus
élémentaires, mais j’ai plutot vu
la méthode exposée a gauche
dans les copies.

> REFLEXE !
On obtient une majoration
et on veut une limite... Théo-
réme d’encadrement? Relisons
I’énoncé a la recherche d’une
minoration...

= POUR INFO...
Pour n suffisamment grand,
on a donc nay ~ 1, c’est a dire

oy~ —.
n

. . 1
L’an prochain, on dira que —
n

est un équivalent de oy, en +oco.
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1

e D’aprés ce qui précede et la question 3(b) : Vn € [3;+00, 1 <p,; <n (=D
e Or, pour tout n € [3;+oo :
1

(n=1) .
nn=1) = exp(——1In(n)
n—1
Et, par croissance comparée :

1
lim n(n) =0
n—+oo n— 1

Ainsi, par composition :
1
lim n(=1) =1
n—+oo

Petit coup de théoréme d’encadrement...

Conclusion : la suite () converge vers 1.

CE QU'IL FAUT RETENIR DES COPIES : Globalement, les méthodes sur les suites implicites sont acquises et les questions classiques (théoreme
de bijection, variations des suites, encadrements) ont été bien traitées.

Tout I'exercice doit étre cependant retravaillé pour mieux réussir les autres questions.

DEevoIr SURVEILLE 5 - Page 16/16



