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CHARTREUX DEVOIR SURVEILLE 1

SAMEDI 10 SEPTEMBRE - 2H00

La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont
des criteres importants d’évaluation.

Quelques précisions :
e la copie devra présenter une en-téte d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans 'ordre de lecture,
o les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

o les questions d’un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n’est autorisé. Le sujet est a rendre avec la copie.

"Je ne crois pas au génie, seulement au dur travail."
Michel Petrucciani

DE L’ART DE GAGNER ET PERDRE DES POINTS...

Une seule facon de gagner des points :

[ UN ARGUMENT = UN POINT }

Par exemple, il faut veiller a :
e justifier les étapes de calculs,
e justifier la dérivabilité d’une fonction,
e justifier les manipulations sur les inégalités,
e vérifier les hypothéses de tout théoreme utilisé,
e citer les théorémes utilisés,

e annoncer le type de raisonnement utilisé (par récurrence, par I'absurde, par équivalences, par double-
implication...).

En revanche, les motifs de perte de points sont nombreux et les voici :

confusion d’objets / de vocabulaire -1 par occurrence
absence de quantification -1 par occurrence
mauvais emploi / absence de symboles mathématiques -1 par occurrence
récurrence mal rédigée -1 par occurrence
non sens jusqu’a -2 par occurrence
absence ou erreur de numérotation des questions -1 par occurrence
résultats non soulignés / encadrés jusqu’a -3 sur la copie
absence / erreur de pagination jusqu’a -3 sur la copie
copie insuffisamment soignée jusqu’a -5 sur la copie
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Exercice 1

Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. Soient n en entier naturel et f une fonction définie sur R. Traduire les énoncés suivants avec des
quantificateurs :

l.a. nestmultiple de 3.

dkeZ/n=3k

1.b. La fonction f n’est pas paire.
dxeR, / f(=x) = f(x)

1.c. Lafonction f s’annule sur R.
dxeR/ f(x)=0

1.d. La fonction f est la fonction constante égale a 2 sur R.
VxelR, f(x)=2

l.e. La fonction f est constante sur RR.
ACeR/VxeR, f(x)=C

1.f. La fonction f est bornée sur R.
JABeR/YxeR, A< f(x)<B

1.g. La fonction f n’est pas minorée sur R.
YAeR, dxeR/ f(x)<A

2. Soient P et Q deux assertions.

2.a. Donner la réciproque de P = Q.

La réciproque de P = Q est Q = P.
2.b. Donner la contraposée de P = Q.

La contraposée de P = Q est NONQ = NONP.

2.c. Donner la négation de P = Q.
La négation de P = Q est P ET NONQ.

3. Pour chacune des propositions suivantes, préciser si elle est vraie ou fausse, et justifier.

3.a. VabcdeR, ((@<berc<d)=>ac<bd
FAUX (montrons que : da,b,c,d e R/ "a<berc<d" erac>bd).
Posonsa=-2,b=1,c=-3etd=2.0Onaa<berc<d,etpourtant ac=6>2=bd.
1 1 1
3b. da,beR*/ —+ - = —
a b ab
VRAL
Soient a,b € R*. Transformons le résultat pour y voir plus clair... On a :
Lyl — PP rabeo
PR p b car a, b=
— b+a=1
. 1 1 . 1 1 1
Posons maintenant : a = — et b= —. Dans ce cas, on a bien — + — = —.
2 2 a b ab

3.c. Sif estune fonction définie sur R, alors la fonction g: x — f(x) — f(—x) est impaire.
VRAI (montrons que pour toute fonction f définie sur R, la fonction g: x — f(x) — f(—x) est impaire).
Soit f une fonction définie sur R. La fonctiong : x + f(x) — f(—x) est alors également définie sur R,
ensemble symétrique par rapport a 0, et, pour tout x e R :

g=x) = f(=x)-f(x)
= —(=f(=x)+f(x))
= —g(x)

Par conséquent, la fonction g est impaire.
3.d. Si f est une fonction définie sur R telle que f(—1) = f(1), alors f est paire.
FAUX (montrons qu’il existe une fonction f définie sur R telle que f(—1) = f(1), sans que f ne soit paire).
Posons f : x> x(x+1)(x—1). Ainsi, f(=1)=0et f(1) =0, donc f(=1) = f(1); et pourtant f n’est pas paire
puisque f(-2) =—-6= f(2).
3.e. Sif et g sont deux fonctions définies sur R, telles que f est croissante et g décroissante, alors
f o g est décroissante sur R.
VRAI
En effet, soient f et ¢ deux fonctions définies sur R, telles que f est croissante et g décroissante, et soient
x1,x2 € R tels que x1 < x».
En appliquant g, qui est décroissante sur R, on a:
g(x1) = g(x2)
Et en appliquant f, qui est croissante sur R, on obtient :
flg(x1)) 2 f(g(x2)
Autrement dit :
(fog)lx1) 2 (f og)lx2)

C’est a dire que f o g est décroissante sur RR.

15 RAPPEL... ———
f, définie sur R, est paire
lorsque : Vx € R, f(-x) = f(x).

est "est nulle".

X ATTENTION! ———
ﬁe pas confondre "s’annule”

15" RAPPELS...
e Soit A € R. f est minorée
sur R par A lorsque : Yx €
R, f(x)>A.
e f est minorée sur R
lorsque:3A e R/Vx €
R, f(x)>A.

PETITE REMARQUE

En revanche, sia,b,c,d € RY,
c’est vrai (il suffit méme que
be,deR"...).

PETITE REMARQUE

Et c’est le cas pour tout
couple de réels non nuls (a,b)
vérifiant a+b = 1.1l y a donc
une infinité d’exemples pos-
sibles...

PETITE REMARQUE
+ Ici, f est méme impaire...
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3.f. Sif et g sont deux fonctions définies sur R, telles que f est croissante et ¢ décroissante, alors

f + g est décroissante sur R.

FAUX (montrons qu’il existe deux fonctions f et g, telles que f croissante,

&

soit pas décroissante).

croissante, mais que f + ¢ ne

L . -1 . . .
Considérons f : x + x ainsi que ¢ : x +—> 5 La fonction f est croissante sur R, la fonction g est

L . 1 .
décroissante sur R, et pourtant la fonction f +g:x+— 5% est croissante sur R.

4. Résoudre l'inéquation > x, d’inconnue x € R.
SoitxeR.Ona:
¥Pexr = ¥-x>0

= x(x’-1)>0

— x(x+1)(x-1)>0

Tableau de signes de x(x+1)(x—1):

X —00 -1 0 1 +00
X - - 0 + +
x+1 - 0 + + +
x—1 - - - 0 +
X(x+1)(x=1) - 0 + 0 - 0 +
Conclusion : x° > x lorsque x €] — 1;0[U]1; +oo[.
1

5. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f : x +—>

Notons Dy I'ensemble de définition de la fonction f. Soit x € R. On a:

xeDf 9x2 —6x+1>0

Or: N
9x2 —6x+1=(3x—1)?
Donc :

1
9x2 —6x+1>0 = xz3

VoxZ ex+1

Conclusion : 'ensemble de définition de f est R\ {%}

6. Démontrer par récurrence :

VnelN, VxeRF, (1+x)">1+nx

e Initialisation. Pour n=10:

Pour tout x € R, (1 +.\')O =1let1+0xx=1.Ainsi, pour tout x € RY, (1+ ,\‘)0 >1+0 x x: I'initialisation est

vérifiée.

o Héreédité. Soit n € IN. Supposons que "Vx € R¥, (1 +x)" > 1+ nx" et montrons que "Vx € RY, (1 +x)

T+ (n+1)x"
Soit x e RT. Par hypothese de récurrence, on a:

(1+x)">1+nx

D’ot, en multipliant par 1 +x (positif car x e R™) :

(1+x)" > (1 +nx)(1 +x)

Clest a dire:

" 2
(1+)™ > 1+ nx+x+nx?

Mais n> 0 et x2 > 0, donc nx? > 0. Ainsi :

2
l+nx+x+nx">21+nx+x=1+(n+1)x

On en déduit donc :
(1+x)" ' >14(m+1)x
L’hérédité est ainsi établie.

n+1 >

PETITE REMARQUE
Selon les cas, il est possible
que f + g soit croissante, dé-
croissante, ou non monotone !

sible !!

mwREFLEXE! ————
+7On factorise autant que pos-

— PETITE REMARQUE

Si ¢a vous chante, vous cal-
culez le discriminant et vous
faites un tableau de signes
avec la regle "du signe de a a
I'extérieur des racines" ! Ce
qui justifie que 9x~ + 6x + 1
est bien toujours strictement

positif dés que x = %

— ¢ RIGUEUR!

Ne pas oublier de quantifier
le x... Soit dans la récurrence

( (en début d'initialisation puis

en début d’hérédité); soit
avant la récurrence pour étre
tranquille.

IMPORTANT !
On mentionne les arguments
utiles sur la manipulation des
inégalités.

X ATTENTION !
On ne veut pas d’équiva-

lence dans I’hérédité... Déja
parce-que I’hérédité consiste
a vérifier une implication;

et aussi parce-qu’en général,
vous ne savez pas rédiger cor-
rectement par équivalence !

Conclusion : par récurrence, on a démontré que pour tout n € N et pour tout x € R*, (1 +x)" > 1+ nx.

7. Soient a,b,c € R. Démontrer :

(Vxe]R, ax2+bx+c:2x+1) —

Raisonnons par double-implication...

a=0
Supposons { b =2
c=1

Dans ce cas, pour tout x € R:
axZ+bx+c=2x+1

a=0
b=2
c=1
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Réciproquement, supposons ('%\‘ €R, ax’ +bx+c=2x+1 )
En particulier :
o pour x =0, on obtient directement c =1,
o pour x =1, on obtient a+b+c=3; maiscommec=1,ona:a+b=2,
¢ pour x =-1, 0n obtienta—b+c=-1;maiscommec=1,ona:a-b=-2

Puisque a—b=2eta+b =2, en sommant ces deux égalités, on arrive a :

N

a=0

Par conséquent, a = 0, et comme a+0b =2, il reste b = 2.
Finalement :

CE QU’IL FAUT RETENIR DES COPIES : Quelques remarques générales :

e Lordre des quantificateurs est important... En particulier, la phrase "Vx € R, 3C e R / f(x) = C" ne signifie pas que f est constante
sur R puisque cette phrase est valable pour toutes les fonctions! En effet, dans cette phrase, C peut-étre choisi aprés x et donc en
fonction de x...

e Il y a beaucoup de confusion d’objets... On rappelle que f désigne une fonction (qui peut étre continue, dérivable, croissante,
définie sur...) alors que f(x) est un réel (qui peut étre positif, égal a, supérieur a,...).
Egalement, I'écriture "f : x +—> x? +x" se lit "la fonction f qui & x associe x° + x" : elle représente donc une fonction, et pas un réel.
Au passage, le x est muet dans cette écriture et n’a donc pas besoin d’étre quantifié.

e Il est admissible qu’une récurrence ne soit pas correctement rédigée! Le "Soit n € .." en début d’hérédité est PRIMORDIAL au
raisonnement (voir le principe de récurrence dans le chapitre 0).

e L'emploi du mot "donc" doit étre précis : il indique un lien de causalité entre un résultat et ce qui précede directement. On n’est
pas sur Instagram : essayons d’utiliser une vocabulaire approprié!

On consideére la fonction f : x

1.2.8.0.0.8.0 ¢

ExXERCICE 2

X3—

——— et on note Cy sa courbe représentative.
x?+1

1. Donner I'ensemble de définition de f puis étudier la parité de f.

e Soit x € R. On sait que x2+1=0, donc f(x) existe.

Conclusion : 'ensemble de définition de f est RR.

Ona:

|
|
[e8)

Ainsi :
o puisque f(—1) = f(1), f nest pas paire;

o puisque f(-1)=—f(1), f n'est pas impaire.

Conclusion : f nest ni paire, ni impaire.

2. Déterminer la dérivée de f.

R o
Posons u : x — ,\'3 —letv:x+— x“+1,desorte que f = —.

=3
Les fonctions u et v sont dérivables sur R et la fonction v ne s’annule pas sur R, par conséquent, la fonction f est
dérivable sur R et, pour tout xe R :

f'(x) = S

REFLEXE !

PETITE REMARQUE

Vue la téte de f, on pense
qu’elle n’est ni paire, ni im-
paire...

— X ATTENTION !
C’est la seule facon de mon-
trer qu'une fonction n’est ni
paire ni impaire !!
En effet, la négation de
"Wx € R, f(-x) = f(x)"est
"Ix e R/ f(=x) = f(x)"; et
pour prouver cela, il suffit
de trouver un x de sorte que

Fl=x) % f ().

#) REDACTION ——————

On se familiarise avec cette
rédaction au point de se I'ap-
proprier !
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3. On considére maintenant la fonction g définie sur R par: Yx € R, g(x) = X3 43x+4.

3.a. FEtudier les variations de g sur R.
On sait que :

o la fonction x —> x° est strictement croissante sur R,
e la fonction x —> 3x + 4 est strictement croissante sur IR.

Par conséquent, la fonction g est une somme de deux fonctions strictement croissantes sur RR.

‘ Conclusion : f est strictement croissante sur R.

3.b. Calculer g(-1) puis en déduire le signe de g(x), pour x € R.

o Sans difficulté : m

e De plus, puisque g est strictement croissante sur R, on obtient le tableau de signes suivant :

X —00 -1 +00

a(x) -0+

4. Déduire des questions précédentes le tableau de variations de f sur R. Les limites ne sont pas deman-
dées.
On remarque que :

\ / xg(x)
VxeR, f'(x)= ﬁ
Ainsi, d’apres la question précédente, on obtient :
X —00 -1 0 +00
X - - 0 +
g(x) - 0 + +
(,\'2 +1)? + + +
(%) + 0 - 0 +
3
f TN L,

5. Btudier la position relative de Cy par rapport a la droite d’équation y = x.
SoitxeR.Ona:

3
x7 =2
fx)-x = -
’ x2+1 .
\3—2—(\'(.\*4— 1))

N x<+1

o —x=2

X241

Or:
X —00 -2 +00
-x-2 + 0 -
Xl + +
—-x-2 0
I + _
X241
Par conséquent :
Vx€]—oo;—2[, f(x)>x VOCABULAIRE
Vx €]—2;+00[, f(x)<x La droite d’équation y = x est
appelée premiére bissectrice
Conclusion : Cr est au-dessus de la droite d’équation v = x sur ] —co; =2, (la seconde étant la droite

Cy est au-dessous de la droite d’équation y = x sur | — 2;+o0], d’équation y = —x).

C>f et la droite d’équation v = x se rencontrent en le point de coordonnées (-2;-2).

IMPORTANT !
On pense a faire figurer
toutes les informations
connues :
e points connus,
e tangentes horizontales,
e positions relatives avec
d’autres courbes.

6. Représenter l'allure de Cy dans un repére du plan judicieusement choisi. Donnée : V2 =~1,26.
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CE QU’IL FAUT RETENIR DES COPIES : Rappels sur la différence entre "Vx e R" et "Soit x e R" :

e "YxeR"s'utilise devant une phrase mathématique (un prédicat) et n’est valable que pour cette seule phrase!
En particulier, on ne commence pas des lignes de calculs par "Vx € R" et on n’enchaine surtout pas sur une phrase en frangais apres
avoir écrit "Vx e R".

e "Soit x € R"s’utilise avant d’écrire une phrase mathématique ou avant de mener des étapes de calculs. Il est valable pour I’ensemble
de la question (ou sous-question) traitée.

1.2.8.0.8.8.0 ¢

ExERrRcICE 3

L'objectif de I'exercice est de déterminer toutes les fonctions f, définies sur Q et a valeurs dans R, telles que :

Yx,peQ f(x+p)=f(x)+f(v)

Cette équation fonction-
nelle est appelée équation de

1dé : 4rifi . - — Cauchy, du nom du célebre

1. Analyse. Considérons f une fonction vérifiant : Vx,p € Q, f(x+v) = f(x)+ f(v). o e et
l.a. Déterminer f(0). n’est plus vrai si on considére

Utilisons la relation vérifiée par f avec x =y = 0, on obtient alors : f définie sur R (a moins de
considérer f continue sur R);

f£(0)=£(0)+£(0) mais c’est plus délicat a éta-

N blir et hors programme !
D’ou

et donc

Conclusion: f(0)=0

1.b. Démontrer:VnelN, f(n)=nf(1).
Par récurrence...
e Initialisation. Pour n=0:
f(0)=0et0x f(1)=0:Vinitialisation est ainsi vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que "f(n) =nf(1)" et montrons que "f(n+1)=(n+1)f(1)".
Ona:

f(n+1l) = f(n)+/f(1) (d’apres I’équation fonctionnelle sur f
= nf(l)+f(1)
= (n+1)f(1)

) N .
() par hypothese de récurrence

L'hérédité est ainsi établie.

Conclusion: Yn e N, f(n)=nf(1).
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1.c. Montrer:VYm €] —o0;0], f(m)=mf(1).
Soit m €] —o00;0]. On a :

0 =

J relation fonctionnelle sur f

J d’apres la question 1.a, car —-m € IN

Ainsi :
f(m)—mf(1)=0
D’ou :
f(m)=mf(1)

‘ Conclusion : ¥Ym €] — o0; 0], f(m)=mf(1).

1.d. Notons a = f(1). Démontrer enfin que pour tout x € Q, f(x) = ax.

Soit x € Q. Il existe donc p € Z et g € IN" tels que x = L
q

e Ainsi, on obtient d’une part, gx = p € Z et donc :

flgx) = f(p)
= pf(1)

J d’apres les questions précédentes, car p € Z

e Mais on a également, puisque g € N* :

flgx) = f(x+x+..+x) L . R .
’ 7\ . J relation fonctionnelle... analogue a la récurrence!
q fois

qf (x)

On en déduit donc :

Et comme g # 0, on obtient :

2. Synthese. Vérifier que les fonctions linéaires sur @ sont des solutions du probléme.
Supposons qu’il existe un réel a tel que pour tout x € Q, f(x) = ax. Dans ce cas, pour tout x,v € Q :

flx+v) = a(lx+y)
= ax+ay

= f()+f()

‘ Conclusion : les fonctions linéaires sur Q sont des solutions du probleme.

3. Conclure.

‘ Conclusion : les fonctions définies sur Q telles que Yx,v € Q, f(x+7v) = f(x)+ f(v) sont les fonctions linéaires.

CE QU’IL FAUT RETENIR DES COPIES : Dommage que cet exercice n'ait pas été traité, certaines questions (1.a., 1.b., 2) sont tres accessibles.

DevoIR SURVEILLE 1 - Page 7/7



