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La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont
des critéres importants d’évaluation.

Quelques précisions :
e la copie devra présenter une en-téte d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans 'ordre de lecture,
o les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

o les questions d’un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé. Le sujet est d rendre avec la copie.

"L'dge milr devient sot et négligent lorsqu’il sous-estime la jeunesse."
Albus Dumbledore [Harry Potter et le Prince de Sang Mélé]
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Exercice 1

1
Considérons la fonction f : x + In(1 + x) + Toa 1, définie sur |- 1;+o0[.
X

1
1. 1l.a. Déterminer lim (1n(X)+—).

X—0 X
X>0
1.b. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition, et préciser les éventuelles asymptotes de sa courbe
représentative.

2. Dresser le tableau de variations complet de f sur |—1;+o0].
3. Etablir:
VxeR", f(x)<x?
On considére a présent la suite (u,) définie par: ug =1 ; VnelN, uyi1 = f(uy).
4. Démontrer que la suite (u,) est bien définie et minorée par 0.
5. Etablir :
VnelN, u,yq < u%

6. En déduire :

1 271—1
VnelN*, u, < (ln(2) - E)

7. Démontrer finalement la convergence de la suite (u,) et préciser sa limite.

e e ke ke ke

ExERCICE 2
Considérons la fonction f : x > (x — 1), définie sur R, ainsi que la suite (u,) définie par :

1
wo =3 ; YneN, w1 = f(uy)

1. Bcrire un programme permettant d’afficher la liste des termes ug a u1g. L'exécution de ce programme doit afficher :

[0.5, ©.25, 0.562, 0.191, 0.654, ©.12, 0.775, 0.051, 0.901, 0.01, 0.981]

SiaeRet peNN,lacommande round(a,p) renvoie l'arrondi de ad 107F prés.

2. Donner les variations de f sur R puis établir : Vx € [0;1], f(x)€[0;1].

Démontrer que f posséde un unique point fixe sur [0;1] et le déterminer. On notera « ce point fixe. Etablir : — <a < .

3.
4 2
4. Représenter l'allure de la courbe de f sur [0;1], ainsi que les premiers termes de la suite (u,). Que peut-on conjecturer?
5. Résoudre I’équation f o f(x) = x, d’inconnue x € [0;1].
6. 6.a. Démontrer :

VnelN, 0<uppy3 Supppr Sa<uy, <upprn <1

6.b. Justifier que (up,) et (uz,41) sont convergentes. On notera ¢ et ¢’ leurs limites respectives.
6.c. Démontrer que ¢ = 1. Etablir : ¢/ = f(¢). En déduire la valeur de ¢’.

7. Que peut-on déduire des questions précédentes quant a la suite (uy)?

2. 8.8.9.8.0.9 ¢

ExERrRcICE 3

On considére la matrice A =
-1 -1 3

-1 -2 3
1 2 -1}

1. L'exécution du programme suivant

import numpy as np

A=np.array([[-1,-2,3],[1,2,-1],[-1,-1,3]])
A2=np.dot(A,A)

A3=np.dot(A2,A)

print (A3—-4xA2+5%A)

o Ul e W o e
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affiche le résultat :
[[2 0 0]

[0 2 0]
[0 6 2]]

Interpréter ce résultat.

2. Déduire de la question précédente que A est inversible et exprimer son inverse en fonction de I3, A et A%

PARTIE A. PUISSANCES PAR TRIGONALISATION.

3. Justifier que la matrice A —2I3 n’est pas inversible puis résoudre I’équation AX = 2X, d’inconnue X € M3 1 (R).

1 -1 1
4. On considére lamatrice P={0 1 1| Démontrer que P est inversible et déterminer P~
1 0 1

. Vérifier que la matrice P~' AP est triangulaire supérieur. On notera T cette matrice. Démontrer ensuite :

ul

VnelN, A" = PT"P~!

0 0 O
6. 6.a. 6.ai. PosonsN=[0 0 1| Calculer N? puisen déduire, pour tout k € [2;+oo, N¥.
0 0 O

6.a.ii. Déterminer alors, pour tout n € IN, 'expression de T".
6.b. Proposer une autre méthode pour déterminer, pour tout n € IN, 'expression de T” (sans la mettre en ceuvre).

7. Soit n € IN. Déduire des questions précédentes ’expression de A” en fonction de 7.

PARrTIE B. PUISSANCES PAR DIVISION EUCLIDIENNE.

8. Question préliminaire.
Soient P une fonction polynomiale de degré supérieur ou égal a 2 et a un réel. Démontrer le résultat :

(IQeR[x]/VxeR, P(x) = (x—a)’Q(x)) & (P(a) =0 Er P'() =0)

9. On considére la fonction polynomiale P : x —s x> — 4x? + 5x - 2.
9.a. Déterminer les racines de P.
. . vy . . | VxeR, x" =P(x)Qu(x) + Ry(x)
9.b. Soit n € IN". On admet qu'’il existe deux fonctions polynomiales Q,, et R, telles que : { deg(R,,) < deg(P)
Etablir :
Ry(1)=1; Rp(2)=2"; Ry(l)=n
En déduire I'expression de R,,.
10. Soit n € IN. Déduire des questions précédentes ’expression de A" en combinaison linéaire de I3, A et A?. Cette expression est-elle
encore valable pour n=-17?

2. 8.8.8.8.8 9 ¢

Exercice 4

Dans tout l'exercice, on prend comme convention : Vx € R, KO =1.
L'objectif de l’exercice est d’établir :

n
. X
LW

:eX

-k
!

ParTIE A. PROGRAMME Python.

1. Recopier et compléter le script Python suivant de sorte que, si k € IN, alors I'exécution de factorielle (k) renvoie la valeur de k!.

def factorielle (k):

T

-~
(=}
-
=
-
S
=

aQ
o

—

return res

[

2. 2.a. Ecrire une fonction Python prenant en arguments d’entrée un réel x et un entier naturel n, puis renvoyant en sortie la liste
1 n

, , X7 x x
composée des réels : —, —, ..., —.
o 1! n!
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2.b. En déduire une fonction Python prenant en arguments d’entrée un réel x et un entier naturel », puis renvoyant en sortie la
leurde ) 2
valeur de ZF
k=0
k

3. Compléter le programme suivant de sorte que, si x € R et n € IN, alors I'exécution de CB_somme (x,n) renvoie la valeur de Z ik
k=0 "

def CB_somme(x,n):
facto S o000

for k in range(l,n+1):
facto=kxfacto

N o O e W =

return S

4. Entre les programmes des questions 2.b. et 3., lequel préférer? Justifier la réponse.

PArTIE B. UNE CROISSANCE COMPAREE.
L'objectif de cette partie est d’établir le résultat suivant, qui sera utile dans la partie C :

K
=0

VxeR, nlim

—+co 7!

Soit x € R. Considérons la suite (u,) définie par: Vne NN, u, =

x|"
— Posons ng = | 2|x|].

n

5. Rappeler 'encadrement reliant x et [ x].

. 1 g
6. Démontrer : Vn € [ng;+oo[, upy1 < 5tn: En déduire :

1
Vn € [ng;+oof, u, < g Uno

7. Conclure.

ParTiE C. DEMONSTRATION.

Posons, pour tout n € N, f,, et g, les fonctions définies sur R par :

VX eR, folx —*Zk, S VxeR, gu(x) = fulx -

8. Donner, pour tout n € IN*, £,(0) et g,,(0).

9. Soit n € IN*. Justifier que les fonctions f, et g, sont dérivables sur R puis établir :

X”

- n—2x _
VxeR, fi(x)= - gylx)= —=xTe

n!

10. Premier cas:six € [0;+o0o].
10.a. Soit n € IN*. Déduire de la question précédente les tableaux de variations des fonctions f, et g, sur [0;+oo].

10.b. Soient x € [0;+o0[ et n € IN* tel que n > 2x. Démontrer alors :

fu(x) <1< gp(x)

En déduire : .
0<e' - % < Z—T
k=0
10.c. Conclure.
11. Second cas : si x €] — o0;0].
11.a. Soit n € IN*. Donner les tableaux de variations des fonctions fo, et f,41 sur | —oo;0].

11.b. Soient x €] — c0;0[ et n € IN*. Démontrer alors :

En déduire :
2n+l k (2n+1 (2n+1

2n
0<e’— < ;
=¢ (=" 2n+ 1) 2n+1)! ZO

=

k
71

11.c. En déduire que, pour tout x €] — oo; 0], les suites (fZ”(X))ne]N* et (f2n+1 (x))ne]N* convergent toutes deux vers e*.

11.d. Conclure.
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