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DEVOIR SURVEILLE 6
(CHARTREUX SAMEDI 29 AVRIL 2023 - 4100

La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont
des critéres importants d’évaluation.

Quelques précisions :
e la copie devra présenter une en-téte d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans 'ordre de lecture,
o les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

o les questions d’un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé. Le sujet est d rendre avec la copie.

"Prenez tout trés au sérieux, d l'exception de vous-méme."
Rudyard Kipling
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Exercice 1

1
Pour tout n € IN¥, on pose u, = J

al dx.

o h(x+n)

1. Calculer uy.

2. Soit n € IN*. On définit la fonction f, sur [0;1] par: Yx €[0;1], f,(x) = ﬁ Dresser le tableau de variations de f,; sur [0;1].
1
3. 3.a. Montrer que pour tout n € N¥, 0 < uy, < —-
n
+oo
3.b. En déduire la convergence de la série Zun. Onnotey= ) uy.
nx1 n=1
n
4. On pose, pour tout n € IN¥, S, = Zuk.
k=1
4.a. Justifier : YneIN¥, S, <.
X b
4.b. Déterminer les deux réels 4, b tels que pour tout x € [0;1] et tout k € IN* : k(x\+ 0 = % T
, 1
4.c. Etablir alors: Yk € IN¥, uy = % —In(k +1) +In(k).
n
. . 1
4.d. Vérifier que pour tout ne€ N, S, = Z% —In(n+1).

(&)

k=1

n

1
. Pour tout n € IN¥, on pose T, = Z% —In(n).

k=1
5.a. Justifier que (T,;),eN+ est convergente et préciser sa limite.
, 1 1
5.b. FEtablir: Yn € IN¥, —l <In(n+1)-1In(n) £ —. En déduire que (T,),eN+ est décroissante.
n n

6. Donner finalement, pour tout n € IN*, un encadrement de y a l'aide de T, et S,,.

7. On considére la fonction Python définie ci-dessous :

import numpy as np
def gamma(p) :

n=1
while np.log(1+1/n)>p:

n=n+1
L=[1/k for k in range(1l,n+1)]
S=sum(L)-np.log(n+1)
T=sum(L)-np.log(n)
return S,T

L'exécution de la commande gamma(10xx%(-3)) renvoie : (0.5767160812351229, 0.5777155815682065). Interpréter ce résultat
en justifiant soigneusement la réponse.

1.2.8.0.8.8.0 ¢

ExXERcCICE 2

Un mobile se déplace aléatoirement sur un axe dont 'origine est le point O d’abscisse 0.

Au départ (instant 0), le mobile est situé sur le point O. Le mobile se déplace selon la régle suivante : a l'instant n (n € IN¥), il se place de
facon équiprobable, sur I'un des points d’abscisse 0,1,..., .

Pour tout entier naturel n, on note X,, I’abscisse de ce point a I'instant n (on a donc Xy = 0).

On admet que, pour tout entier naturel n, X, est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q2, A, IP) que 'on ne cherchera
pas a déterminer. On admet aussi que (X,),eN est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes.

1. 1l.a.
1.b.

Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, la loi de X,,.

Justifier que, pour tout entier naturel n non nul, X,, posséde une espérance et une variance, puis les déterminer.

2. On note Y l'instant auquel le mobile se trouve pour la premiére fois a 'origine (sans compter son positionnement initial), et on
attribue a Y la valeur O si le mobile ne revient jamais a l'origine. On admet que Y est une variable aléatoire définie sur (Q2, A, IP).

2.a.
2.b.

2.c.

2.d.

Justifier que Y(QQ) =IN.

Pour tout entier naturel i non nul, exprimer I’événement [Y = i] a 'aide des variables aléatoires X1, X>,..., X;.
1
i(i+1)

En déduire : Vie N, P([Y =i]) =

+00
Vérifier par le calcul que l'on a: ZIP([Y =i])=1.
i=1
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2.e. Déterminer alors P([Y = 0]) et interpréter le résultat.
2.f. Démontrer que la variable aléatoire Y n'admet pas d’espérance.

3. On note Z l'instant auquel le mobile se trouve pour la deuxiéme fois a l'origine (sans compter son positionnement initial), et on
attribue a Z la valeur 0 si le mobile revient au plus une fois a l'origine. On admet que Z est une variable aléatoire, définie, elle

aussi, sur (QQ, A, P) et que P([Z=0])=0.
3.a. Sans justifier, donner Z(Q).
3.b. Soient (i,j) € N* x [2;+0co tel que i > j. Déterminer la probabilité Py_;1([Z = j]).
i+1
G+

3.c. Soient (i,j) € N* x [2;+co tel que i < j — 1. Etablir : Pry_;([Z = j]) =

3.d. Ecrire, pour tout entier naturel j supérieur ou égal & 2, la probabilité IP([Z = j]) comme une somme finie.

3.e. Lavariable aléatoire Z admet-elle une espérance?

4. 4.a. Recopier et compléter le programme suivant de sorte que I'exécution de simulYZ() renvoie une réalisation de Y et Z.

import numpy.random as rd
def simulYZ() :
n=1

11 return Y,Z

4.b. En utilisant la fonction de la question précédente, écrire un programme Python dont 'exécution permettrait d’obtenir

I’histogramme des fréquences sur 10000 réalisations de la variable aléatoire Y.

2.8.8.8.8.8.8 ¢

ExERrRcICE 3

Dans tout I'exercice, a et b désignent deux réels tels que a < b et f une fonction de classe C? sur [a;b]. On note Cy la courbe représentative

de f dans un repére orthogonal du plan.

L'objectif de I'exercice est d’étudier une méthode de calcul approché d’intégrales : la
méthode des trapézes. Le principe est résumé grdce au schéma ci-contre, dans le cas
d’une approximation de l'intégrale par l'aire algébrique (positive ou négative selon
la position par rapport d I'axe des abscisses) de cing trapézes rectangles.

b—a

Soit n € [2;+0co[ le nombre de trapézes. On pose, pour tout k € [0;n], ay =a+k

1. Soit k € [0;n—1]. Exprimer en fonction de ay, ag, et f 'aire algébrique du trapéze dont les sommets sont les points de coordonnées

(ak,0), (ak, f(ak)), (ak+1, f(aks1)) et (ag+1,0). On notera Ay cette aire algébrique.

2. Justifier que |f”’| admet un maximum sur [a;b]. On notera M = m{a)é] (|f”(k)|)
X€|a;

3. Soient o, € [a; ] tels que a < f.
3.a. Alaide d’intégrations par parties, démontrer :

B (x— - P
j w’f”(x)dx:—(ﬁ—a)w‘kj fx)dx

a 2
) B a3
3.b. Etablir: J (x—a)(x—p)dx = (a 6[3) .
[e4
O+ M(b - a)®
4. Déduire de la question 3.b. que pour tout k € [0;n—1] : J (x—ag)(x—ap)f(x)dx| £ ———.
a

3
r 6n

n—1
Ag. Déduire des questions précédentes :
0

[6)]

b
. On pose I = J f(x)dxetS, =
a =
M(b—-a)3
[-Sy] < ————
H=Snl< =72
6. Conclure sur la convergence de la suite (Sn)ne[[z;Jroo[[.

1

. 2
7. Ecrire un programme Python qui permet d’obtenir une valeur approchée a 1073 pres de J e’ dx.
0

1.8.2.8.0.8.8 ¢
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Exercice 4

Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur ]0;+oo[ par :

Vx €]0;+00[, f(x)=x—In(x)

PArTIE I : ETUDE DE LA FONCTION f.

1. Dresser le tableau de variations de f en précisant ses limites en 0 et en +co.

2. Montrer que I’équation f(x) = 2, d’inconnue x €]0;+oco[, admet exactement deux solutions, notées a et b, telles que 0 <a<1<b.
3. Etablir: b € [3;4].
4.

Recopier et compléter les lignes manquantes du programme suivant afin que l’exécution de approx_b(p): renvoie une valeur
approchée de b a p prés, ol p est un réel strictement positif, obtenue par la méthode de dichotomie.

import numpy as np

1

2

3 |def f(x):

4 return ......
5

6 |def approx_b(p):

7 x1,x_2=3,4

8 while ......

9 m=......

10 if f(m)==2
N
12 elif f(m)<2
Bl
14 else

sl
16 return ......

PArTIE II : ETUDE D’UNE SUITE

On définit maintenant la suite (u,) par ug=4et:¥ne N, u,1 =1In(u,)+2.
5. Montrer que pour tout n € IN, u,, existe et u, > b.

6. Déterminer alors la monotonie de la suite (u,). En déduire qu’elle converge et préciser sa limite.

. 1
7. 7.a. Etablir:VnelN, u,,1-b< g(un -b).

1
7.b. En déduire que:VnelN, 0<u,-b< ET

7.c. Retrouver alors le résultat obtenu a la question 6, puis déterminer un entier a partir duquel u,, est proche de b a 1073 pres.
ParTiE I11 : ETUDE D’UNE FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE
Considérons la fonction :
X sz L dt
T
8. Montrer que ¢ est bien définie et de classe C! sur ]0;+oo], et que I'on a :

In(2) —In(x)
(x —1In(x))(2x —In(2x))

Vx €]0;+o0[, @’(x) =

9. En déduire les variations de ¢ sur |0;+oo].
10. Montrer que : Vx €]0;+0o[, 0 < @(x) < x.
11. 11.a. Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0. On note encore ¢ la fonction ainsi prolongée. Préciser alors ¢(0).

11.b. Montrer que : lin})(p’(x) = 0. On admet que la fonction ¢ est alors dérivable en 0 et que ¢’(0) = 0.
X—

‘ .

1
t—

< <

12. 12.a. Démontrer que pour tout t € [4;+00] :

~ | =

—

(t

) définie sur [4;+oo[. Dériver h.
Vax-1 )

1)

5

12.b. Considérons la fonction h: t > Zln(\ﬁ—

12.c. En déduire que pour tout x € [4;+00[ : In(2) < @(x) < Zln(

12.d. Déterminer la limite de ¢ en +co.

13. Tracer l'allure de la courbe représentative de ¢ dans un repére orthonormé du plan. On veillera a faire apparaitre les différentes
tangentes ou asymptotes connues.
Donnée : ¢(2) ~1,1.

1.8.2.8.8.8.8 ¢
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