ECG 1%®® ANNEE - MATHEMATIQUES APPROFONDIES ET MATHEMATIQUES APPLIQUEES

CONCOURS BLANC 2 - EPREUVE 2
CHARTREUX JEUDI 25 MAI 2023 — 8H00-12H00

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible leurs résultats.

Aucun document n’est autorisé. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Si, au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa
composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.
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Le but du probleme est d’étudier le renouvellement d’un des composants d’un systéme complexe (une machine, un réseau de distribution
d’énergie etc...) formé d’un assemblage de différentes pieces susceptibles de tomber en panne. On s’intéresse donc a une de ces piéces
susceptibles de se casser ou de tomber en panne et on se place dans la situation idéale ou des que la piéce est défectueuse, elle est
immeédiatement remplacée. Dans une premiere partie, on étudie quelques propriétés fondamentales des variables aléatoires discrétes.
Puis, dans une deuxiéme partie, on étudie la probabilité de devoir changer la piece un certain jour donné. Enfin, dans une troisiéme
partie on cherche a estimer le temps de fonctionnement du systéme avec un certain nombre de pieces de rechange a disposition.

Dans tout le probléme, on considére un espace probabilisé (Q, 4, P). Pour toute variable aléatoire réelle X définie sur (Q, A, IP), on note,
sous réserve d’existence, E(X) l'espérance de X et V(X) sa variance.

Les deuxiéme et troisiéme partie sont indépendantes, et peuvent en outre étre traitées en admettant si besoin les résultats de la premiere
partie.

PREMIERE PARTIE

Dans cette premiére partie, on étudie les propriétés asymptotiques d’une variable aléatoire X a valeurs dans IN*.

1. 1.a. Montrer que pour tout entier naturel j non nul,
P(X=/)=P(X>j-1)-P(X>)).

1.b. Soit p un entier naturel non nul. Montrer que

p p-1
Y iPX=))=) PX>j)-pP(X>p)
j=1 j=0

2. 2.a. Onsuppose que X admet une espérance E(X) = p.
2.a.i. Justifier la convergence de la série de terme général kIP(X = k).
2.a.ii. Montrer que :

2.a.iii. En déduire que
lim pP(X>p)=0.

p—>+oo

2.a.iv. Montrer que la série de terme général P(X > j) converge.

+0o
p=) P(X>)).
j=0

2.a.v. Montrer que

2.b. On suppose que ZIP(X > j) converge.
>0
2.b.i. Déterminer le sens de variation de la suite (v,)p>; définie par

p-1
Vpe N, v, = ) P(X> ).
j=0

P +00

2.b.ii. Comparer ) jP(X=j)et ) P(X> ).
j=1 j=0

2.b.iii. En déduire que X admet une espérance.

2.c. Conclure des questions précédentes que X admet une espérance si et seulement si la série de terme général P(X > j)
converge.

3. On suppose dans cette question qu’il existe un réel a strictement positif tel que pour tout entier naturel j on ait

1

P=D= e

(+)

3.a. Légitimer que (*) définit bien une loi de probabilité d’une variable aléatoire a valeurs dans IN*.
3.b. Montrer que X admet une espérance si et seulement si « est strictement supérieur a 1.

3.c. Montrer que pour tout entier naturel j non nul

1 1
PX=j)=—|1-————|.
SRVl T ;)a
3.d. 3.d.i. Etudier les variations de f:xr>1—(1+x)"®—axsur[0,1].
3.d.ii. Montrer que pour tout entier naturel j non nul,
a
P(X=j)< ]'1+o<

3.e. Montrer que si a > 2, alors X admet une variance.
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DEUXIEME PARTIE : ETUDE DE LA PROBABILITE DE PANNE UN JOUR DONNE.

Dans cette deuxiéme partie, on suppose donnée une suite de variables aléatoires (X;);>1 mutuellement indépendantes et de méme loi a
valeurs dans IN.
Pour tout entier i non nul, X; représente la durée de vie en jours du i-eme composant en fonctionnement.

Soit k un entier naturel non nul. On note Ty = X +... + Xk. La variable aléatoire Ty représente donc le jour ou le k-iéme composant tombe
en panne. On fixe un entier naturel n non nul représentant un jour donné et on considere I'événement A, ="le composant en place le
jour n tombe en panne" c’est-a-dire A, = "il existe k entier naturel non nul tel que Ty = 1", et on se propose d’étudier IP(A,) .

4. Pour tout entier naturel non nul j, on note p; = P(X; = j) et uj = P(A;). On suppose que pour tout entier naturel non nul j, on a
pj # 0. On pose de plus par convention ug = 1.

4.a.

Montrer que u; =p;.

4b. 4.b.i. Montrer que A, = [X| =2] U([Xl =1]Nn[X; =1]).

4.c.

4.d.

4.b.ii. En déduire u; en fonction de p; et pj.

Pour tout entier naturel i, on pose X; = X;;1

4.c.i. Montrer que, pour tout i € IN*, les variables X; sont mutuellement indépendantes, indépendantes de X; et de méme

loi que Xj.

4.c.ii. Soit k un entier naturel non nul strictement inférieur a n. Montrer que

Apn[Xy =kl =[X; =KIn [ X1 + Ko+ + K= n—k]

j>1

4.c.iii. En déduire que pour tout entier naturel k non nul strictement inférieur a n,

Pix,=k)(An) = P(Ay—g).

Montrer que

Up =Up-1p1 +... T UQPY.

4.e. On suppose que l'on a défini en Python la liste P = [py, py,..., py]. Ecrire un programme Python qui calcule u,, a partir de P.

5. Soit A un réel appartenant a ]0, 1[. Dans cette question, on suppose que X1 suit la loi géométrique de parametre M.

5.a.

Calculer IP(X; > k) pour tout entier naturel k non nul.

5.b. Calculer Py, 5¢)(X1 =k + 1) pour tout entier naturel k non nul.

5.c.

Montrer que pour tout entier naturel #» non nul,

P(A,) = \.

6. On suppose dans cette question que pj vérifie 0 <p; <1 et que pp =1 —p;. Pour simplifier, on posera p =p; =1-p>.

6.a.
6.b.

6.d.

Que vaut p; pour i supérieur ou égal a 3.

Soit la matrice

Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,

)t
Up—1 Un-2

6.c.i. Déterminer les réels A de sorte que M — Al ne soit pas inversible.

6.c.ii. Pour chaque A trouvé a la question précédente, déterminer ker(M — Aly).

gy 1 -1 i . . . . . Py . -
6.c.iii. Considérons P = ( P ) Justifier que P est inversible, déterminer son inverse et vérifier que la matrice P~' MP

1 1
est diagonale.

6.c.iv. Montrer finalement que

6.d.i. Exprimer u, en fonction de p et de n.

6.d.ii. Déterminer lim u,.
n—+oo

1—P)+ (p-1)"! (1—p P—l)
2-p -1 1
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TROISIEME PARTIE : ETUDE DE LA DUREE DE FONCTIONNEMENT.

Comme dans la partie précédente, on suppose donnée une suite de variables aléatoires (X;);>1 indépendantes et de méme loi, telle que
pour tout entier i non nul, X; représente la durée de vie en jours du i-éme composant en fonctionnement.

Soit k un entier naturel non nul. On étudie dans cette partie la durée de fonctionnement prévisible du systeme si on a k composants a
disposition (y compris celui installé au départ). On notera toujours Ty = X1 +... + X.

On suppose dans cette partie qu’il existe un réel a > 1 tel que pour tout entier naturel j on ait

P(X; > )= T

En particulier, dans toute cette partie, X admet une espérance, on l'on notera p = E(X1).

7. Questions préliminaires.

7.a. On admet que si deux variables aléatoires discrétes et indépendantes Y; et Y, admettent chacune une variance, alors la
variable aléatoire Y| + Y, admet une variance et on a :

V(Y1 +Y2) = V(Y1) +V(Y2)

Soit (Yj);en+ une famille de variables aléatoires discrétes mutuellement indépendantes et admettant chacune une variance.
Montrer, par récurrence, que pour tout k € IN*, la variable aléatoire Y] +...+ Yy admet une variance et que :

V iY{ =
i=1 i

k
V(Y;)
1

7.b. Soit Y est une variable aléatoire réelle a valeurs discretes positives admettant une espérance. Soit a un réel strictement
positif.
Considérons la variable aléatoire Z définie par :

VoeQ, Z(w):{ a siY(w)>a

0 sinon
7.b.i. Justifier que Z posséde une espérance et la calculer.
7.b.ii. Etablir: Z<Y.
7.b.iii. Conclure sur I'inégalité suivante :
E
P([Y = a]) < %

Cette inégalité est appelée inégalité de Markov.

7.c. Soit Y une variable aléatoire admettant une espérance et une variance.
A Tlaide de I'inégalité de Markov, établir I'inégalité suivante :
(Y)

Yae RS, P(IY -E(Y)|2 o) < —5~
o4

Cette inégalité est appelée inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

8. Que vaut E(Ty)?

9. On suppose, dans cette question, que « est strictement supérieur a 2. La variable aléatoire X admet donc une variance o2

9.a. Calculer V(Ty).

9.b. Montrer que pour tout réel ¢ strictement positif,

o2

P (|Ty — kpl > ke) < —..
(T —kpl 2 ke) < -

9.c. Déduire que, pour tout réel strictement positif ¢, on a

. T

lim IP(—k Elu—gp+e[]=1.

k—+00 k

10. On suppose maintenant uniquement que a > 1 et donc que X; n’a pas nécessairement de variance d’oti I'impossibilité d’appliquer
la méthode précédente. On va mettre en ceuvre ce qu'on appelle une méthode de troncation.

(m)

On fixe un entier naturel m strictement positif. Pour tout entier naturel non nul i, on définit deux variables aléatoires YZ.(m) etZ;

de la facon suivante :

ym _ [Xi siXip<m, S _ [Xi siXi>m,
0 sinon. ! 0 sinon.

10.a. Montrer que X; = Y.(m) + Z(m)

i i
10.b. 10.b.i. En utilisant la question 3.d.ii., montrer que
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t
.. e . o N ..
10.b.ii. Justifier que la fonction t +— j —; dx possede une limite en +oo et la calculer.
m X

10.b.iii. Montrer que

10.b.iv. En déduire que
10.b.v. Montrer que

10.c. 10.c.i. Montrer que
(V™)2 < mx,.
10.c.ii. En déduire que
vy < mp,

10.d. Soit € un réel strictement positif. Montrer qu’il existe un entier naturel my non nul tel que pour tout entier naturel m

supérieur ou égal a my,
a I-a

&.
a-1

Jusqu’a la fin du probleme, m désignera un entier supérieur ou égal a m.

10.e. On note, pour tout entier naturel k non nul

Vérifier que

10.f. 10.f.i. Montrer que

10.f.ii. En déduire que

10.g. 10.g.i. Montrer que
(m) A l-a
E >kp—k—- .
(Up )z kp a1
10.g.ii. En déduire que
|E(U,(j”)) - ky| < ke.
10.g.iii. Montrer que

]P(|U,(<m) k> st) < 1P(|U,§’”) ~EU) 2 ke),

10.g.iv. Montrer que
V(U™ < kmp
10.g.v. En déduire que
]P(|U}(<m) —ky| > Zke) < %
10.h.  10.h.i. Montrer que pour tout couple d’événements A et B dans .4, on a
P(ANB)>P(A)+P(B)-1.
10.h.ii. En appliquant I'inégalité précédente aux événements

(m)

A= [V <] et B =[O0 €letr- 201 ki + 201,

montrer que

P (Ty €lk(p—3¢), k(p + 3¢)[) = IP(VIEM) < ks) + IP(U;(m) elk(p—2¢),k(p+ 25)[) -1.

10.h.iii. Déduire des questions précédentes que pour tout réel ¢ strictement positif, et pour tout entier m supérieur ou
égal a mg, on a pour tout entier naturel k non nul,

P (Te €lk(u—3e), k(u+30))>1- — "1 "1
10.h.iv. Pour k assez grand, appliquer I'inégalité précédente a un entier my € [Vk,2Vk] et conclure que

lim IP(% E]}A—3E,M+3E[) =1.

k—+o00
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