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EXERCICES DU CHAPITRE 0

LEs BASES...

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.
tel

0000 EXERCICE 1 - ECRITURE MATHEMATIQUE
Traduire avec des quantificateurs les assertions suivantes.

1.

A tout réel, on peut trouver un réel qui lui soit strictement inférieur.
VxeR, JveR/v<x

Tout réel non nul est I'inverse d’un unique réel non nul.
1

/xeR,AWeR /x=—

.
La fonction f, définie sur R, n’est pas la fonction constante égale a 1.
dxeR/ f(x)=1

Tout entier naturel est somme de quatre carrés d’entiers naturels '
VneN, da,be,d e N/ n=a®+b>+c>+d?

ur tou i > 3, ’'équati =z", d’i ues x, v, it u uls, n’
Pour tout entier n > 3, I'équation x” + " = z", d’inconnues x,y, z des entiers naturels non nuls, n’a
aucune solution *
VnelN, (n>3=Vx,p,zeN*, X" +3" = z")
ou
Vn e [[3;+0of, Yx,v,z€ IN*, x" + 9" = 2"
Siun réel positif est inférieur ou égal a tout autre réel strictement positif, alors il est nul.

Vae R, ((Ye>0, a<e)=>a=0)

e0oo EXERCICE 2 - NécaTioN
Donner la négation de chacune des phrases ci-dessous.

1.

Tous les éléves de cette classe sont des filles.
Au moins un des éléves de cette classe nest pas une fille.

11 a fait beau tous les jours de la semaine.
Il'y a eu au moins un jour de la semaine durant lequel il n’a pas fait beau.

Il existe une copie de dissertation de philosophie sans faute d’orthographe.
Toutes les copies de dissertation de philosophie contiennent au moins une faute d’orthographe.

o000 EXERCICE 3 - NEGATION
Ecrire la négation de chacune des assertions suivantes.

1.

xe[-1;2]

xe[-1;2[,ou"x<-20uUux>2"

VxeE, x2 >5

IxeE/x*<5

VxeR, f(x+1)=f(x) (ou f est une fonction définie sur R)

dxeR, f(x+1)=f(x)

ATeR} /VxeR, f(x+T)=f(x) (ol f est une fonction définie sur R)
VT eRS, AxeR, f(x+T)= f(x)

VnelN, (n >10=u, > 104) (ou (uy,) est une suite définie sur IN)
dne N/(VI >10 BT u, < 104)

ou

In e [10;+00] / uy < 104

ANeIN/Vn>=N, 4<u, <5 (ou (uy) est une suite définie sur IN)

VN elN, dn ZN/(u,, <4 ou u,> 5)

Ye>0, ANeIN/Vn >N, —e < u, <¢ (ou (uy) est une suite définie sur IN)
Je>0/YNelN, dn>N, /(u” <—g oU Uy > L)

FeR/Ve>0,30>0/YVxeR, (x €[-00]=¢-e< f(x) s€+£) (ou f est une fonction définie
sur R)

VEER, 3e>0/V0>0, Ixe R/ (x €[-5,0] b1 (f(x) < —¢ ou f(x)>(+¢))

ou

VeeR, Je>0/¥5>0, Ixe[-8;0]/ (f(x)<l—¢ ou f(x)>C+¢)

1. Ce théoréme a été conjecturé par Claude-Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638, francais) en 1621, mais c’est Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813, né italien, naturalisé frangais) qui le démontra en 1770. Aujourd’hui il porte le nom de théoréme des 4 carrés
de Lagrange.

2. Bien que Pierre de Fermat (16..-1665, francais) indiqua, dans la marge de lArithmetica de Diophante, en avoir trouvé "une
démonstration véritablement merveilleuse que cette marge est trop étroite pour contenir", il a fallu attendre 1995 et les travaux dAndrew
Wiles pour que cet énoncé soit prouvé.

La négation est : "la fonction
f est la fonction constante
égalea 1 sur R", qui s’écrit
"WxeR, f(x)=1"

Au passage, la phrase "la
fonction f est constante sur
R" se traduit par: "3C €
R/VxeR, f(x)=C"

PETITE REMARQUE
Voir l'exercice 14...

PETITE REMARQUE
La phrase initiale peut égale-
ment s’écrire :

Vn e [10;+00[, uy > 10%

L'assertion initiale signifie
que la fonction f posséde une
limite finie en 0.
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eeco EXERCICE 4
1. Montrer par récurrence que pour tout n € IN, I'entier n

e Initialisation. Pour n=0:
02+0=0, qui est un nombre pair. L'initialisation est vérifiée.

2 nest pair.

e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que "n“ + n est pair" et montrons que "(n + 12+ (n+1)" est pair.
Ona:
(n+1)2+(n+1) = nl+2n+n+2

= nl+n+2n+2

Or, par hypothese de récurrence, n? +nest pair. C’est également le cas de 2n + 2.

Ainsi, (n+ 1 )2 + (n+ 1) est pair, comme somme de deux nombres pairs : I'hérédité est établie.

2

Conclusion : pour tout n € IN, I'entier n“ + n est pair.

2. Proposer une autre démonstration de ce résultat.
Par disjonction de cas...
Soit n € IN. Deux cas se présentent :

e sin est pair.
Dans ce cas, il existe k € IN tel que n = 2k. Et alors :

n? +n=202k% +k)

2

Puisque 2k? + k € IN, I'entier n” + n est bien un entier pair.

e sinestimpair.
Dans ce cas, il existe k € IN tel que n =2k + 1. Et alors :

n? +n=202k*+3k+1)
Puisque 2k? + 3k +1 € IN, 'entier n” + n est bien un entier pair.

Par conséquent, dans les deux cas, n2 + 1 est un entier pair.

2

Conclusion : pour tout n € IN, I'entier n“ + n est pair.

ee00 EXERCICE 5 - RECURRENCE & TERME GENERAL

1. Considérons (uy) la suite définie sur IN par :

ug=1
VnelN, upy1 =up+2n+1

Démontrer que pour tout entier naturel n, u, = n?+1.
e Initialisation. Pour n =0:
ug=1et 02+1=1.Dou: ug = 02+ 1 : Uinitialisation est vérifiée.

e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que "u, = n? +1" et montrons que "upy1 = (n+ 1)%+1"

Ona:
Upy1 = “g +2n+1 J hypothese de récurrence
= n“+1+2n+1
= (n+1)%+1

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : par principe de récurrence, pour tout entier naturel n, u, = n?+1.

2. Considérons (u,) la suite définie sur IN* par :
uyp = 0

1
YnelN¥, uyyq = 5 +2

Démontrons que pour tout entier naturel non nul n, 0 < u, <upy <4.
e Initialisation. Pour n=1:
uy :Oetuz:%u1+2:2,
Comme 0<0<2<4,onabien 0<uy <up <4:linitialisation est vérifiée.

e Hérédité. Soit n € IN*. Supposons que "0 < u, < uyy < 4" et montrons que "0 < u,; ] < uyyo < 4" Par
hypothese de récurrence, on a :
0<u,<upys <4

1
En multipliant par 3 (positif) :

A

1 1
0< Eun, EMH+1 <2
Puis en ajoutant 2 :
1 1
2< Eu”JrZSEUV,HJrZSAl

Cest a dire :
2<upyy Suppp <4

Par conséquent :
0<upsy) Suppp <4

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : par principe de récurrence, pour tout entier naturel non nul n, 0 <u, <wu,y <4.
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3. Considérons (u,) la suite définie sur IN par :

up=1, uy =6
VnelN, uyp =6uy1 —9uy

Démontrons que pour tout entier naturel n, u, = (n+1) x 3.
Puisque (u,) est définie par une relation de récurrence d’ordre 2, nous allons procéder ici a une récurrence
double.
e Initialisation. Pour n=0etn=1:
up=1let (0+1)x3%=1;
up=6et(1+1)x3=6.
L'initialisation est ainsi vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que "uy = (n+1)3" T upyy = (n+ 2)3m*1n
(n+ 3)3”‘*’2”4
Ona:

et montrons que "u,4o =

Uptpy = 6upy —9uy
= 6(n+2)3"1 —9(n+1)3"

= 2(n+2)3"2 - (n+1)3"+? e .

a2 Dans ’hérédité d’une récur-
= 3 (2(” +2)=(n+1 )) rence, il est souvent plus aisé

3'”2(;7 +3) de démarrer :

e d’un des membres du résul-
tat a obtenir s'il s’agit d’une
égalité;
o de I'hypothese de récur-
rence dans le cas d’une inéga-

J par hypothése de récurrence

— © ASTUCE DU CHEF! © —

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : par principe de récurrence, pour tout entier naturel n, u, = (n+1) x 3".

lité.
E 6 - INEGALITE 3
ee00 EXERCICE INEGALITE DE BERNOULLI
Démontrer :
VnelN, VxeR", (1+x)">1+nx
Par récurrence...
e Initialisation. Pour n=10:
Pour tout x € RY, (1+ ‘\‘)O =1let1+0xx=1.Ainsi, pour tout x € R, (1+ x)O > 1+ 0 x x : I'initialisation est — PETITE REMARQUE
vérifiée. 4 Que ce soit dans I'initiali-
T . N . N ti d I’hérédité,
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que "Vx € R*, (1 +x)" > 1+ nx" et montrons que "Vx € R*, (1 + x> Sauon ou dans | acreciie

; I'inégalité souhaitée doit étre
L+ (n+ l)l - . ) démontrée pour tout x € R*.
Soit x € R™. Par hypothese de récurrence, on a: Autrement, comme l'ordre
des quantifications en n et

A\ -
(IT+x)" 2 1+nx x peut ici étre changé, on

D’ot1, en multipliant par 1+ x (positif car x € R*) : pourrait fixer un x € R" au
départ, puis démontrer par
(1+ )™ > (1 +nx)(1 + x) récurrence le résultat.

Clest a dire:
An+1 o 2
(1+x) >1+nx+x+nx

Mais n>0 et x2 >0, donc nx? > 0. Ainsi :
2
l+nx+x+nx“21+nx+x=1+(n+1)x

On en déduit donc :
(1+x)" > 14 (n+1)x

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : par récurrence, on a démontré que pour tout n € N et pour tout x € RY, (1 +x)" > 1 +nx.

o000 EXERCICE 7 - DISJONCTION DE CAS
n(n+1)

2 est un entier.

Montrer que pour tout n € IN,
Soit n € IN. Distinguons 2 cas :
e Sinest pair. Il existe alors k € IN tel que n = 2k.
D’ou :
nn+1)  2k(2k+1)
2 B 2
= k(2k+1)
nn+1)
2

Puisque k € IN, k(2k + 1) est un entier; autrement dit, est un entier.

e Sinestimpair. Il existe alors k € IN tel que n=2k+1.
D’ou :
nn+1)  (2k+1)2k+1+1)
2

2
(2k+1)(k+1)
(n+1)
2

. . ..n .
Puisque k € IN, (2k + 1)(k + 1) est un entier; autrement dit, est un entier.

3. Lequel? Ici, c’est Jakob Bernoulli (1654-1705, suisse). Il est le frére de Johann et 'oncle de Daniel, Nicolas I, Nicolas IT et Johann
11, grand-oncle de Johann III et Jakob II, tous des Bernoulli, tous mathématiciens! Les réunions de famille devaient étre productives...
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est un entier.

(n+1)
2

. n
Conclusion : pour tout n € N,

eeco EXERCICE 8 - IRRATIONALITE DE V2
Démontrer que V2 est irrationnel.
Raisonnons par I’absurde et supposons que V2 est rationnel. Cela signifie que V2 peut s’écrire comme une fraction
de deux entiers. Si ces deux entiers ont des diviseurs communs, nous pouvons simplifier la fraction... Quitte donc a la
simplifier, nous pouvons supposer cette fraction irréductible.

B ’e . n . 4 I .
Supposons ainsi qu'il existe 1 € Z et m € IN* tels que V2 = —, cette fraction étant irréductible.
m

2
. n , Y
On obtient alors: 2 = —5 ;Clesta dire n® = 2m?.
m
n? est donc un entier pair. Et d’apres I'exemple 7 du cours, n est alors également pair. Il existe donc k € Z tel que
n=2k.

Mais dans ce cas : n2 = 4k? et donc 4k? = 21742, dou 2k? = m?.
Par conséquent, m? est pair, et donc m également.

. . . T, T . no_, | ;
Au final, n et m sont tous deux pairs; ce qui contredit l'irréductibilité de la fraction —. L’hypothése formulée est
m

fausse. Il n'existe donc pas de fraction irréductible de V2.

Conclusion : V2 est irrationnel.

eeco EXERCICE 9
Soient xq, x1, X, trois réels de I'intervalle [0;1] tels que : xg < x| < x5.

Montrer qu’au moins une des quantités x1 —xq et xp —x est inférieure ou égale a 3
. E .. 1 PETITE REMARQUE
Raisonnons par l'absurde et supposons que x| —x¢ > = ainsi que x; —x1 > —. . )
) 2 2 On peut aussi procéder par
En sommant, on obtient : ! disjonction de cas selon que
e oyl
(xp =x1)+ (x1 —x0) > 3 + 5 x1 est inférieur ou égal a 5 ou

non...

C’est a dire :
Xp—x0>1

Or on sait que xq,x3 € [0;1]. Donc x5 —xg < 1 : absurde.

Conclusion : au moins une des quantités x| —xq et xp —x; est inférieure ou égale a 5

o000 EXERCICE 10 - EQUATIONS ET INEQUATIONS
Résoudre, dans R, les équations et inéquations suivantes :
1. x?>5
SoitxeRR.Ona:

x>V5

>5 ou

x<-V5

2

2. —(x+3)>>—4
SoitxeR.Ona:

—(x+3)’>-4 < (x+3)?<4
— -2<x+3<Z2
— -5<x<-1
3. x%>x
SoitxeR.Ona:
2 >x = x2-x>0
x(x=1)>0
REFLEXE!
Tableau de signes :
X — 0 1 +00
X - 0 + +
x-1 - - 0 +
x(x—1) + 0 - 0 +

D'ou :
X(x=1)>0 & x€]—00;0[U]1;+00]

Conclusion : x> > x &= x €] —00;0[U]1;+00[
xX+2
4. >0
-X+3
Tableau de signes :
X —co -2 3 +00
X+2 - 0 + +
-X+3 + + 0 -
X+2
R + 0 - +
x=3

Conclusion : >0 < x€[-2;3]

X
-x+3
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5. >1
x-3
Soit xe R.On a
X+2 x+2
>1 = -1>0
x-3 x—3
X+2—(x-3)
— >0
5 x=3
— —2>0
x—3
— x-3>0
= x>3
6. Vx+2=x
SoitxeR.Ona:
— 1
Y+2=x = x+2=x7 X ATTENTION!
A 4 De fagon générale, élever au
P carré ne conserve pas ’équi-
= x"-x-2=0 valence!
x=-1 On a, pour tous a,b e R :
- ou a=b=a’=b>
x=2 et aussi :
PP o . o o . o o S a=b
On vérifie si les deux candidats sont des solutions... C’est le cas de 2, mais pas de —1. 2op? e ) ou
’ Conclusion: Vx+2=x & x=2 a=-b
——= — PETITE REMARQUE
7. S 2.x + 3]R_ J;_ 6A En fait, ici comme dans la
Soitx€R.Ona: 5 question précédente, on a
V2x+3=x-6 = 2x+3=(x-6) procédé par analyse-synthése
(ou condition nécessaire puis
— 2 _14x+33=0 condition suffisante) : "si
r=3 x est solution de ..., alors
: nécessairement x = ..."; puis
- OE on regarde s'il est suffisant
x=11 4 que x = ... pour étre solution.

On vérifie si les deux candidats sont des solutions... C’est le cas de 11, mais pas de 3.

’ Conclusion: V2x+3=x-6 < x=11

8. —1x+1§‘\/x2—x—2 X ATTENTION! ————
2 1 C’est différent ici, puisque
Soit x € R. Si Vx2 — x — 2 existe, c’est une quantité positive;etona: —x+1<0 & x> 2. a < b n'implique pas nécessai-
’ rement a® < b : il faut faire

-1 ) ! .
5+ 1 < Vx2—x-2est vraie, du moment que Vx2 —x -2 attention aux signes... En re-

) vanche, si a et b sont positifs,
existe. . o . ona:as<h e a? <b’.
Or, Vx2 —x — 2 existe ssi x* —x =2 > 0 ssi x €] — 00;—1] U [2;+00].

1 )
> x+1<Vx2—x—2est vraie.

. -1 L
. Slx<2,alorsf7,\’+l>Oetonaa1n51:

. -1 PR
e Six>2,alors 7.\'+ 1 <0 et donc I'inégalité

Par conséquent, si x > 2, I'inégalité

;X‘FISVXZ*,\'*Z — (%x+l)zﬁx27,\'72
= %\27320
= x’>4
x>2
- { (\?2_2 Jcar,\'<2
— x<-2

-1
Conclusion : 7x+ 1<Vx2—x-2

xs—20ux22)‘

p—

eeco ExERcICE 11
Démontrer :

Va,be RS, Va+b<va+Vb

Q ASTUCE DU CHEF! ©
Quand on n’est pas inspiré,

Soient a,b € R} Transformons, par équivalences, le résultat a démontrer :

Va+b< \/& +Vh = (Va+ 17)2 < (\5 + \/5)2 car Va+ Vb e R} et x —> x2 est strictement croissante sur Ry on peut transformer, a 'aide
— a+b<a+2Vab+b carabeRF d’équivalences, un résultat
N afin de le rendre plus simple
= 0<Vab a démontrer / infirmer.
C’est une trivialisation du
Or a,b e R}, donc Vab > 0. Par conséquent, le résultat initial est également vrai. résultat.

Conclusion : Va,b e R}, Va+b<va+Vb.

ecoo EXERCICE 12
Soient a,b € R. Montrer :

(VneN, a2"+b3" =a) & a=b=0 PETITE REMARQUE
Il n’est pas rare de démontrer
une équivalence en procé-
Raisonnons par double-implication... dant par double-implication;
surtout quand 'une est plus
élémentaire que l'autre...
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Sia=b=0,alors pour tout n€ N, a2" + 3" =0+0=0=a.
Supposons que pour tout n € N, a2" + b3" = a.
En particulier :
o Pour n =0, on obtient a+b =a. Donc b = 0.
o Pour n =1, on obtient 2a+3b =a.

Comme on a obtenu b = 0 et 2a+ 3b = a, nous pouvons en déduire que 2a = a et donc a = 0.
Par conséquent : a =b = 0.

Conclusion : (Vrz elN, a2 +b3" = a) — a=b=0.

0000 EXERCICE 13 - EQUIVALENCE?

1. Démontrer que pour tous a,b,c,d € R: (a<b eT c<d)=a+c<b+d.
Soient a,b,¢c,d € R tels que (a <b eT c<d).
Puisque a < b, en ajoutant ¢, on obtient :
a+c<b+c

Mais ¢ <d, d’oti, en ajoutant b :
b+c<b+d

On obtient ainsi :
a+c<b+c<b+d

Et donc :
a+c<b+d

2. Limplication réciproque est-elle également valable pour tous réels 4,b,¢,d ?
Non, il suffit de prendrea =3,c=1,b=2etd =7..On a bien a+c < b+d, et pourtant, nous n‘avons pas
(a<b er c<d), puisque a n'est pas inférieur ou égal a b.

3. Que penser de l'affirmation suivante : Va,b,c,d € R, (a +c<b+d=(a<bouc< d)).
Elle est vraie, et elle se prouve immédiatement par contraposée (sa contraposée est en fait quasiment la méme
que 'implication directe de la question 1).

eee0 EXERCICE 14 -Nur?
Soit a € R*. Montrer que :
(\7’€>0, aSs) — a=0

Raisonnons par double-implication...

Sia=0,alors a est inférieur ou égal a tout nombre strictement positif (il est méme strictement inférieur a tout
nombre strictement positif).

Nous voulons établir :

(\/5>O, age):a:O
Pour cela, raisonnons par contraposée et démontrons le résultat :
aiO:(Ha>O/ﬂ>s)
. N a L. a
Supposons donc a # 0. Puisque a € R™, on a 5 > 0. Posons ainsi € = 5
Puisque a>0,0n a
a
a>—-
2

C’est a dire

La contraposée étant établie, on a bien :

(Va>0,a§a‘):>a:()

Conclusion : (Ve >0,a< e) = a=0.

Démontrer que la fonction identité est la seule fonction f définie sur R et vérifiant : a fonction identité est la

o000 EXERCICE 15 - EQUATION FONCTIONNELLE VOCABULAIRE
L
{(mction X X.

e f est strictement croissante sur R,

e pour tout réel x, f(f(x))=x

Il est déja évident que la fonction identité convient. Pour montrer que c’est la seule, raisonnons pas 'absurde.
Supposons donc qu'’il existe une fonction f, strictement croissante sur R, différente de I'identité, telle que :

VxeR, f(f(x)=x
Puisque f est différente de la fonction identité, il existe xo € R tel que f(xq) # xq.

e Si f(xg) < xq, alors en appliquant f, strictement croissante sur R, on obtient f(f(xq)) < f(xg). Mais f(f(xg)) =
X par hypothése. On obtient ainsi xo < f(xq) : absurde.

e De méme si f(xg) > xq.
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Conclusion : la seule fonction f, définie et strictement croissante sur R telle que pour tout x € R, f(f(x)) =x, estla
fonction identité.

o000 EXERCICE 16 - EQUATIONS FONCTIONNELLES
Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Déterminer toutes les fonctions f définies sur R telles que :

VxeR, f(x)+xf(l-x)=1+x

Par analyse-synthése...
e Analyse. Soit f une fonction définie sur R telle que :
VxeR, f(x)+xf(1-x)=1+x
On a alors :
o f0)+0f(1)=1+0,dou f(0)=1
o f(1)+1f(0)=1+1, et comme f(0)=1, on obtient f(1)=1
o f(1/2)+1/2f(1/2) =1+ 1/2, ce qui donne également f(1/2) =1

On peut alors penser que pour tout x € R, f(x) = 1... Montrons-le.
Soit x € RR.
Ona:

fx)+xf(l-x)=1+x

Mais également, en substituant x par 1 —x:
fl=-x)+(1-x)f(x)=2-x
En multipliant la seconde égalité par x et en la soustrayant a la premiere, on obtient :
(1 7x+x2)f(x) =1-x+x2
Et comme 1 - x + x> # 0 (discriminant négatif), on obtient, en divisant par 1 —x + X2
flx)=1
La candidate-solution est la fonction constante égale a 1.

e Synthese. Regardons si cette fonction convient.
Si f(x) =1 pour tout x € R, alors on obtient :

VxeR, f(x)+xf(l-x)=1+xx1=1+x

La fonction constante égale a 1 est bien solution du probleme.

PETITE REMARQUE
Ne pas hésiter a mettre cet
exercice temporairement de
cOté...

Conclusion : la seule fonction définie sur R, telle que Vx e R, f(x)+xf(1—x)=1+x, est la fonction constante
égalea 1.

2. Déterminer toutes les fonctions f définies sur R telles que :

Yo veR, flo-f(x))=2-x-p

Par analyse-synthese...
e Analyse. Soit f une fonction définie sur RR telle que :
Vy,veR, f(v—f(x)=2-x-v
On a alors :

o Pour tout x € R, en prenant v = f(x), f(0) =2 —x— f(x), c’est a dire f(x)=2—-f(0)—x.
f est donc une fonction affine...

o Puisque pour tout x € R, f(x) = 2—f(0)—x, on obtient en particulier f(0) =2—-£(0)—0,d’ou f(0) = 1.

Par conséquent, pour tout x € R, f(x)=1-x.
La candidate-solution est la fonction x —> 1 — x.

e Synthese. Regardons si cette fonction convient.
Si f(x)=1-x pour tout x € R, alors on obtient :

VxvER, fr-f)=fr—(1-x)=fly-1+x)=1-(v-1+x)=2-x-y

La fonction x — 1 — x est bien solution du probleme.

Conclusion : la seule fonction définie sur R, telle que Vx,v € R, f(v—f(x)) = 2—x—, est la fonction x —— 1-x.

3. Déterminer toutes les fonctions f définies sur R telles que :

Yoy eR, f(N)f(y)-flxp)=x+y

Par analyse-synthese...
e Analyse. Soit f une fonction définie sur R telle que :

Vx,yeR, f(X)f () —f(xp)=x+v
On a alors :
o En prenantx:y:O:f(O)fo(O):O. Donc f(0) =0 ou f(0) =1.

o En prenant x = 1 et v = 0, on obtient f(1)f(0)— f(0) = 1, c’est a dire f(0)(f(1)—1) = 1. Donc
nécessairement, f(0) = 0. Par conséquent, f(0) = 1.

o Avec x quelconque et vy = 0, on obtient f(x)f(0) - f(0) = x, ce qui implique, puisque f(0) =1 :
f(x)=1+x.
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Par conséquent, pour tout x € R, f(x)=1+x.
La candidate-solution est la fonction x — 1 + x.

e Synthese. Regardons si cette fonction convient.
Si f(x)=1+x pour tout x € R, alors on obtient :

YopeR, f(O)f(0)=flp)=(1+x)1+p)-(1+xp)=1+x+p+xy—1-xp=x+y

La fonction x — 1 + x est bien solution du probleme.

Conclusion : la seule fonction définie sur R, telle que Yx,v € R, f(x)f(v) — f(xv) = x + v, est la fonction
X 1+x
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