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(CHARTREUX

FoNcTIONS

GENERALITES & FONCTIONS USUELLES

INTRODUCTION...

Cette notion omniprésente dans votre cursus mathématique depuis la troisieme, et qui sera encore au cceur d’une grosse partie du
programme de ECG, date du XVII®™e siécle. Elle fait son apparition lors d’échanges entre Johann Bernoulli et Leibniz avec ’écriture fx
pour signifier "f fonction de x". Cette notion sera étendue au XVIII*™¢ siécle par Lehonard Euler (1707-1783, suisse), a qui l'on doit la
notation f(x), puis par Gustave Lejeune-Dirichlet (1805-1859, allemand) jusqu’a déboucher au début du XX®me siécle sur une branche
complete des mathématiques, I'analyse fonctionnelle, dont l'objet est I'étude d’ensembles de fonctions, et qui a donné naissance a d’autres
branches encore...

On peut cependant attribuer a Leibniz et Isaac Newton (1642-1727, anglais) I'introduction du calcul différentiel et du calcul intégral, dont
les applications ont trés largement dépassé 'objectif initial qui était de résoudre des probléemes de mécanique...

Les fonctions offrent une approche globale puisqu’elles permettent I’étude d’'une méme relation reliant des couples de nombres de deux
ensembles (dont le premier est toujours différent des autres) : c’est cette relation qui est au centre du probléeme quand on étudie une
fonction.
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POUR BIEN DEMARRER...

1#

24

3#

4 #

6 #

7#

9 #

Qu’est-ce qu’un intervalle de nombres réels?

Qu’est-ce que l'inverse d’un nombre ?

L’'inverse de 0 existe-t-il ?

1 1 1
Que dire de 'assertion suivante : Ya,b € R, — = = x E?
a

ab

Que dire de 'assertion suivante : Ya,b € R,

Qu’est-ce que la racine carrée d’'un nombre positif?

Que dire de 'assertion suivante : Ya,b € R™, \/% = \/E x \@?

Que dire de 'assertion suivante : Ya,b € R, Va+b=+Va+ Vb2

Quelles sont les méthodes possibles pour étudier le signe d’une expression?

10 # Qu’est-ce qu’une fonction?
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Dans tout le chapitre, f désigne une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles

I ENSEMBLE DE DEFINITION & COMPOSEE DE FONCTIONS

o f est une fonction

L’ensemble de définition de f est 'ensemble de tous les nombres réels x pour lesquels f(x) existe. .
f(x) est un nombre réel

‘ DErINITION 1 - ENSEMBLE DE DEFINITION CONFUSION D'OBJETS!
L
E

& METHODE 1 & Pour déterminer I’ensemble de définition d’une fonction f :
¢ Rédaction pour débuter : Notons Dy I'ensemble de définition de f. Soit x€ R. On a:

xeDf — ..

e Puis il faut trouver les conditions qui font que f(x) existe : I'expression donnée est utile...

o une fraction : le dénominateur doit étre non nul

X ATTENTION!
© une racine carrée : 'expression a 'intérieur doit étre positive ou nulle ﬁfaut examiner toutes les
o duln:l'expression a I'intérieur doit étre strictement positive conditions!
o .
e Résoudre ces conditions (équations ou inéquations) puis conclure.
ExeEmMPLES 1
Déterminons l’ensemble de définition de la fonction f : x — v RIGUEUR!
. ) oo x2-4 On résout une équation, on
Notons Dy I’ensemble de définition de f. Soit x € R. On a I’équivalence : 4 quantifie donc I'inconnue au
) préalable...
xeDf & x"-4=0
Or: X ATTENTION!
o4=0 = x*=4 Ne pas oublier une des deux
x=2 solutions de I’équation X2 =
— ou 4.
x=-2
Ainsi: D =R\ {-2;2}.
’ Conclusion : I'ensemble de définition de f est R\ {-2;2}.
. . , PP . 2x+1
Déterminons I’ensemble de définition de la fonction f : x — S
-3x
’ Conclusion : I'ensemble de définition de f est ......... oo
, . , P . 1
Déterminons I’ensemble de définition de la fonction f : x > ——.
VxZ-3x+2
— ™5 RAPPELs...
Signe de ax?+bx+c:
o discriminant A = b® — 4ac
osi A>0:deux racines
4 —b+VA  —b-VA
2a 2a
©si A<0: pasderacine
e "signe de a a 'extérieur des
racines”
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’ Conclusion : 'ensemble de définition de f €St ... ‘

Les opérations habituelles sur les fonctions ont déja été introduites et utilisées... En particulier :

e si f est une fonction définie sur Dy et A est un réel, alors la fonction Af est la fonction x > Af(x),
également définie sur Df;

e sif et g sont deux fonctions définies respectivement sur Dy et D, alors la fonction f +g est la fonction
x> f(x)+ g(x), définie sur ................ ;

e sif et g sont deux fonctions définies respectivement sur Dy et Dy, alors la fonction f x g est la fonction
X > f(x) x g(x), définie sur .......c....... ;

e sif et ¢ sont deux fonctions définies respectivement sur D et Dy telles que g ne s’annule pas sur D,

fx)

alors la fonction i est la fonction x —> ——, définie sur .................

g(x)

Voyons une nouvelle opération sur les fonctions, déja rencontrée au lycée...

‘ D£FINITION 2 - COMPOSITION DE FONCTIONS

Soient f une fonction définie sur Dy et ¢ une fonction définie sur Ds. Dy Dy R

Si pour tout x € Dy, f(x) € Dy, alors la fonction x — g(f(x)) est définie sur Dy. On l'appelle composée de f \—/
par g, notée go f. gef

VOCABULAIRE ——————
ﬁn dit "g rond f" pour parler
EXEMPLES 2 degof.
1
Notons f la fonction définie sur R par f(x) = X2+ 1et ¢ la fonction définie sur R* par g(x) = —.
X
e Puisque pour tout x € R, f(x) =0, la fonction g o f est bien définie sur R et pour tout xe R :
(gof)lx) =
e Puisque la fonction f est définie sur R, la fonction f o g est bien définie sur R" et pour tout x € R* :
(fog)(x) =
Notons f la fonction définie sur R par f(x) = —xZet ¢ la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) = In(x). Que peut-on PETITE REMARQUE
dire des fonctions go f et fog? 1l se peut que g o f existe
mais pas f o g... et si les deux
existent, elles sont en général
différentes.

II REPRESENTATION GRAPHIQUE D’'UNE FONCTION

VOCABULAIRE

‘ DE£FINITION 3 - GRAPHE D'UNE FONCTION Graphe, représentation gra-
phique, courbe représentative
sont autant d’appellations

Soit f une fonction définie sur un ensemble D. Le plan est muni d’un repere.
Le graphe de f sur D est 'ensemble des points du plan de coordonnées (x,v) telles que x e D et v = f(x). possibles.

II.1 PoOSITIONS RELATIVES DE DEUX COURBES

Soient f et g deux fonctions définies sur un méme ensemble D, de courbes représentatives respectives Cy et
Cq sur D dans un repere orthogonal du plan.
On dira que :

e Cy estau-dessus de Cg sur D lorsque pour tout x € D, f(x) > g(x)
e Cy est au-dessous de Cg sur D lorsque pour tout x € D, f(x) < g(x)

Etudier la position relative de Cq parrapport a Cg, c’est préciser les ensembles sur lesquels Cy est au-dessus

de C, et ceux sur lesquels Cf est au-dessous de C,. Cela revient donc a résoudre les inéquations f(x) > g(x) : PPE,IT .
8 ) R 8 ; . ) Les points d’intersection de
et f(x) < g(x). On pensera également a préciser les points d’intersection des deux courbes. Cr et Cg sont les couples (x,7)

tels que v = f(x) = g(x).

& METHODE 2 & Pour étudier la position relative de Cf et Cg, on étudie trés souvent le signe
de f(x)—g(x)...

ExEmPLE 3

1 ,
Considérons f : x EXZ et g:x+— —x+4 sur R. Etudions la position relative de C¢ par rapport a Cg sur R.
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II.2 VERS DES REGIONNEMENTS DU PLAN

Une fois les courbes des fonctions f et ¢ représentées, on peut aisément résoudre graphiquement des équa-
tions ou inéquations du type f(x) =k, f(x) < k et f(x) > k ou k est une constante. On peut également

représenter les ensembles {(x,y) /xeD,y> f(x)}, {(x,y) /xe€D, f(x) <y < g(x)}...

ExempLE 4

1
Voici les graphes sur [-5; 5] des fonctions f : x —> Exz etg:x+— —x+4

de I'exemple précédent.

Représentons les ensembles :
. {(x,y) /xe[-55]ery < f(x)}
o {(xy)/xe[-55]er f(x) <y <g(v)
o {(xy)/xe[-55] 1 f(x) 2 p > g(x))

PETITE REMARQUE

‘ DEFINITION 4 - REGIONNEMENT DU PLAN Partager pour partager ne
s . e g suffit pas : il faut savoir com-
Un régionnement du plan est un partage du plan en différentes parties. ment le partage est effectus...
ExemPLES 5
Dans 'exemple précédent, Co partage le plan en trois parties :
. {(x,y) /x€e[-55]eTy< g(x)} : le demi-plan "inférieur";
. {(x,y) /x€[-55]eTy> g(x)} :le demi-plan "supérieur";
. {(x,y) /x€[-55]eTy= g(x)} :la droite d’équation y = —x + 4.
Mais on peut donner un autre régionnement du plan, défini par les deux ensembles : {(x,;u) /x€e[-55]eTy< f(x)} et
{(x,y) /x€[-55]eTy > g(x)}A
0<y<5
Ci-dessous, représentons I’ensemble des points de coordonnées (x,y) vérifiant : zf;< 7
2x+y <10
6 .
5 +
4 PETITE REMARQUE
3| En exercice, nous verrons
comment ce type de région-
2 nement peut étre utilisé dans
un probléme d’optimisation
T d’un bénéfice sur un exemple
‘ N A N S (R S simple.
-1 . 1 2 3 4 5 6 7
C idé 1 hi i-d Dé . diti , . X VOCABULAIRE
3 | Considérons le graphique ci-dessous. Déterminons une condition nécessaire et suffisante sur x et y pour que On cherche donc une facon de
le point de coordonnées (x,y) appartienne au domaine @ caractériser 'appartenance de
2 . (x,v) au domaine @
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III PaArITE & IMPARITE Fonction paire

‘ DEFINITIONS 5 - FONCTION PAIRE / IMPAIRE

Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

Cy est symétrique par rapport
a l'axe des ordonnées

D1# Lensemble D est symétrique par rapport a 0 lorsque : Vx € R, (x eD= —x¢€ D).

e D est symétrique par rapport a 0
e VxeD, f(—x)=f(x)

Fonction impaire :

D2# f est paire lorsque : {

. . | e D estsymétrique par rapport a 0
D3# f est impaire lorsque : { o VxeD, fl—x) = —f(x)

& METHODE 3 & Pour étudier la parité (a adapter pour I'imparité) d’une fonction définie sur Cy est symétrique par rapport
un ensemble D : on commence par regarder si D est symétrique par rapport a 0 : a l'origine du repére
e si D n’est pas symétrique par rapport a 0 : f ne peut pas étre paire, ni impaire
e si D est symétrique par rapport a 0, alors deux cas se présentent : IMPORTANT!
. p . _ Le contraire de "Vx €
1. pour montrer que f est paire, on démontre par le calcul que : Vx € D, f(-x) = f(x) D, flox) = f(x)" est

2. pour montrer que f n'est pas paire, on cherche un contre-exemple; autrement dit, on
trouve un réel x pour lequel f(-x) = f(x)

EXEMPLES 6

Considérons f : x +— 4X T La fonction f est définie sur R, qui est un ensemble symétrique par rapport a 0. Et
x*+

X ATTENTION!

de plus, pour tout xe R :
-X On "remplace” tous les x
fl=x) = (_1()74_'_1 par (—x), sans oublier les
“x parenthéses!
441

=z

’ Conclusion : f est une fonction impaire.

Montrons que la fonction f : x > x%+x+1n’est ni paire ni impaire.

’ Conclusion : f nest ni paire ni impaire.

VOCABULAIRE

IV  MINORANT, MAJORANT, EXTREMA Vappellation extremim re-

groupe minimum & maxi-

mum.
‘ DE£FINITIONS 6 - FONCTION MAJOREE / MINOREE / BORNEE - MAXIMUM / MINIMUM
Soit f une fonction définie sur un ensemble D.
D1# f est minorée sur D lorsque: JAe€R/VYxe D, f(x) > A.
— v RIGUEUR!

On dit alors que A est un minorant de f. On dit orant/mi .
n ait un ma]oran minorant,

D2# f est majorée sur D lorsque : ABeR/Vx €D, f(x)<B. car s'il existe un majorant, il

On dit alors que B est un majorant de f. fnfl‘;oié‘g“;alrnzﬁnallfr:ell{eeesstt

aussi majorée par 2.07, par 3,
par 17, par 43...

o

D3# f est bornée sur D lorsqu’elle est a la fois minorée et majorée sur D.

.. o VYxeD, xX)>m En revanche, s’ils existent,
D4# m est le minimum de f sur D lorsque : fx) maximum & minimum sont
e dxgeD/m=f(xq) ) ol .
uniques. D’ot le pronom "le".

e VxeD, f(x)<M
e dxgeD /M= f(xg) — # REDACTION

Le maximum est en fait un
majorant atteint par la fonc-

tion. On précisera donc tou-
XEMPLES jours en quelle(s) valeur(s)

D5# M est le maximum de f sur D lorsque : {

La f . . , 0 R s 01 .. la f . un maximum est atteint

a fonction est minorée par 0 sur R, mais 0 nest pas son minimum, car la fonction (idem avec minimum et mi-
n‘atteint pas 0. Son minimum est  , atteint en 4 norant)!

La fonction est minorée par 0 sur ]0;+oo[ mais elle n'admet pas de minimum. De plus,

PeETiTE REMARQUE

elle n'est pas majorée sur 0;+oo|.
Une fonction peut admettre
un majorant/minorant sans
En pratique, il n'est pas si aisé de déterminer les éventuels extrema d’une fonction; a moins d’avoir une | PO ?Ut?'}t avoir un maxi-
mum/minimum...

connaissance plus précise de son comportement, autrement dit de ses variations.

CHaprTRE 1 - Page 6/14



V AUTOUR DES VARIATIONS...

V.1 DEFINITIONS / RIGUEUR!

Nous ne parlons jamais de

‘ DEFINITIONS 7 - FONCTION STRICTEMENT CROISSANTE / DECROISSANTE variations sur un ensemble
qui nest pas un intervalle : ¢a
n’a aucun sens!

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

D1# f eststrictement croissante sur I lorsque: Yxq,x €1, (x1 <xp = f(x1) < f(xz)).

PETITE REMARQUE

D2# f est strictement décroissante sur I lorsque : Yx1,x; €1, (xl <xp = f(x1)> f(xz)). Si on ne souhaite pas de

stricte monotonie, les in-

D3# f est monotone sur Isi elle ne change pas de variations sur I. égalités sur f(x1) et f(xa) sont

larges.
Cette définition sert pour connaitre les variations d’une fonction mais également pour manipuler les fonc-
tions avec des inégalités :
appliquer une fonction croissante conserve le sens des inégalités, tan-
dis qu'appliquer une fonction décroissante le change.
& METHODE 4 & Pour étudier les variations d’une fonction f sur un intervalle I, on écrit :
"Soient x1,x3 €1 tels que x| < x;", puis deux méthodes possibles : & METHODE!
1. Premiére méthode : on étudie le signe de f(x1) - f(x2)... Pour comparer deux quanti-
3 L, B L . tés, on étudie souvent le signe
2. Seconde méthode : on part de 'inégalité x; < x; et en procédant par opérations élémen- de leur différence...
taires (ou appliquant des fonctions dont les variations sont déja connues), on obtient, petit
a petit, Vinégalité f(x1) < f(x2) (ou f(x1)> f(x2)).

ExEmPLE 8
2

Etudions les variations, sur R, de la fonction carrée fixrox”.

Conclusion :

‘ PrOPRIETES 1 - OPERATIONS SUR LES FONCTIONS MONOTONES

Soient f et g deux fonctions monotones sur un intervalle L.
P1# Soit A € R.
e SiA>0,alors f et Af ont le méme sens de variation;
e si A<0,alors f et Af ont des sens de variations contraires.
P2# Si f et g sont croissantes (resp. décroissantes), alors f + g est croissante (resp. croissante).
P3# On suppose que f o g est bien définie sur 1.

e Si f et g ont méme monotonie, alors f o g est croissante.

e Si f et g ont des monotonies opposées, alors f o g est décroissante.

DEMONSTRATION : Pour chacune des propriétés, il suffit d’utiliser la méthode vue précédemment...
*

Ces propriétés peuvent étre utiles pour déterminer rapidement la monotonie de certaines fonctions dans
des cas simples.

3

Puisque les fonctions x +— x3 et x > x sont strictement croissantes sur IR, la fonction x — x” +x est strictement

croissante sur R.

. -1 . L . .
La fonction x +— —5 est strictement décroissante sur ]—00;0[ et strictement croissante sur ]0;+oo].
x

De fagon générale, nous utiliserons tout de méme ce qui suit.
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V.2 LIENS AVEC LA DERIVEE

On commence par refaire quelques calculs de dérivées... et apprendre le formulaire de dérivation!

ExEmprLESs 10

Justifions que la fonction f : x —> xe” est dérivable sur R et déterminons sa dérivée.
f=uvavecu:xr—xetv:xr—e®.
Puisque u et v sont dérivables sur R, alors f est dérivable sur R et, pour tout xe R :

F(x) = v’ (x)v(x) + u(x)v'(x) = ¥ + xe® = (x + 1)e*

’ Conclusion : f est dérivable sur R et pour tout x € R, f’(x) = (x + 1)e". ‘

3

est dérivable sur R et déterminons sa dérivée.

Justifions que la fonction f : x —

_U - 3 . 2
f=—avecu:x+—xetv:ix—x"+1.
v

x2+1

Puisque u et v sont dérivables sur R et que v ne s’annule pas sur R, alors f est dérivable sur R et, pour tout x e R :

w(x)v(x) —u(x)v’(x) _ 3x2(x2 +1) - 2x x x3 _ x4+ 3x2 3 x2(x2+3)

v(x)? (x2+1)2 (24127 (x2+41)2

fl(x)=

x2(x2 +3)

Conclusion : f est dérivable sur R et pour tout x € R, f'(x) = ——~.
(x2+1)2

Et le fameux théoréme (que nous pourrons démontrer plus tard dans I’année) qui relie la dérivée avec I’étude
des variations d’une fonction :

‘ THEOREME 1 - LIEN FONCTION / DERIVEE

Si f est dérivable sur un intervalle I, alors :

1. ( f est constante sur I ) — (Vx el f'(x)= 0)
2. ( f est croissante (resp. décroissante) sur I ) = (Vx el, f/(x) 20 (resp. f'(x) <0) )

3. (Vx €1, f/(x) =0 (resp. f'(x) < 0) et ne s‘annule qu'un nombre fini de fois sur 1 ) = ( f est strictement

croissante (resp. décroissante) sur I )

& METHODE 5 & Pour étudier les variations de f sur I, deux possibilités :
1. on utilise les propriétés 1 (dans des cas simples);

2. on dérive f, on étudie le signe de sa dérivée et on utilise le théoréme 1 (trés majeure partie
des cas)!

Cela permet de faciliter I’étude des variations d’une fonction et d’en obtenir ainsi son tableau de variations.
Il sera alors aisé d’en obtenir les éventuels extrema.

ExempLEs 11

Dressons le tableau de variations, sur R, de la fonction f : x +— xe*.
On avait obtenu : Yx € R, f’(x) = (x+ 1)e*. Dot :

3
Dressons le tableau de variations sur R, de la fonction f : x +— 2x .
xc+1
20,2
. X“(x“+3 R
On avait obtenu : Yx € R, f/(x) = Q D’ou:
(x2+1)2

v RIGUEUR!
Avant de dériver une fonc-
tion, on justifie qu’elle est
dérivable.

wREFLEXE! —————
%és que possible, on factorise

l'expression de f’(x)...

X ATTENTION!
Pour la stricte croissance, il
suffit que f” soit strictement
positive; mais ce n’est pas
nécessaire...

PeETiITE REMARQUE

Parfois, le signe d’une expres-
sion est évident (fonctions
affines, sommes de deux
nombres positifs,...), on ne
cherche donc pas a le justifier.
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VI FONCTIONS USUELLES

PETITE REMARQUE

Un récapitulatif des fonctions étudiées depuis la premiere et quelques nouveautés. A partir de ces exemples, Un chapitre spécifique sera

. . . .y . . . . consacré aux fonctions poly-
nous construirons toutes les fonctions étudiées ces deux prochaines années. C’est dire leur importance... nomes... pon

VI.1 FONCTION INVERSE

D£FINITION 8 - FONCTION INVERSE

La fonction inverse est la fonction :

Ri= =

PROPRIETES 2

P1# La fonction inverse est impaire.

P2# La fonction inverse est strictement décroissante sur ]0;+oo[ et sur | —o0; 0[.

DEMONSTRATION : Aucune difficulté (étude des variations a savoir faire sans la dérivée).

[+

VI.2 FONCTION VALEUR ABSOLUE

DE£FINITIONS 9 - VALEUR ABSOLUE

X six>0 La fonction valeur absolue
D1# Soit x € R. La valeur absolue de x, notée |x|, est le réel défini par : |x| = . est une fonction affine par
—x s1 x<0 morceaux.
D2# La fonction valeur absolue est la fonction :
Ll: ] R — R
x — x|
-1
N7]= e | =3 = e s ?‘ = 3 =3l = e 5 V222 =5 ¥x€ER, |(x—1)%= (x—1)?

Immeédiatement a l’aide de la définition, on a :

P1# Pourtout x€ R :|x

P2# La fonction valeur absolue est paire.

> 0.

P3# La fonction valeur absolue est strictement décroissante sur | — co0;0] et strictement croissante sur
[0;+00].

Quelques exemples de résolutions d’équations et inéquations :

PETITE REMARQUE

ExempLEs 13 Le nombre |x — y| peut étre vu
comme la distance entre x et

Résolvons, dans R, I’équation |[x - 3| =5: .

Résolvons, dans R, I'inéquation |-x+ 2| <5:

Résolvons, dans R, I'inéquation |2x + 4| >1:
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. lx X
P1# Pour tous x,v € R, |xy|=|x|ly| et pourtousxeRetyeR’ |=|= :}/_:
P2# Pour tous x € Ret n e IN*, |x”| = |x|"
P3# Pour tous x,v € R, |x +y| < |x]+|v] (inégalité triangulaire)
DEMONSTRATION :

P1# Sans difficulté, en distinguant des cas selon les signes de x et p.
P2# Par récurrence, en utilisant P1.

P3# Commencons par transformer le résultat a démontrer...
Soient x,y €R.On a:

Et pour terminer avec la valeur absolue, une propriété qui nous sera souvent utile :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On a I’équivalence :

f est bornée sur I si, et seulement si, |f| est majorée sur I

*
DEMONSTRATION :
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VI.3 FONCTION RACINE CARREE

Nul besoin sans doute de débattre sur le nombre de solutions de 1’équation 2% = x, d’inconnue z € R, ot x
est un nombre réel...

‘ DErINITIONS 10 - RACINE CARREE

2

D1# Soit x € R*. L'unique solution positive de I’équation z* = x est appelée racine carrée de x, notée Vx.

D2# La fonction racinée carrée est la fonction :
V- R" — R"
X —  x

PROPRIETES 6

Par la définition de la racine carrée, on a :
P1# Pour tout x > 0, \/zz =x
P2# Pour tout x € R, Vx? = |x].

La fonction racine carrée est strictement croissante sur R™.

* 2z, . . s e .
DEMONSTRATION : (Sans utilisation de la dérivée) Soient x1,x, € R tels que x| <x3.Ona:

(VAT - V) (V1 + V%2)

V-G =
VX1 +/x2
— 0 Bt 2 Quand on est un peu coincé
VX1 + X2 avec Va - Vb, il est souvent
x| —X2 utile d’utiliser son expression
Or x1 <xp, donc m <0. conjuguée : Va+Vb...
Par conséquent : v/x| —+/x3 <0, autrement dit : /x] <+/x5.
Conclusion : 1a fonction racine carrée est strictement croissante sur R*. *

VI.4 FONCTION PARTIE ENTIERE

‘ DE£FINITIONS 11 - PARTIE ENTIERE

D1# Soit x € R. Le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x est appelé partie entiére de x, noté [x|. En toute rigueur, il faudrait
justifier au préalable l'exis-
tence de ce "plus grand entier
relatif inférieur ou égal a x"...

D2# La fonction partie entiéere est la fonction :

LI: | R — Z en maths appro, ils peuvent!
X — x|
3
2

1

La fonction partie entiere est
constante par morceaux.

P3# VneZ,VxeR, |x+n]=|x]+n

ExEmpPLE 15

Résolvons I’équation |_x2J =4, d’inconnue x € R.
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VI.5 FONCTIONS EXPONENTIELLE ET LOGARITHME NEPERIEN

Contentons-nous ici de faire un inventaire de tout ce que nous savons sur ces deux fonctions en mettant en
paralléle leurs propriétés... Les démonstrations sur l’'exponentielle seront revues en exercice.

exp

In

Définition

Unique fonction f définie et dérivable sur R telle

que f' = fet f(0)=1...

Pour x € R}, In(x) est 'unique solution de
I’équation exp(v) = x, d’inconnue y € R.

Ensemble de définition

R

R+

Signe VxeR, exp(x)>0 Vx €]0;1[, In(x)<0; VYx€]l;+o0[, In(x)>0
Valeurs remarquables exp(0)=1 ; exp(l)=e=x~2,72 In(1)=0 ; In(e)=1
4o 2 ’ / 7 ’ 1 s
Dérivée exp =exp ; (exp ou) =u’exp(u) In"=- (lnou) =
Variations Strictement croissante sur R

Strictement croissante sur R}

Relation fondamentale

Vx,veR, exp(x+7v)=-exp(x)x exp(v)

¥x,v e RY, In(xp) =1In(x)+In(y)

Propriétés algébriques
(qui se déduisent de la
relation fondamentale)

Vx,veR,VneZz,

1
e exp(—x)= oxp(¥)
owen- 520

o exp(nx) = (exp(x))”

Vx,yeRf,Vnez,

Courbes représentatives

." —4 J

Les courbes sont symétriques 1'une de 'autre par rapport a la premiére bissectrice...

Liens entre elles

Par définition de In,ona: Vx e Ry, Vv eR, ¢/ =x < y=1In(x)

Autrement dit : Vx € RS, exp(In(x)) = x

;0 VxeR, In(exp(x)) =x

exp et In sont donc réciproques l'une de l'autre... D’ou1 la symétrie des courbes!

*
DE£MONSTRATION : En utilisant les propriétés sur I’exponentielle (que nous démontrerons en exercice) et la définition
de la fonction In, démontrons les propriétés sur In.
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V1.6 FONCTIONS PUISSANCES

Pour n € IN¥, on a défini pour tout x € R, x” = x x X x ... x x et par convention : Vx € R, KO =1.
R

n facteurs

.. . . L, 1
Onaainsi:Vn,melN, VxeR, x" xx" =x""" Egalement,si n€ N, et x€ R*, on a posé x " = -
X

De plus, on pourrait démontrer que pour tous n,m € Z et tout x € R}, I’équation z””" = x" d’inconnue z € R}

n . . 1
posséde une unique solution. Cette solution est notée x. En particulier : x2 = vXx.
A ce stade, nous avons donc donné du sens & I’écriture x* pour a € Q (et x € RS si besoin...).

Dans tous les cas, on remarque que pour tout a € Q, en posant a = % (avec n€ Z et me IN*) et tout x € R :
) =
= exp(ln(x))"
= exp(nln(x))
exp(amln(x)) N
= exp(aln(x))” Jearme

Et puisque la fonction x —s x™ est strictement croissante sur R}, on obtient finalement :
Yae @, VxeRY, x* = exp(aln(x))

Ce qui nous amene a choisir la définition suivante :

DErINITION 12 - FONCTION PUISSANCE O

Soit « € R (o ¢ Z). La fonction puissance o est la fonction :

S| RE
X

— R

exp(aln(x))

En particulier, on obtient les deux petites choses suivantes, bien connues et souvent utilisées :

Vx eR, e* =exp(x)

YaeR, Vx e R}, In(x%) = aln(x)

La définition précédente et les propriétés sur I’exponentielle permettent de démontrer sans difficulté :

‘ PRrROPRIETES 9

Pour tous o, p e Ret x,y e R}, ona:
P1# xOB =x® . xB
P2# (x)P = xob

1 x¢
- _ a—p _
P3# «x —x—a et x ﬁ_x_ﬁ
x\* xo
P4# (xp)* =x%xp® et (—) ==
Y ye

On retrouve la dérivée bien connue sur les puissances entiéres :

Soit o € R. La fonction f, : x —> x® est dérivable sur R/ et pour tout x € R},

R = axe!

*
DEMONSTRATION : Soit a € R. On a, pour tout x € R :

falx) = x*
= exp(aln(x))

Ainsi, fo = expou, avec u : x —> aln(x). Puisque u est dérivable sur Ry, f, l'est également et, pour tout x € R} :

fa(x) u'(x)exp(u(x))

a
= ;exp(aln(x))

(08

= —x&
X

= ax!

EN GROS... ——

Méme cheminement que pour
définir la racine carrée d’un
nombre... Logique : nous
sommes (en gros) en train de
définir la racine m-iéme d’un
nombre.

i REFLEXE! ————

11 faudra penser a cette écri-
ture a chaque fois que l'ex-
posant est une variable...
Comme dans I’étude de la
fonction x + x*.

Graphiquement, on retrouve
essentiellement trois cas :

a>1 (type fonction carrée) :
6%
5 -+
4 —+
3 —+
2 —+
1 —+

-1 1

2 3 45 6
0 <a<1 (type fonction racine
carrée) :

23456

a <0 (type fonction inverse) :
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