{ ECG 1t®® ANNEE - MATHEMATIQUES APPLIQUEES
)1 ]l - www. jeremylegendre. fr

\ Les
CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 1

FoNcTIONS : GENERALITES & FONCTIONS USUELLES

|

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

0000 EXERCICE 1 - ENSEMBLE DE DEFINITION
Dans chaque cas, déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.
On se contentera ici.de donner les réponses, sans détailler.

L fixr— —
X2 -
L’ensemble de définition de f est R\ {-1;1}.
1
2. fixr— ——m—
f x24+2x-3

L’ensemble de définition de f est R\ {-3;1}.
3. fixr—Vx2+2x-3

L'ensemble de définition de f est | —o0;=3]U[1;+o0].
4. f: x+— In(x? = 5x—6)

L'ensemble de définition de f est | —co;—1[U]6;+00].
5. f:xr—In(x+3)-In(2x+1)

L'ensemble de définition de f est |- 1/2;+oc0].
6. frxr—Vx3+x2+x

L’ensemble de définition de f est R™.

7. fixr— 2xtl
S —x+4
L'ensemble de définition de f est [-1/2;4].
1

8. fixtr— ————
f In(x)-1
L'ensemble de définition de f est ]0;e[U]e; +ool.
9. f:xr—1In(e*-1)
L’ensemble de définition de f est R .
1
10. fixt+— ——
f In(x+1)
L'ensemble de définition de f est |- 1;e—1[U]e—1;+00].

o000 EXERCICE 2 - POSITIONS RELATIVES
Etudier les positions relatives des courbes des fonctions x + x, x +—> xZ et x — Vxsur RT.
Soitxe R*.Ona:
X -x= x(x—-1)

x—Vx=vx(vx-1)
D’ou les tableaux de signes :
X 0 1 +00
x| 0 - 0 +
Et:
X 0 1 +00

x—Vx |0 - 0 +

Conclusion : La courbe de la fonction carrée est au-dessus de la courbe de I'identité sur [1;+oo[ et au-dessous sur
[0;1].

La courbe de l'identité est au-dessus de la courbe de la fonction racinée carrée sur [1;+oo[ et au-dessous sur [0;1].
Ces trois courbes se rencontrent en les points de coordonnées (0,0) et (1,1).

Graphiquement :

4
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000 EXERCICE 3 - OPTIMISATION & REGIONNEMENT DU PLAN

Un glacier fabrique deux types de glace au chocolat pour lesquelles les quantités d’ingrédients néces-
saires a la fabrication d’un kg de glace sont données dans le tableau ci-dessous.

glace 1 | glace 2
doses de chocolat noir 2 1
doses de lait 2 3
doses de sucre 0 1

Le stock du glacier est constitué de : 16 doses de chocolat, 24 doses de lait et 5 doses de sucre.
1. Alaide d'un régionnement du plan, représenter 'ensemble des quantités x de glace 1 et v de glace

2 que le glacier peut produire.

Notons x la quantité, en kg, de glace 1 produite; et v celle de glace 2.

L’énoncé permet d’obtenir les conditions suivantes :
x>0
=0
2x+v <16

2x+3y <24y <5

La zone coloriée ci-dessous correspond a I’'ensemble des couples (x,v) possibles :

111&
2x+p=16

G
=
~1

-3 <2 -1 1 2 3 4

-2+
-3+

2. Le bénéfice pour la vente d’un kg de glace 1 est de 3€, alors qu’il est de 4€ pour celui de glace 2.
Quelle quantité de chaque glace le glacier doit-il produire pour maximiser son bénéfice?
Le bénéfice, noté B, produit par la vente de x kg de glace 1 et v kg de glace 2 est ainsi exprimé par B = 3x + 4yp.

Or:

-3

3x+4y=B &= v = 1

B

X+ —

4

Il s’agit donc de déterminer la plus grande valeur possible B, ainsi que les valeurs de x et v correspondantes,

de sorte que la droite d’équation vy = %\ + 1 intersecte tout de méme la zone valide...

]

. N . -3 . . . .
Puisque la pente de la droite d’équation v = T,H— — est —, comprise entre les pentes des droites d’équations

4 4

-2
v=-2x+16 et vy = —x+ 8, alors la droite recherchée est celle passant par le point de coordonnées (6, 4).

Or, si x =6 et vy = 4, I'équation B = 3x + 4y donne B = 34.

Conclusion : le bénéfice maximal possible est de 34€, obtenu en vendant 6 kg de glace 1 et 4 kg de glace 2.

0000 EXERCICE 4 - PARITE / IMPARITE
1. Dans chaque cas, étudier la parité de la fonction f.

la. fixr—

4
x=+1
f est définie sur R, qui est un ensemble symétrique par rapport a 0; et, pour tout x e R :
—-x
flen) =
) (=) +1
_ X
41
= -0

‘ Conclusion : f est impaire.

x2
1.b. fixr— 2
f est définie sur R, qui est un ensemble symétrique par rapport a 0; et, pour tout x e R :
(-0’
x) =
£ S
)
— '\)“
a2y
= je
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’ Conclusion : f est paire.

2
lc. fixr—oe®

f est définie sur R, qui est un ensemble symétrique par rapport a 0; et, pour tout x e R :

f(=x)

Il
o
LS
|
=

’ Conclusion : f est paire.

x—1

1d. f:ixr—

f est dcﬁnle sur IR, qui est un ensemble symétrique par rapport a 0; mais :

f)=0; f(-1)=-1

Puisque f(-1) = f(1
Puisque f(-1)=—f(1

), la fonction f n’est pas paire.
), la fonction f n’est pas impaire.

’ Conclusion : f n'est ni paire ni impaire.

le. fixroe¥—e ™™

f est définie sur R, qui est un ensemble symétrique par rapport a 0; et, pour tout x e R :

f(=x)

= XX

= —flx)

’ Conclusion : f est impaire.

1. fixr— x*In(x)

f est définie sur R, 1a fonction f ne peut donc pas étre paire, ni impaire.

’ Conclusion : f n'est ni paire ni impaire.

1
lg. fixrox+=

X
f est définie sur R, qui est un ensemble symétrique par rapport a 0; et, pour tout x e R :

f(=x)

1l
|
=
[

Conclusion : f est impaire.

2. Que dire de la somme de deux fonctions paires? Deux fonctions impaires? D’une fonction paire

et d’une fonction impaire?

Mémes questions avec le produit de deux fonctions.

e Lasomme de deux fonctions paires est paire.

Soient f et ¢ deux fonctions paires définies respectivement sur Dy et Dg. La fonction f + ¢ est ainsi

définie sur Df n D .

© Puisque f et ¢ sont paires, les ensembles Dy et Dy sont symétriques par rapport a 0. C'est donc
également le cas de DfﬂD En effet, six € DfﬂDg, alors x € Df ET X € Dq, etdonc —x € Df ET —X €

Dq, c’est a dire ~x € Dy ﬂD
o Et, pour toutxe R :

(f+o)(=x) = f(-
f(‘)"’%’\()\)J car f et g sont paires

x)+g(=x)

(f+8)

Par conséquent, f + g est paire.

Conclusion : si f et ¢ sont paires, alors f + ¢ est paire.

De méme :

e Lasomme de deux fonctions impaires est impaire.

e Le produit de deux fonctions paires est pair.

e Lasomme d’une fonction paire et d’une fonction impaire n’est, en général, ni paire ni impaire.

o Pour cela, des contre-exemples suffisent : f : x +— x? est paire, g : X = x est impaire et pourtant,

f + g n’est ni paire ni impaire.

o Allons-plus loin, et cherchons a quelles conditions sur f et g (f étant paire etg impaire), la fonction

f + g serait paire (ou impaire).

Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et D ; supposons que f est paire et g
impaire. La fonction f +g¢ est ainsi définie sur Dy NDy, qui est un ensemble symétrique par rapport

a0..et
VxeR, (f+2)(—x)=(f+9)

ﬂﬂﬂﬂ

Autrement dit :

IER, [0+ 20 =S4 80) ) car f et paine
YxeR, g(—x)=g(v) J car g est impaire
VxeR, —g(x)=g(x)

VxelR, g(x)=0
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f + g est paire si, et seulement si, g est la fonction constante nulle.
De méme, on obtient :
f + g est impaire si, et seulement si, f est la fonction constante nulle.
e Le produit de deux fonctions impaires est pair.

e Le produit d’une fonction paire et d’une fonction impaire est impair.

3. Démontrer qu’'une fonction polynémiale de degré 2 admettant deux racines réelles opposées est
paire.
VRAI
Soit f une fonction polynomiale de degré 2 admettant deux racines réelles opposées, notées a et —a, avec
a € R. Il existe alors un réel non nul a tel que pour tout x € R, f(x) = a(x+ a)(x—a) = a(xz - (xz).
Par conséquent, la fonction f, définie sur R (symétrique par rapport a 0), est paire.

Conclusion : une fonction polynéomiale de degré 2 admettant deux racines réelles opposées est paire.

0000 EXERCICE 5 - VRAI OU FAUX SUR LA PARITE
Dans chaque cas, f est une fonction définie sur R.

1. Sif(1)=f(-1), alors f est paire.
FAUX
Par exemple, si f : x > x(x —1)(x+1), alors f(1) = f(-1) = 0 et pourtant f(—2) = f(2) : f n'est pas paire (en
revanche, elle est impaire).

2. Si f est impaire, alors f(2) = f(-2).
FAUX
La fonction f : x > x(x — 2)(x + 2) est impaire (car Vx € R, f(x)= x3 - 4x...) et pourtant f(2) = f(-2) =0.

3. Si f est paire, alors il existe x € R tel que f(x) = f(-x).
VRAI
Si f est paire, alors pour tout x € R, f(—x) = f(x)... donc il en existe bien au moins un...

4. S’il existe x € R tel que f(—x) =—f(x), alors f ne peut pas étre paire.
FAUX
Posons f : x + (x+ 1)(x—1). Pour x = 1, on obtient f(—x) = —f(x) (puisque f(=1)=0et f(1) =0) et pourtant f
est paire (Yxe R, f(x) = x? - 1).

o000 EXERCICE 6 - AUTOUR DES COURBES...
Considérons f la fonction définie sur [-3;4] dont la courbe représentative est donnée ci-dessous.
Déterminer I’ensemble de définition de chacune des

3% . . A
fonctions ci-dessous et représenter sa courbe sur le
2T méme graphique.
| o g:x+ f(—x)
5450 NI 71 3  hix——-f(x)
0 o i:xr|f(x)
2 o jixr— f(x+2)
=3 o k:ixr— f(x-1)
ix iz
34 3+
2+ y=1(=x) 2+ p=—f{x)
14 1T
/RN EE Y/ EEER N,
il 5|
-3+ 3L
gL gl
4x 4x
3+ 3+
21 p=1ftol 2 y=Ffle+2)
1 .l
PR T T e
-2t -2t
et el
4L g4l

ExERcICES DU CHAPITRE 1 - Page 4/21



|
a
|
=
|
w
|
()
—
—
o
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=2+
73 +

4L

0000 EXERCICE 7 - VARIATIONS ET £QUIVALENCE...
1. Soit f une fonction strictement croissante sur un intervalle I. Etablir : Va,b €1, (f(a) =f(b) =
a= b).
Soient a,b € I. Par double implication :
Rien a faire (on applique f!).
Montrons que f(a) = f(b) = a=1.

Pour cela, raisonnons par contraposée; c’est a dire prouvons : a = b = f(a) = f(b).
Quitte a échanger a et b, on peut supposer que a < b. En appliquant f, est strictement croissante sur I, a
cette inégalité, on obtient :

fla)<f(b)

En particulier :
fla)=f(b)

La contraposée de I'implication voulue étant vraie, elle I’est également et on a ainsi établi :

Ya,bel, (f(a)=f(b)=>a=b)

Conclusion : si f est strictement croissante, alors : Va,b €1, (a <b = f(a)< f(b)).

2. Soit f une fonction strictement croissante sur un intervalle I. Etablir : Ya,b €1, (f(a) <f(b) =
a<b).
Soient a,b € I. Par double implication :
C’est la définition d’une fonction strictement croissante sur I.
Montrons que f(a) < f(b) = a<b.
Pour cela, raisonnons par contraposée; c’est a dire prouvons: a > b = f(a) > f(b).

Supposons alors que a > b.
En appliquant f, est strictement croissante sur I, a cette inégalité, on obtient :

fla)=f(b)

La contraposée de I'implication voulue étant vraie, elle I'est également et on a ainsi établi :

Va,bel, (f(a)< f(b)=>a<b)

PETITE REMARQUE
On adapte dans le cas d'une
fonction strictement décrois-
sante...

Conclusion : si f est strictement croissante, alors : Va,b €1, (a <b &= f(a)< f(b)).

3. Soit f une fonction croissante sur un intervalle I. La proposition "Va,b €1, (f(a) <f(b) = a< b)"

est-elle vraie?
L'implication réciproque est vraie, puisqu’il s’agit de la définition de fonction croissante...
En revanche, I'implication directe est fausse. Pour le justifier, considérons :

e lafonction f :x+— 43

e a=2

e b=1

Ona f(a) = f(b), donc f(a) < f(b), et pourtant, a n’est pas strictement inférieur a b.

o000 EXERCICE 8 - PROPRIETES SUR exp ET In
1. Exprimer uniquement a l'aide de In(2) : In(8); ln(\/z); In(6) —In(3); ln(2ez).
In(8) = In(23) = 31n(2)

L

2

In(V2)

In(2)

2. Simplifier (x désigne un réel quelconque) :

5
2

X“—=2x

PeTITE REMARQUE
On adapte dans le cas d’une
fonction strictement décrois-
sante...

EN GRos...
Pour résumer ce que l'on a
vu dans cet exercice : on peut
"désappliquer” une fonc-
tion strictement monotone a
une égalité ou une inégalité
(stricte ou large)...
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ex2+2x
2b. ——-= ¢!
olx+1)

2.c. e2lnx_ 2

2.d. —1n(2x)—ln(x)—ln(i):71n(2)

x2

2.e. In(V3+V2)+In(V3-V2)-0

2. ln(e4)—1n(ez)+ln(\/5):g
1 2
2 LR
2.. In(e e)+ln(e)_ .
5 _
op, ) 5
In(e3) 3
2. e2Xe™r =
2
. X T2x (ex)2 - (,xzfm'
] (ezx)3 =

0000 EXERCICE 9 - IRRATIONNEL!

Démontrer que

In(3)
. \ - . In(2)
Par 'absurde, supposons que m
In(2) n
In(3)  m’

est un irrationnel.

est rationnel; c’est a dire supposons qu’il existe n,m € Z, avec m = 0, tels que

On obtient ainsi : mIn(2) = nln(3); puis, en appliquant ’exponentielle :

27?1 — 3)7

Ce qui implique nécessairement n = 0 et m = 0 : absurde.

In(2)
In(3)

Conclusion : est un irrationnel.

ee00 EXERCICE 10 - RESOLUTION D’EQUATIO
Résoudre les équations suivantes, d'inc

1. In(1+e%) =2
Soit x eg.Ona:

In(l+e¥)=2

— «x= ln(u2 -1

2. (1+In(x))? =4
SoitxeRf.Ona:

NS AVEC LES FONCTIONS USUELLES
onnue x € R.

par stricte croissance de I'exponentielle sur R

L
)
|

. . 2
J par stricte croissance de In sur R, car e -1 >0

1+In(x)=2

(1 Jrln(,\'))2 =4 = ou
REFLEXE ! 1+1In(x)=-2
In(x)=1
{ IOL(J ) N J par stricte croissance de exp sur R
n(x)=-3
x=e
— ou
x=e73

3. y1-In(x)=5
Soitx€RS. Ona:
I1-In(x)=5 <
—
—

4. |In(x)| =1
SoitxeRf.Ona:

5. le¥]=1
SoitxeR.Ona:

1-In(x)=25

par stricte croissance de la fonction carrée sur R

In(x) =-24 . .
B par stricte croissance de exp sur R

vme

In(x)=1

ou - stricte crol 8

In(x) = —1 J par stricte croissance de exp sur R

xX=e

ou

x=e !

et =1

1] = ou
e¥ =—1:impossible
= x

PETITE REMARQUE
A chaque fois, je me suis posé
la question de I'ensemble
de définition de 1’équation...
Comme nous I"évoquions
ensemble, ce n'est pas néces-
saire. Par exemple, je ne l'ai
pas fait dans I'exercice sui-
vant.

o

— X ATTENTION !

Pour résoudre une équation
du type X? = 4, inutile d’ap-
pliquer la fonction racine
carrée : c’est du cours !!

On rappelle au passage que
pour tout X e R, \/)T =[X].
Au pire, tu t'aides de la
courbe de la fonction car-
rée...
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6. |x+3]=-1

L’équation |x + 3| = —1 n’a pas de solution, puisque pour tout x € R, [x + 3| > 0.

7. |x+5]=12x-7|

SoitxeR.Ona:

1
8. LXJZ E

. . 1, . . .
L’équation x| = 5Ma pas de solution dans R, puisque pour tout x € R, [ x| est un entier.

9. [¥%]=9
Soit x;nR. On a :

I+ 3] = |2x— 7|

— ou

x2]=9 e 9<x?<10

= x¢e]-V10;-3]U[3;V10]

10. 2x*+x2 -1 =0SoitxeR. Ona:

11. (In(x))*>=3Inx+2=0
SoitxeRf.Ona:

12, ¥ =2¢% -1

Soit xe Rf.Ona:

13. ¥+ =2

SoitxeRf.Ona:

2t exio1=0

> ) B X =In(x)
(In(x))*=3Inx+2=0 < {X273X+2—0
- {X:ln(.\')
X=1louX=
In(x)=1
— { ou
In(x)=2
x=e
= [ ou
-2
x=e
e =20"-1 = ()?-25+1=0
X=e¢"
1 X2-2X+1=0
X =e"
— {/,:1
— ‘=1
— x=0
. 1
— c+;—2:0
()% +1-2¢"
— #Z JCZI]’L"“iO
= (Y)2-2"+1=0
— x=0

X = x?

— B
2X7+X=-1=0
X =x?

— 1
X:—IOUXZE
¥ =-1: impossible

— ou

2

1

X=4/=

2

— ou

1
X=—4/=
2

0000 EXERCICE 11 - RESOLUTION D’INEQUATIONS AVEC LES FONCTIONS USUELLES
Résoudre les inéquations suivantes, d’inconnue x € R.

1. |x+5|<3
SoitxeR.Ona:

[x+5]<3

— -3<x+5<3
— -8<x<-2

J comme la question précédente

1= RAPPEL...
Pour tous X,Ye R :
X=Y
X| =Y = ou
X=-Y

X ATTENTION !
On évite les abominations de
caleuls... *¥ = (¢¥)? : régle de
calculs sur les puissance, bien
connue depuis le college tout
de méme !!

mREFLEXE! ————

T’es coincé et tu vois e ~...
alors tu utilises ™ = — et tu
I

fais du calcul...

© ASTUCE DU CHEF ! ©
Tu t'aides de la représentation
graphique de la fonction va-
leur absolue... Et si résoudre
graphiquement une inéqua-
tion pose souci : réfléchis un
]ia@adICEs DU CHAPITRE 1 - Page 7/21




2. |x=2|<0SoitxeR. Ona:

3. 2x-1|>4
Soitx€RR.Ona:
2x-1>4 © ASTUCE DU CHEF ! ©
2x-1]>4 <= ou Tu t'aides de la représentation
2x-1<-4 graphique de la fonction va-
5 leur absolue... Et si résoudre
x> 3 graphiquement une inéqua-
— ou tion pose souci : réfléchis un
-3 peu!
x < 7
= xefo o5
X 00; — —;+00
2 2
4. 19-x%>-2
Linéquation |9 — x%| > -2 est vérifiée pour tout réel x.
5. 5-x2<0
SoitxeR.Ona:
5-x2<0 e x’>5 © ASTUCE DU CHEF ! ©
= xe|-oo; —\/E[U]\/g +oof Tu t'aides de la représentation

graphique de la fonction va-
leur absolue... Et si résoudre

6. In ( 10— X2) >0 graphiquement une inéqua-
Soitx€R.Ona: tion pose souci : réfléchis un
) ’ ’ ) peu!

ln(lO —.\’2) >0 = 10-x>>1 par stricte croissance de exp sur R
2

— x°<9

— xe€]-33|

7. 0,59<0,1
SoitxeR.Ona:

0.5 <0.1 In(0.5%) <In(0.1)  par stricte croissance de In sur R}

xIn(0.5) <In(0.1) -
In(0.1) J car In(0.5) < 0

> =
In(0.5)
—In(10)

—1n(2)
In(10)

In(2)

x>

1110l

X >

8. o2 1>
Soitx€eR.Ona:

(’Z'Pl >1 & 2x-12>0 parstricte croissance de In sur Ry
1

— x>
2
1
9. <2
eX+1
SoitxeR.Ona:
1 ¥ 1 o o +
e <2 = e +1>= par stricte décroissance de la fonction inverse sur Ry
s
— > % : toujours vrai
10. 2 <3

SoitxeR.Ona: ) .
2Y<3 = 1In(2Y)<In(3) par stricte croissance de In sur Ry
— xIn(2)<In(3) . 5
. In(3) erln(-)>0

= =10

0000 EXERCICE 12 - FONCTION PARTIE FRACTIONNAIRE
Notons f la fonction définie sur R par f(x)=x—[x].
1. Soit x € Z. Calculer f(x).

Puisque x€Z,on a:

et donc :

4
2. Calculer f(2,5) et f(g).
- - 4y_4 1
£(2,5)=2,5-2=0,5 etf(g)f ~-1=-
3. Pour x € [0; 1], simplifier 'expression de f(x).
Soit x € [0;1[. On a ainsi [x] = 0, et donc f(x) = x.
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5.

Démontrer que pour tout x € R, f(x+1) = f(x).
SoitxeR.Ona:

flx+1)=x+1-|x+1]
Or, on sait que [x+ 1] =|x]+ 1. D’ou:

fla+)=x-[x]= f(x)

Conclusion : pour tout x € R, f(x+1) = f(x) (la fonction f est 1-périodique).

En déduire la courbe représentative de f.
Puisque f(x)=x sur [0;1] et que f est 1-période, on obtient :

2,,
v=F()
l,
L4 i 2
_1,,

o000 EXERCICE 13 - CaLcuLs DE DERIVEES
Justifier que chaque fonction f est dérivable sur l'intervalle donné et déterminer sa dérivée.

1.

1
fixr— —5 sur 10;+00[
X

1
Posons u : x > x° de sorte que f = —.
u
u est dérivable sur ]0;+oo[ et ne s'annule pas sur |0;+oo[, donc f est dérivable sur ]0;+oo[ et pour tout x €
10; 400 :
-2
7
(=%
f 3

5
fixr— — sur 10; +00[
X

7 5
Posons u : x —> x’ de sorte que f = —.
u est dérivable sur ]0;+oo[ et ne s'annule pas sur ]0;+oo[, donc f est dérivable sur ]0;+oo[ et pour tout x €
10;+00] :
-35

fllx)= —-

fA 3
f x> xIn(x) sur ]0;+o0[
Posons u : x +> x et v : x +> In(x) de sorte que f = uv.

u et v sont dérivables sur ]0;+oo[, donc f est dérivable sur |0;+oo[ et pour tout x €]0;+o0] :
1
f(x) = 1ln(x)+xx N
= Inx)+1

X
fixr— —surR

oX

u
Posons u : x —> x° de sorte que f = —.
exp
u et exp sont dérivables sur R et exp ne s’annule pas sur R, donc f est dérivable sur R et pour tout x e R :
¥ —xe*
(Cx)z

e*(1-x)

f(x) =

fixr—In(1 +x%)sur R
Posons u : x —> 1 +x? de sorte que f =Inou.
u est dérivable sur R et strictement positive sur IR, donc f est dérivable sur R et pour tout x e R :

- 2x
T 142

f(x)

fixr—Vi+xZsur R

Posons u : x — 1 + x> de sorte que f =+[ou.
u est dérivable sur R et strictement positive sur IR, donc f est dérivable sur R et pour tout x e R :

2x

2\/1\_-*—,\'2
V1 +x2

) =

Q© ASTUCE DU CHEF ! ©

PNt _ L.
On écrit = =x 2 et on dérive
X

sous cette forme...

15 RAPPEL... —
*,La fonction 4/ n’est pas déri-

vableen 0 !!
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10.

2
7. fixr—eF surR
Posons u : x —> —x2 de sorte que f =expou.
u est dérivable sur R, donc f est dérivable sur R et pour tout x e R :
2
f(x)==2xe™*
8. f x> xe¥ sur ]0;+oo]

y- et exp sont dérivables sur ]0;+co[, donc f est dérivable sur ]0;+oo et pour tout x €]0;+oo] :

2. 1 X
(%) z\ﬂ‘ +

° (’1;\;‘ )

e X

Cfix— (1r1(1 +x))4 sur R*

4
Posons u : x —> 1 + x de sorte que f = (lnou) .

u est dérivable sur R* et strictement positive sur R*, donc f est dérivable sur R* et pour tout x € R* :

f’(.\‘):r—Lﬁln(IJr,\')}

—x2
frixr—xe™ surR
2
Posons u : x —> x et v: x —> —x“ de sorte que f = uexpov.

v est dérivable sur R, donc expov est dérivable sur R; et comme u est également dérivable sur R, la
f est dérivable sur R et pour tout x e R :

f(x)

5

e 4 x(=2x)e ™

2
e (1-2x4%)

eeco EXERCICE 14 - ETUDE DE FONCTIONS
Pour chaque fonction ci-dessous :

e déterminer son ensemble de définition,
e étudier sa parité,

e déterminer sa dérivée,

e dresser son tableau de variations,

e représenter 'allure de sa courbe.

Pas de détails pour les questions faciles, je donnerai seulement les résultats.

1. f:x+—

x2
f est définie sur R
f est impaire

, (1-x)(1+x)
VxeRR, X)= ————
' f (x2+1)2
X |-oo -1 1 +00
() - 0 + 0 -
T
2
l C
05 f
1 2 3
—x2
2. fixroe
f est définie sur R
f est paire
VxeR, f/(x)=-2xe™*
X |-oo 0 +00

1= RAPPEL...

{w")/ = nw'w"!

— PETITE REMARQUE

Pour des sommes et des pro-
duits simples, on pourra se
contenter de phrases du type
"f est dérivable sur I comme
somme / produit de fonctions
dérivables sur I". Dans les
autres cas (quotients, compo-
sées), on détaille !!
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ox
3. fixr—o —
X
f est définie sur R
f n’est ni paire, ni impaire

VxeRY, f/(x) = ﬂ
X

(€7}
—
\

4 /,
- A\

5

1 C
L r

4. fixrox?e™™

f est définie sur R

f n’est ni paire, ni impaire
VxeR, f/(x)=x(2-x)e ™"

X |-o0 0 2 +00

\1 f
'\. , —
~———_
_2 _'\lC [ hL
=VU.J
1
1
5. fixr—3x+—
X
f est définie sur R*
f est impaire
4
x* =1
VxeR?, f/y= 21
4
X |-oo -1 0 1 +00
f(x) + 0 - - 0 +

S

2

6. fixr—xe "
f est définie sur R
f est impaire
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Vi Vi
X |—o0 - — +0o
2 2
(%) - 0 + 0 -
exp(—5)
(L V2
fl O\ _yeety) 2N
2
0-5 f’]
N
O ’75 / \
\\
NG 105/ 05 1 155
=/
. [rixr—xIn(x)—x
f est définie sur Ry
f n’est ni paire ni impaire
VxeRS, f/(x)=In(x)
x |0 1 +00
Folll = o +

N

N\
N

Cr

.

. f:x+—In(In(x))
f est définie sur |1;+o0[
f n’est ni paire ni impaire

Vx €]l 400, f'(x) = xli(k’)

Cr

x
L fixEo ————
(1+e¥)2
f est définie sur R
f est paire, en effet, pour tout xe R :

e
fe = (1+e7)2
B e x (e¥)2
T (L+e)2x (e¥)?
—_ e’\
(e +1)2
= f®
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10. f:xv—>ln(1

11.

12.

VyeR, f/(x)= M

(1+e¥)3
X |—o0 0 +00
f/(x) + 0 -
T
1
n-= C
T
-3 2 —}_
=VU.0
=1
1+x

- X
f est définie sur |- 1;1][
f est impaire, en effet, pour tout x €] - 1;1][ :

ik
= 7ln(1_x)
= —f(x)
, 2
Yxel=LIL = a0aT s
x | -1 1
f'(x) +

] (O8]
\

N

ui

fixr—ax*
flx)=x*= () done f est définie sur R}
f n’est ni paire ni impaire
VxeRY, £/(x) = (In(x) + 1)e¥ )
x |0 exp(-1) +00
(%) - 0 +

£ ™ expleespicny

NS

] »
\

e

Cr
—1
=t
fixr— xIn()
Fx) =) = 01“("')2, donc f est définie sur R}
n’est ni paire ni impaire
f P P
VxeRS, f(x) = 7211('{)@1“("')2
x |0 1 +00
Wl - 0 +

FIU >SN
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eeco EXERCICE 15 - ETUDE DE DEUX FONCTIONS
Notons f et g les fonctions définies sur R par :

f(x)= %xz +xIn(x) et g(x)=In(x)—x+1
1. Dresser le tableau de variations de g sur Ry.

g est dérivable sur R, comme somme de fonctions dérivables sur R, et, pour tout x € R :

) 1

g'(x) = T 1
B T-x
REFLEXE! X
D’ou :
X 0 1 +00
signe de ¢’(x) + 0 -

o 0
variations de g / \

2. Justifier que f est dérivable sur RS et vérifier que pour tout x € RS, f’(x) = g(x).
f=u+vxInotu:x+r— _7,\'2 etv:xr—x.

Puisque v et In sont dérivables sur R}, v x In est dérivable sur R} ; et puisque u I'est également, on en déduit
que f est dérivable sur R et, pour tout x € R :

fllx) = 7,\'+1n(,\‘)+,\'%
= In(x)-x+1
= g

Conclusion : pour tout x € RY, f/(x) = g(x).

3. Déduire des questions précédentes le tableau de variations de f sur R;.
La question 1 permet d’obtenir le signe de g(x) sur R} : son maximum est 0 (atteint en 0), donc : Vx €
R, ¢'(x)<0.
Et comme f’ = g, on en déduit le tableau de variations de f sur R .

&

X 0 1 +00

signe de f/(x) = g(x) - 0 -

variations de f \ -0,5

0000 EXERCICE 16 - ETUDE DE DEUX FONCTIONS

Notons f la fonction définie sur R\ {1} par: Vx e R\ {1}, f(x)=

3 X ATTENTION !

et Cf sa courbe représentative. I est faux de dire :
Vxe R\ {1}, f(—x)= f(x) (car
¢ . s f(=0) = f(0)...) ! La négation
1. Etudier la parité de f. de 'f est paire" est : "Ix €

Puisque I'ensemble de définition de f, qui est R\ {1}, n’est pas symétrique par rapport a 0, la fonction f n’est Dy / f(=x) = f(x)".

X

ni paire ni impaire.
2. Déterminer la dérivée de f.

Posons u : x —> x> +4 et v: x —> x— 1 de sorte que [ = E
Puisque u et v sont dérivables sur | —oo;1[ et ]1;+00[ et que v ne s’annule pas sur ces intervalles, la fonction f
est dérivable sur | —oo;1[ et ]1;+00[; et, pour tout x e R\ {1} :

fi =

(x+1)2
2x3-3x2-4
(x+1)2

3. On considére maintenant la fonction g définie sur R par : Vx € R, g(x) = 2x> —3x> — 4.
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3.a. Dresser le tableau de variations de g sur R.

Pour cela, étudions le signe de la dérivée de g.
g est dérivable sur R (fonction polyndme) et, pour tout x e R :

On en déduit :

g’(,\') = 6x2-6x
= 6x(x-1)
X —oco 0 1 +00
signe de 6x - 0 + ‘ +
signe de x—1 - ‘ - 0 4
signe de g’(x) + 0 - 0 +
variations de g / - \ -5

3.b. Calculer g(2) puis en déduire le tableau de signes de g(x) sur R.

Sans difficulté : g(2) =

0.Ensuite :

e Le maximum de g sur | —oo; 1[ est -4, donc : Vx €] —o0; 1, ¢’(x) < 0.

e g eststrictement croissante sur |1;+oo[ et g(2) =0, donc : Vx €]1;+00], g’(.\') > 0.

Pour résumer :

4. Déduire des questions précédentes le tableau de variations de f sur R\ {1}. Les limites de f ne sont

pas demandées.
11 suffit de remarquer que :

X

—00 2 +00

signe de g(x)

- 0 +

Vxz1, f'(x) =

g(x)

(x—1)2

D’apreés le résultat de la question précédente, on obtient ainsi :

5. Déterminer I'équation réduite de la tangente a Cy au point d’abscisse 0, notée 7.
Etudier la position relative de Cs par rapport a 7.

X |[—0c0

1

2 +00

fo -

0 +

1o

S

o To:v=f(0)(x—0)+ f(0), autrement dit, 7o a pour équation réduite v = —4x — 4.

e SoitxeR\{1}.Ona:

x4
f(x)—(-4x—-4) = \‘71+4(,\'+1)
LW dad(x-1)(x+1)
B x—1
IR S e
B x—1
B 2 (x+4)
a x=1
Or:
X —00 -4 0 1 +00
X2 + + 0 + +
x—1 - - - 0 +
x+4 — 0 + + +
,\'2(,\'+-1)
—_— + 0 - 0 - +
x—1
Ainsi :

Vx€]—oo;—4[, f(x)>-4x-4

X
Vxel-41], f(x)
Vx €]l;400[, f(x)

<—-4x-4
>—4x—-4

Conclusion : Cf est au-dessus de 7q sur | —oco;—4[ et ]1;+00[;
Cy est au-dessous de 7y sur 1-4;1[;
Cr et Tg se rencontrent en les points de coordonnées (-4;12) et (0;—4).

6. Représenter l'allure de Cy dans un repére du plan judicieusement choisi.

PETITE REMARQUE
Nul besoin de mentionner
les variations ici : on prend
l'argument le plus simple !
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—4

ee00 EXERCICE 17 - MANIPULER LES INEGALITES

1
nn-1)

A

. 1 1
1. Démontrer : Vn € [2;+0co], <—=x<

nn+1) = n?
Soit n € [2;+o0].
Puisque n>0,o0na:

2 2 2
n“+nz=n"~z2n"-n
C’est a dire :
n(n+1)2n22n(n—l)

Mais comme 7> 2, on a n(n—1)> 0 (et donc n” et n(n+ 1) sont également strictement positifs). On applique
alors la fonction inverse, strictement décroissante sur R, d’ot :

1 1 1
nn+1) = n2 = n(n-1)

. 1 1 1

Conclusion : Vn > 2, ( +1)S?Sn(nfl)
. + 3 3

2. Démontrer : Vxe R™, > .
xX+2 X+5

Soit xe R*.Ona:
X+2<x+5

Mais comme x > 0, on a x+2 > 0. On applique alors la fonction inverse, strictement décroissante sur R}, d’ou :

1 1
> =
X+2  x+5

En multipliant par 3, strictement positif, on obtient :

3 3
>

X+2  x+5

Puis en appliquant la fonction racine carrée, strictement croissante sur R*, on obtient :

JERE
[ 2 —
x+2 xX+5
3 3
Conclusion : Vx>0, \/i > \/i
xX+2 xX+5
) 2
3. Démontrer : Yx € R, e2*1 < (+1)7,
SoitxeR.Ona:
. 11)2
€2A+l = E(AH) —  2x+1<(x+1 )2 par stricte croissance de exp sur R
— 2x+1 £x2+2x+l
= 0<x?

4, . s . & 4 . R N 4 . ye 2 < s ¢ ¢ 2
Cette derniere inégalité est vraie. Etant équivalente a la premiere, on en déduit que l'inégalité e2¥Hl < plrtl)

est également vraie.

2x+1 < (,(.\'+1)

2

Conclusion:VxeR, ¢

4. Démontrer: Vx€[0;1], 0<e ¥ +x<2.
Soit x€[0;1].On a:
0<x<1
D’oti, en multipliant par —1, négatif :
0>-x2>-1
Puis, en appliquant I’exponentielle, strictement croissante sur R :

V> >e

— PETITE REMARQUE

Dans I'éventualité ou le point
de départ de notre démons-
tration ne nous apparait pas
clairement, il est possible de
raisonner par équivalences
pour transformer l'inégalité
(ou plus généralement l’enca-
drement, ou I’égalité) en une
inégalité plus élémentaire a
vérifier.

o
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Et ainsi :

1>e*>0

En ajoutant x :

T+x>e +x>x

Et comme x € [0;1], on obtient finalement (par transitivité) :

2> +x>0

Conclusion : Yx€[0;1], 0<e ™ +x<2.

5. Encadrer les expressions suivantes sur les intervalles donnés :

5.a.

5.b.

x? sur [-3;1]
Pour tout x € [=3;1]: 0 < x? < 9.
2
1797 sur [2;4]
Soient x € [2;4]. On a ainsi :
—2>-x>-4
D’ou :
-1>1-x>-3
Et par stricte décroissance de la fonction carrée sur R™ :
1<(1-x2%<16
Enfin, par stricte croissance de I'exponentielle sur R :

ol < ol1-0)% < ,16

2
(1-%)? < ,16.

Conclusion : pour tout x € [2;4], e<e

0000 EXERCICE 18 - DES INEGALITES CLASSIQUES

1. 1l.a.

1.b.

En étudiant la fonction x = e — x, démontrer que pour tout réel x : ¥ > x+ 1.

La fonction f : x > e¥ — x est définie et dérivable sur R et, pour tout x € R :
fix) =1
De plus, pour y e R, on a:

r-1>0 == e°>1

— x>0
D’ou
X —00 0 +00
signe de f/(x) - 0 +

variaitons de f \ 1 /

On remarque que f possede un minimum sur R, égal a 1, et atteint en x = 0.
Par conséquent :

VxeR, e* —x>1

Conclusion: Vx e R, ¢* > x+1.

2
L . . X
En déduire que pour tout réel positif x: e* > 1 +x+ >

.2
Posons g:x+—e* —1—x— 5 La fonction g est définie et dérivable sur R et :

VxeR, g'(x)=e" —1-x

Or, la question précédente implique que pour tout x € R, ¢’(x) > 0. Dot :

X —00 0 +00

signe de f/(x) + 0 +

7

variations de f / 0

On remarque que g posséde un minimum sur R*, égal & 0, et atteint en x = 0.
Par conséquent :
; x?
YxeRT, e“flfx77 >0

2

. : x
Conclusion:YxeR™, ¢¥>1+x+ 5

2

2. Démontrer que pour tout x > 0: x — % <In(l+x)<ux

2

Posons f:x+—=1In(l+x)—xet g:x+—In(l+x)—x+ 7

Les fonctions f et g sont définies et dérivables sur R et, pour tout x € R* :

FE =

1 X

1+x

PETITE REMARQUE

La connaissance des varia-
tions de f permet également
trés facilement d’encadrer
f(x) sur un intervalle donné !
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1
g(x) = ——-l+x

1+
IT—(1+x)+x(1+x)

5 1+x
— X“
1+x
D’ou :
X 0 +00 X 0 +00
signede f'(x) |0 - signe de ¢’(x) [0 +

o 0 o
variations de f \ variations de g 0 /

On en déduit donc :
VxeR, f(x)<0; g(x)=0

Autrement dit : N

VxeR, In(l+x)<x ; ln(l+,\')2x7/\7

2
Conclusion : Yxe RT, x— \7 <In(l+x)<x.

o000 EXERCICE 19 - DEMONSTRATIONS SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE...
Dans cet exercice, on suppose inconnues les fonctions exponentielle et logarithme népérien.
On admet qu’il existe au moins une fonction f définie et dérivable sur R, vérifiant :

VxeR, f/(x)=f(x)
@{ £l0)=1

Dans toute la suite, f désignera donc une telle fonction.
Le but de l'exercice est d’établir un certain nombre de propriétés sur cette fonction f.

1.

2.

l.a. Démontrer que la fonction x — f(x) x f(—x) est constante sur R.
Soit F: x + f(x) x f(—x). Puisque f est dérivable sur R, la fonction x + f(—x) l'est également; par
conséquent, F est dérivable sur R et, pour tout x e R :

F(v) = fOf0-F0Of (%) )
= W) - fofey) LS
0

La fonction F est donc constante sur R.
De plus, F(0) = f(0)f(-0) = 1.

Conclusion: Vx € R, F(x)=1.

1
flx)

Puisque pour tout x € R, f(x)f(~x) = 1, on en déduit le résultat voulu.

1.b. En déduire que pour tout x € R, f(x) = 0et f(—x) =

1
Conclusion : pour tout x e R, f(x) #0 et f(—x)= —

flx)

1.c. Alaide d’un raisonnement par 'absurde, justifier que pour tout x € R, f(x) > 0.
Raisonnons par 'absurde, et supposons qu’il un réel x( tel que f(xg) <0.
D’apres la question précédente, f(xg) = 0; donc f(xg) < 0.
On a ainsi :
e f(x0)<0
o f(0)=1>0
e f estcontinue sur R, car dérivable sur R
Par conséquent, d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, f s’annule au moins une fois entre x
et 1 : ce qui contredit le résultat précédent.
L’hypothése faite est donc fausse : il n’existe pas de réel xq tel que f(xg) <O0.

Conclusion : pour tout x € R, f(x) > 0.

Le but de cette question est d’établir I'unicité d'une fonction vérifiant les conditions @
On suppose qu’il existe une fonction g vérifiant les conditions @ La question 1.b. permet de

spe s . X . .
définir la fonction h: x +—> g sur R. Démontrer que h est constante sur R puis conclure.

f(x)
h est dérivable sur R, comme quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur
R; et, pour tout x € R :

7 (x)f(x)=g(x)f(x
]1’(X) = ° ( )f( ;(\;E( )f ( ) J car f/ =fet g’ =8
_ 8g(x) -g()f (x)
f(x)?
= 0
La fonction h est donc constante sur IR.
Et comme h(0) = ;28; =1, on obtient :

VxeR, h(x)=1
Clest a dire :
VxeR, g(x)=f(x)

Conclusion : il existe une unique fonction vérifiant les conditions @
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On peut donc maintenant énoncer la définition suivante :

DE£FINITION 1 - FONCTION EXPONENTIELLE

La seule fonction f définie et dérivable sur R vérifiant les conditions @ est appelée fonction exponen-
tielle, notée exp.

3. Etude de la fonction exp.

3.a. Ftudier les variations de exp sur R.
Puisque exp’ = exp et que, d’apres la question 1(c), exp’(x) > 0 pour tout réel x, on en déduit que la
fonction exponentielle est strictement croissante sur IR.
3.b. Déterminer 1’équation réduite de la tangente a la courbe de exp au point d’abscisse 0 et
étudier la position relative de Cexp par rapport a cette tangente.
e Notons 7 cette tangente. On a: 7y : v = exp’(0)(x - 0) + exp(0), c’est & dire Ty : v = x + 1.
° }éour ¢tudier la position relative de Cexp par rapport a 7o, étudions le signe de exp(x) — (x + 1) sur
Posons ainsi g : x — exp(x) —x—1.
g est dérivable sur IR, comme somme de deux fonctions dérivables sur R; et, pour tout x e R :

g = exp(v)-1
= exp(x)—1
Or, pour tout x e R, on a:
exp(x)-1>0 <& exp(x)>1
exp(x) 2 exp(0) J par stricte croissance de In sur R
— x>0
D'ou :
X —00 0 +00
signe de g’(x) - 0 +

variations de g \ 0 /

g admet alors un minimum, égal a 0, atteint en 0.
Par conséquent :

VxelR, g(x)=0

Autrement dit :
VxeRR, exp(x)>x+1

Conclusion : Cexp est partout au dessus de 7p (et elle rencontre 7j seulement au point de tan-
gence, de coordonnées (0;1)).

4. Relation fonctionnelle.

4.a. Soit p € R fixé. Puisque pour tout réel x, exp(x) # 0, on peut considérer la fonction gy,
définie sur R par
exp(x +
VxeR, g(x)= exp(x +2)
exp(x)
Démontrer que la fonction g, est constante sur R.
La fonction g, est dérivable sur R, comme quotient de fonctions dérivables sur R dont le dénominateur
ne s'annule pas, et, pour tout x e R :
, exp’(x +v)exp(x) —exp(x+v)exp’(x)
gl”(x) - 2 car exp’ = ex
S exp(x)? J ar exp Xp
= 0

Conclusion : g, est constante sur RR.

4.b. En déduire que pour tous x,p € R, exp(x + ) = exp(x) x exp(p).
D’aprés la question précédente, on a :
YveR, YxeR, gy(x) =gy(0) =exp(v)
Autrement dit :
exp(x+7)

Vx,veR,
Ve )

= exp(y)

Conclusion : pour tous x,v € R, exp(x +v) = exp(x) x exp(v).

4.c. Démontrer que pour tout n € Z et tout x € R, exp(nx) = exp(x)".
e Sur IN: par récurrence immédiate, en utilisant le résultat précédent.
e SurZ,.
Soit n € Z, . Il existe ainsi m € IN* tel que n = —m.
Soit x € R. On a alors :
exp(nx) = exp(-mx
1

exp(mx)
1

exp(x)™
_ Cxp(,\')fm
= exp(x)"

) J d’aprés la question 1.b.

J d’aprés la premiére partie de cette question, puisque m € IN*
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Conclusion : pour tout 1 € Z et tout x € R, exp(nx) = exp(x)".

eee0 EXERCICE 20 - MAXIMUM SUR LES ENTIERS

Justifier I’existence et calculer la valeur de max ( (’/ﬁ)
nelN*
On se demande un peu ce que vient faire cet exercice ici... Cela sous-entend que l'on doit travailler sur une certaine

1 Loo(e
fonction. On a, pour tout n € IN* : {/n = nt/m = e In(m). hous allons donc étudier la fonction fixr—oex () gyr R;

puis justifier I'existence et déterminer max (f(\))
xeR*

In(x)

e f =expog,avec g:x+— ——.

x
g est dérivable sur R} comme quotient de fonctions dérivables sur Ry dont le dénominateur ne s’annule pas
sur R ; par conséquent, f est dérivable sur R} et pour tout x € R :

fl) = et
_ o 1-In(y) oy
= \‘2 e

e Variations de f :
SoitxeRf.Ona:

250 ; 850

Et:
1-In(x)20 <= 12>In(x) J par stricte croissance de exp sur R
— e>Xx
D’ou :
X 0 e +00
signe de f/(x) + 0 -

-1
B
. e
variations de f / \

e Par conséquent, la fonction f admet un maximum en ¢, ce maximum valant efl .
En ne considérant donc f(n) que pour n € IN¥, on remarque donc que m%\l\* (f(n)) existe et qu’il est atteint pour
n=2oun=3. "
Or:f(2)= ¥2=V2et f(3)= V3. Dou: f(2)° =2V2 et £(3)>=3.0r V2 < % (car 2 < 9/4), donc 2V2 < 3.
Autrement dit : f(2)3 < f(3)3.
Et par stricte croissance de la fonction cube sur R, on obtient alors : f(2) < f(3).
Sur IN¥, le maximum de f est %, atteint en 3.

Conclusion : max ( W) = %/3
nelN*

eee0 EXERCICE 21 - LOGARITHME ET MOYENNE...
Démontrer que pour tous x,v >0 :

x+7v)\_ In(x)+In(y)
ln( 2 )Z 2
\-*—7;)_ In(x) +1In(v)

2 2
La fonction f, est définie et dérivable sur R et, pour tout x € R :

Soit y € R . Posons fy : x +—> ln(

1 1
flx) = -
T P
) xty 2
T 2x(x+y)
D’ou :
x |0 +00
() - 0 +

Le minimum de fy sur R est 0, ainsi :
VxeR/f, fo(x)=0

x-%—y)Z ln(x)+1n(y)'

Conclusion : pour tous x,v >0 : ln( 3 5

esee EXERCICE 22 - DECOMPOSITION D’UNE FONCTION...
Montrer que toute fonction f définie sur R s’écrit de fagon unique comme la somme d’une fonction paire
et d’une fonction impaire.
Soit f une fonction définie sur R. Procédons par analyse synthése pour montrer qu’il existe deux uniques fonctions
g, h, définies sur R telles que :
o f=g+h
e g est paire

e )i estimpaire
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e Analyse. Supposons qu’il existe deux fonctions g, h, définies sur R telles que :

o f=g+h
o g est paire
o hest impaire

Sinous arrivons a exprimer g et h en fonction de f, 'unicité sera prouvée. On a :

VxeR, f(—x)=g(-x)+h(-x)
Mais g est paire et h est impaire; d'ot :
VxeR, f(-x)=g(x)—h(x)

On obtient donc le systeme d’équations suivant :

Par conséquent :

VxeR, F)=f(=x)

Qu’avons-nous prouvé? Nous avons montré que si deux telles fonctions ¢ et h existent, alors elles sont néces-
sairement exprimées ainsi en fonction de f : ce qui prouve l'unicité (sous réserve d’existence).

+ —_ —_— —_
Conclusion : les seules candidats-solutions sont les fonctions g : x > M eth:x+— M
N . - . : A O 1
e Synthese. Il ne reste qu’a prouver l'existence, autrement dit, que les fonctions g : x — eth:x+—

fx) - f(=x)

On vérifie aisément les trois points suivants :
o VxeR, f(x)=g(x)+h(x)
o g est paire

sont bien solution du probleme.

o hest impaire

fx)+f(=x)
> ——e

S - flx)
2 2

Conclusion : les fonctions g : x th:x sont bien solution du probléme.

Conclusion : toute fonction f définie sur R s’écrit de facon unique comme la somme d’une fonction paire et d’une

X)+ f (=2 )= f(=x
fonction impaire; la fonction paire étant x +— M et la fonction impaire x — M

REMARQUE

Démonstration identique si f est définie sur un intervalle I (autre que R) symétrique par rapport a 0.
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