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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 1

FoNcTIONS : GENERALITES & FONCTIONS USUELLES

0000 EXERCICE 1 - ENSEMBLE DE DEFINITION
Dans chaque cas, déterminer ’ensemble de définition de la fonction f.

1.f:xn—>x21_% 7. fixr— ii:i
2. f:me o .
3. fixr—VxZ+2x-3 In(x)-1
4. f:x+—In(x? - 5x—6) 9. fixr—oln(e*—1)
5. f:xr—In(x+3)-In(2x+1) 1
6. frxr—Vx3+x2+x 10'f:XHln(x+l)

0000 EXERCICE 2 - POSITIONS RELATIVES
Etudier les positions relatives des courbes des fonctions x > x, x +— x? et x — x sur R

0000 EXERCICE 3 - OPTIMISATION & REGIONNEMENT DU PLAN

Un glacier fabrique deux types de glace au chocolat pour lesquelles les quantités d’ingrédients nécessaires a la fabrication d’'un kg de
glace sont données dans le tableau ci-dessous.

glace 1 | glace 2
doses de chocolat noir 2 1
doses de lait 2 3
doses de sucre 0 1

Le stock du glacier est constitué de : 16 doses de chocolat, 24 doses de lait et 5 doses de sucre.

1. A l'aide d’un régionnement du plan, représenter I'ensemble des quantités x de glace 1 et v de glace 2 que le glacier peut
produire.

2. Le bénéfice pour la vente d'un kg de glace 1 est de 3€, alors qu’il est de 4€ pour celui de glace 2. Quelle quantité de chaque
glace le glacier doit-il produire pour maximiser son bénéfice?

0000 EXERCICE 4 - PARITE / IMPARITE

1. Dans chaque cas, étudier la parité de la fonction f.

X x—1
1.a. X oy
f 4 1.d. f.,u—)x2+1
. le. fixr—et—e™"
1.b. f:; —_—
f “_)x2+1 1.f. f:xn—>x21n(x)
1
TX x? l.g. T N g
lc. fixr—e g f o

2. Que dire de la somme de deux fonctions paires ? Deux fonctions impaires ? D’une fonction paire et d’une fonction impaire?
Meémes questions avec le produit de deux fonctions.

3. Démontrer qu’'une fonction polynomiale de degré 2 admettant deux racines réelles opposées est paire.

o000 EXERCICE 5 - VRAI OU FAUX SUR LA PARITE
Dans chaque cas, f est une fonction définie sur R.

1. Si f(1)=f(-1), alors f est paire.

2. Si f estimpaire, alors f(2) = f(-2).

3. Si f est paire, alors il existe x € R tel que f(x) = f(—x).

4. S’il existe x € R tel que f(—x) = —f(x), alors f ne peut pas étre paire.

0000 EXERCICE 6 - AUTOUR DES COURBES...
Considérons f la fonction définie sur [-3;4] dont la courbe représentative est donnée ci-dessous.
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3% Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions ci-
21 dessous et représenter sa courbe sur le méme graphique.
1 o g:ix+ f(—x)
— t ——t——> o h:xr——f(x)
-5 -4 -3 2—_11 INd 4 5 o itxr—|f(x)
o o jix+— f(x+2)
L3l e k:x+— f(x—1)

0000 EXERCICE 7 - VARIATIONS ET EQUIVALENCE...
1. Soit f une fonction strictement croissante sur un intervalle I. Etablir : Va,b €1, (f(a) =f(b) = a= b).
2. Soit f une fonction strictement croissante sur un intervalle I. Etablir : Va,b €1, (f(a) <f(b) & a< b).

3. Le résultat précédent est-il encore vrai si la croissance de f n’est pas stricte?

e0oo EXERCICE 8 - PrROPRIETES SUR exp ET In
1. Exprimer uniquement a l’aide de In(2) : In(8); ln(\/E); In(6) —1In(3); ln(Zez).
2. Simplifier (x désigne un réel quelconque) :

2 exz 2.f. ln(c4)—ln(e2)+ln(\/é)
a. ——

2x

- 2.8 1n(e2\/2)+1n(1)

X +2x B
2.b. e(“cT)z - 1n(€5)
2.c. e2lnx In(e3)
. Ty —x
2.d. —ln(2x)—1n(x)—ln(%) 2.4 \/ezxe
X

2.e. In(V3+V2)+In(V3-v2) 2. (e2¥)3

0000 EXERCICE 9 - IRRATIONNEL !

est un irrationnel.

Démontrer que 12(3)

ee00 EXERCICE 10 - RESOLUTION D’EQUATIONS AVEC LES FONCTIONS USUELLES
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue x € R.

1. In(1+¢%)=2 N ijzé
2. (1+In(x))*> =4
9. |x?|=9
3. 1—11’1(,\’):5 h )
4. |In(x)[=1 10. 2x* +x°=1=0
5. le¥|=1 11. (In(x))?>=3lnx+2=0
6. Jx+3l=-1 12. e2¥ =251
7. |X+5|:|2X—7| 13. ex+€—x:2

0000 EXERCICE 11 - RESOLUTION D’INEQUATIONS AVEC LES FONCTIONS USUELLES
Résoudre les inéquations suivantes, d’inconnue x € R.

1. Jx+5/<3 7. 0,55<0,1
2. |x=2|<0 8. o215
3. 2x-1|>4

4. 19-x%> -2 9. f,l <2
5.5-x2<0 e +1

6. 1n(10—x2)>0 10. 2¥<3

0000 EXERCICE 12 - FONCTION PARTIE FRACTIONNAIRE
Notons f la fonction définie sur R par f(x)=x—[x].
1. Soit x € Z. Calculer f(x).
4
Calculer f(2,5) et f(g)

Pour x € [0; 1], simplifier 'expression de f(x).
Démontrer que pour tout x € R, f(x+1) = f(x).

g e

En déduire la courbe représentative de f.

o000 EXERCICE 13 - CaLcuLs DE DERIVEES
Justifier que chaque fonction f est dérivable sur l'intervalle donné et déterminer sa dérivée.
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1
tx > — sur |0;+oo] 6.
x

5
1 X — sur ]0;+oo]
X
1 x > xIn(x) sur ]0; +oo[

X
ix— —sur R
eX

Lol
e T N
%
T

:x+—>ln(1+x2)sur]R 10.

ee0o EXERCICE 14 - ETUDE DE FONCTIONS
Pour chaque fonction ci-dessous :

e déterminer son ensemble de définition,
e étudier sa parité,

e déterminer sa dérivée,

e dresser son tableau de variations,

e représenter 'allure de sa courbe.

1 f:x+—>¥2'il 7. fixr—xIn(x)-x
2 f:x+—>e_"2 8. f:xr—>ln(lr1(x))
3.f:x+—>§ 9'f37“—’m
4 frxioxte 10. f:len(iii
5.f:Xb—>3x+xi3 11, frxro it

6. f:x+—>xe7"2 12. fixr— xIn)

eeco EXERCICE 15 - ETUDE DE DEUX FONCTIONS
Notons f et g les fonctions définies sur Ry par :

f(x):7x2+xln(x) et g(x):]n(x)_x+l
1. Dresser le tableau de variations de g sur Ry.

2. Justifier que f est dérivable sur R et vérifier que pour tout x € RS, f'(x) = g(x).

3. Déduire des questions précédentes le tableau de variations de f sur R}.

o000 EXERCICE 16 - ETUDE DE DEUX FONCTIONS 3
X’ +4
Notons f la fonction définie sur R\ {1} par: Vx e R\ {1}, f(x)= i

1. Etudier la parité de f.

2. Déterminer la dérivée de f.

3. On considére maintenant la fonction g définie sur R par: Yx e R, g(x) = 2x3 - 3x% - 4.

3.a. Dresser le tableau de variations de g sur RR.

3.b. Calculer g(2) puis en déduire le tableau de signes de g(x) sur R.

x> V1+x2surR
_x2

x> e " sur R

s x — Vxe® sur ]0;+o0[

X (ln(l -Hc))4 sur RY

—x2
T X > Xxe sur R

et C¢ sa courbe représentative.

4. Déduire des questions précédentes le tableau de variations de f sur R\ {1}. Les limites de f ne sont pas demandées.

5. Déterminer 'équation réduite de la tangente a Cy au point d’abscisse 0, notée 7.
Etudier la position relative de Cy par rapport a 7.

6. Représenter I'allure de Cy dans un repére du plan judicieusement choisi.

ee00 EXERCICE 17 - MANIPULER LES INEGALITES

1 1 1
1. Démontrer : ¥n € [2;+00], <—==< .
n(n+1) = n?2 = nn-1)
. ¥ 3 3
2. Démontrer : Yxe€R", [ ——= > —.
x+2 X+5

’ 2
3. Démontrer : Vx € R, X1 < ()7,

4. Démontrer : Yx€[0;1], 0<e ¥ +x<2.
5. Encadrer les expressions suivantes sur les intervalles donnés :
5.a. x°sur [-3;1]

5.0, o179 sur [2;4]
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000 EXERCICE 18 - DES INEGALITES CLASSIQUES

1. 1l.a. Enétudiant la fonction x —> e* — x, démontrer que pour tout réel x : e* > x + 1.

2
2 Joos , s X
1.b. En déduire que pour tout réel positif x : e* > 1+ x + 5

2
. X
2. Démontrer que pour tout x > 0: x— 5

<In(l+x)<x.

o000 EXERCICE 19 - DEMONSTRATIONS SUR LA FONCTION EXPONENTIELLE...
Dans cet exercice, on suppose inconnues les fonctions exponentielle et logarithme népérien.
On admet qu'il existe au moins une fonction f définie et dérivable sur R, vérifiant :

VxeR, f(x)=f(x)
@{ fl0)=1

Dans toute la suite, f désignera donc une telle fonction.
Le but de lexercice est d’établir un certain nombre de propriétés sur cette fonction f.

1. 1l.a. Démontrer que la fonction x — f(x) x f(—x) est constante sur R.
1

flo)

l.c. Alaide d’un raisonnement par I'absurde, justifier que pour tout x € R, f(x) > 0.

1.b. En déduire que pour tout x € R, f(x) = 0et f(-x) =

2. Le but de cette question est d’établir 'unicité d’une fonction vérifiant les conditions @

On suppose qu'il existe une fonction g vérifiant les conditions (1). La question 1.b. permet de définir la fonction 4 : x —— E0)

f(x)

sur R. Démontrer que h est constante sur R puis conclure.

On peut donc maintenant énoncer la définition suivante :

DE£FINITION 1 - FONCTION EXPONENTIELLE

La seule fonction f définie et dérivable sur R vérifiant les conditions @ est appelée fonction exponentielle, notée exp.

3. Etude de la fonction exp.
3.a. Ftudier les variations de exp sur R.

3.b. Déterminer I’équation réduite de la tangente a la courbe de exp au point d’abscisse 0 et étudier la position relative de
Cexp Par rapport a cette tangente.

4. Relation fonctionnelle.

4.a. Soity € R fixé. Puisque pour tout réel x, exp(x) # 0, on peut considérer la fonction g, définie sur R par

exp(x+)
A , ()= ————
xeR, g;,().) exp(¥)
Démontrer que la fonction g, est constante sur R.
4.b. En déduire que pour tous x,7 € R, exp(x + 1) = exp(x) x exp().

4.c. Démontrer que pour tout n € Z et tout x € R, exp(nx) = exp(x)".

eee0 EXERCICE 20 - MAXIMUM SUR LES ENTIERS

Justifier I’existence et calculer la valeur de mﬁVX ( W)
nelN*

eee0 EXERCICE 21 - LOGARITHME ET MOYENNE...
Démontrer que pour tous x,7 >0 :

eeee EXERCICE 22 - DECOMPOSITION D'UNE FONCTION...
Montrer que toute fonction f définie sur R s’écrit de fagon unique comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.
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