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(CHARTREUX

CALCUL

SOMMES & PRODUITS

INTRODUCTION...

L'addition et la multiplication, telles que nous les connaissons actuellement, ont maintenant une origine assez lointaine. En revanche,
ce n‘est qu'en 1755 qu’Euler utilise pour la premiere fois la lettre grecque ¥ (sigma majuscule, la lettre correspondant a notre "s", la
minuscule étant o) pour désigner une somme. Il faudra attendre 1822 et Augustin Louis Cauchy (1789-1857, frangais) pour qu’il soit
utilisé comme nous allons le voir dans ce cours, avec des bornes. Plus tard dans I’année, nous en verrons une extension dans le cas de
sommes infinies...
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POUR BIEN DEMARRER...

1# Compléter : "la multiplication est a 'addition ce que ........ ... ..o i est a la multiplication".

2 # Remise en place, si nécessaire, du vocabulaire :

Opération :

Résultat :

Quantités en jeu :

w
+

Que sont I'associativité et la commutativité de I’addition et de la multiplication ?

S
+H

Rappeler la régle de factorisation par un facteur commun a chaque terme d’une somme :

[6)]
e

Si tous les facteurs d’un produit sont eux-méme des produits ayant un méme facteur en commun, que faire?

N
H

Rappeler les identités remarquables.
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I SymBOLES Z ET ]_[

La premiére idée est d’avoir une écriture compactée de la somme : 0+1+4+9+16+25+....+ 100. Pour cela,

remarquons que :

Soient 1 un entier naturel et ag, a1, ..., 4, des nombres réels. On note :

n n

ao+a1+...+an:2ak et agxa x...xﬂnil_[ﬂk

k=0 k=0

ExemPLEs 1
10
Zk:0+1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

k=0

2+22+23+...+2”:i2k
k=1

211 1 11
Bl =135

k=1
1 1 1 )"\ e -1k
(1+§) x (1—5) x (l+i)><...>< (1+( n) ):]_[(H(T))
k=2
Ecrivons les sommes & produits suivants avec des pointillés :

20
1

ar| —

e [ |-
k=1

Ecrivons les sommes & produits suivants avec les symboles Z et l_[ :

1 2 3 8
E+Z+§+‘“+256:

II CarLcuLs SUR ‘ETl l

Soient n € IN, Ae R, ag,...,ay et by,..,b, des réels. Voici quelques techniques que 'on rencontre souvent :

e séparer/regrouper des sommes/produits de méme indice :

n n

k=0 k=0

k=0
e regrouper une puissance (indépendante de 'indice) :

n

]_[(x T

k=0

e séparer les indices (relation de Chasles) :

; l_[(ak X DE) = e

o

— VOCABULAIRE

Dans ces notations k est
I'indice de la somme, gy est le
terme général.

k une variable muette qui

peut donc étre remplacée par
n'importe quelle autre lettre
n’étant pas déja utilisée sans
changer le sens ni la valeur
de la somme ou du produit
considéré.

— PeETITE REMARQUE

Les sommes & produits ne
commencent pas forcément
de facon naturelle a 'indice
0... Méme s'il est toujours
possible de s’y ramener ; nous
Verrons ¢a un peu apres.

— ENGROs...

n
Zak est une somme... Elle a
k=0
donc toutes les propriétés ha-
bituelles d’'une somme : elle
se comporte bien avec I'addi-
tion donc, et la multiplication

se distribue sur elle.
n

Il en est de méme pour ]_I ar,

k=0
qui se comporte bien avec la
multiplication, et la puissance
se distribue sur elle.

— X ATTENTION!

On se souvient que la somme
se comporte trés mal avec

( la multiplication/division :

n

Z(lik x by) # i”k X ibk
k=0 k=0

k=0
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e renommer l’indice :

n n n
ay = Zal = Za]- =.
k=0  i=0  j=0
e sommer des égalités/inégalités :
n n
(Vk € 0;n], ax = bk) = ax = by
k=0 k=0
n n
(Vkel0n], ax <bg)= ) ax<) by
k=0 k=0

III SOMMES USUELLES

‘ ProPRIETES 1 - SOMMES DE REFERENCE @

Pour tout n € IN et tout g € R\ {1},
n n+l1
k_1-9
P1# =—
Zq 1—q
k=0
< n(n+1)
P2# kE_Ok = -

P3# ikz =
k=0

nn+1)

2

nn+1)(2n+1)
P4 ) K :(
k=0

6
)2
*
DEMONSTRATION :

P1# SoientnelNetgeR\({1}.

n+1

Conclusion: Vne N, Yge R\ {1}, q

n
P2# SoitneN.Notons S, = ) k=1+2+..+n.
k=0

nn+1)
2

n
Conclusion: Vn e NN, Zk =
k=0

X ATTENTION!
Eas réciproques de ces deux

propriétés sont fausses!

PETITE REMARQUE
Les trois derniéres sommes
ont un premier terme nul...
Ainsi :

n
k=) k=
k=1 k=0
méme chose pour les deux
suivantes.

n
n(n+1)

;et

3 e

On vient de faire ce que 'on
appelle un télescopage.

PETITE REMARQUE
Cette formule se démontre
également tres bien par récur-
rence.
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P3#

P4# Se démontre également par récurrence sur n.

ExempLES 2

Calculons les sommes suivantes, dans lesquelles n € IN* :

n

[E1]) (k1) = [£3]) o+ =
k=0

k=0

n
[E2]) k(k+1)= };21«%:
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IV CHANGEMENT D INDICE

ExXEMPLES 3

Dans chaque cas, écrivons la somme/produit avec des pointillés puis réécrivons-la avec le symbole E / | | dont
I’indice commence a 0.

n

[E1]) (k-1)=
k=1
k=2

n
1

Un changement d’indice est une réécriture de la somme avec un nouvel indice obtenu par décalage ou inter-
version des indices. Il sera donc toujours de la forme : i = k£ nb ou i = nb+k ot nb désigne un entier.

Attention, les changements i = k?,i = 2k... ne sont donc pas des changements d’indice possibles!

En pratique, on rédigera cela sous la forme suivante :

ExempLE 4

n
On effectue le changement d’indice i = k + 3 dans la somme sz+3 :
k=0
k 0 n
i=k+3 | 3 | n+3

n+3

Dloti : sz” Zz’

V  SoMMEs & PRODUITS TELESCOPIQUES

Commengons par un exemple pour illustrer la situation :

EXEMPLE 5

n
1 1
Soit 7 € N*. Calcul (--—).
oitn e aCuOnSkZ{k k+1

n
1
On a (par linéarité de la somme) : Z( ) 27 Z — .
ko k+1 :1 k = k+1
n a alor

On repasse éventuellement a I’ ecrzture avec les pointillés. O

7—27 = 1.1, +l—(l+l+ L )
k*lk k*1k+1 o1 2w \2 737 T T ne1 Jpartélescopage

Pour résumer :

& METHODE 1 & Pour calculer une somme, on a essentiellement trois cas de figure :

1. On utilise les sommes de référence. Auquel cas, on a peut-étre besoin, au préalable, de
séparer la somme, de factoriser par des constantes, d’utiliser la relation de Chasles, d’ef-
fectuer un changement d’indice, ou méme de dériver!

2. On procede a un télescopage, quand on a une différence de sommes contenant des indices
identiques a décalage pres (ketk+1,ketk—2,k+1etk—1,..).

3. On se laisse guider par I’énoncé!

— PETITE REMARQUE

Un décalage revient a sommer
dans le méme sens, alors qu’un
interversion revient a sommer
dans l'autre sens.

— Pourquoi?

Sikvadela 1Oetquei:k2,

alors i ne parcourt pas tous

les entiers de 1 a 100! Ainsi,
10 100

les deux sommes Z et Z

ne sont pas égales (elles n'ont
méme pas le méme nombre
de termes).

PETITE REMARQUE
On peut ensuite repasser avec
4 Vindice k si on préfére cette
lettre...

Exemple tres classique, qui
débute parfois par la somme
n

Z _1 avec 'indication
k(k+1)

de montrer que :

Vk e IN¥, ! =

#) REDACTION

o

On peut également rédiger le
télescopage en effectuant un
changement d’indice... Mais
ce n'est pas nécessaire.

IMPORTANT!
Le télescopage de sommes
se fait avec la soustraction;
celui de produits se fait avec
la division.
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