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CHKf{TREUX EXERCICES DU CHAPITRE 2

SoMMES & PRODUITS

"hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

0000 EXERCICE 1 - TRANSFORMER LES ECRITURES

1. Ecrire les sommes & produits suivants avec des pointillés :

10
sz —142+4+..41024
k=0
X ATTENTION !
1.b. Z3*)+)+ .+3=3(n+1) &eOéninclus,ilyan+l
entiers !
n+1 termes
7
1.c. ]_[Xk =1xxx.. x,\'7
k=0
n
1.d. 2=2x2x..x2=2"
e
k=1 n facteurs
2. Fcrire les sommes & produits suivants avec les symboles Z et ]_[ :
100
2a. 1-243-4+..-100=) (-1)*k
k=1
10
2b. 345+49417+33+..+1025=) (2" +1)
k=1
17
2.0 T—x+x2-x3+.. -t Z
33
2.d. 1+4474+..4100= ) (3k+1)
k=0
b L 307 1023 Y0k
R I S T 1Y R I T
ec0o EXERCICE 2 - CALCUL DE SOMMES
Calculer les sommes et produits suivants :
20
1. Z3 = 60
k=1
n
2. Zl, pour n e IN
k=0
Pour tout n € IN : Zl =n+1
k=0
100
3. Z(—l)kk: 04 (=1)+2+(=3)+4+...4+(=99)+ 100 =50 x 1 = 50
k=0 e
Ou bien : - - -
100 100 100
(-)fk = Z —k + Z —k
k=0 k=0
k impair k pm
49
= Z(f(Zi/z+l)+(2n+2))
n=0
48
- Zl
n=0
= 50
2k 45 S5 215x16 _ o REFLEXEL
Z = Z 15x === +5x5=5x16+25=105 +7On simplifie toujours AVANT
linéarité 3 — 3 3 2 de calculer !

k=1
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n
5. Z(Zk +4), pour n>3

k=3
Pour tout n € [[3;+o0[ :
n

Z(2k+4) - zszf 4

k=3 k=3 k=3
n
= 2[ k=(0+1+2)|-(n-2)x4
k=0
1
- z(”(”2+ ) _3) s amn-2)
= nn+5)-14
n
6. Z3k+1,pourn€]N
k=0
Pour tout n € IN :
n
3k+l - 3 3k
k=0 k=0 !
1_37’l+
=
3
_ 73n+1_1
S )
n
7. ZZ3k+2, pour n € IN
k=0
Pour tout n € IN : , )
Zzamz _ 2228k
k=0 k=0 1
178VH~
= TR
4
_ 78”“ 1
= )
I
8. Zm,pourneﬂ\l
k=0
Pour tout n € IN :
S ol
3k+2 92
=02 Ry ¢
_11-(y/8)m!
T4 1-1/8
2 1 n+l
Bl
7 8
]
9. Z—k,pourn22
k:23
Pour tout n € [2;+o00] :
n _1 B n lk 1 l
> = X3 -3
=2 k=0
1_(1/3>H+1 4
= - + =
3 1-1/3 3
= S(3™ -1+
- Iyl
So2\3 9
2n
10. ZS””‘,pourne]N
k=0
Pour tout n e IN :
2n 2n | —52n+1
ZSHH\’ 5n Sk:5” s
k=0 k=0
SH(52n+171)
- 4
n
11. Zk(k+1)(k—1),pourne]N
k=0
Pour tout ne IN :
- Lo, n(n+l)2 nn+1)
— - ‘)_ — —
Zk(kﬂ)(k ) = Zk kf( 5 .
k=0 k=0
_ on(n+1) r1(n+1)71
a 2 2

nn+1) (n=1)(n+2)

2 2
(n=1)n(n+1)(n+2)
4

A RETENIR...
Deaabinclus,ilyab—-a+1
entiers.
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n
12. Zln(k), pour n € N
k=1

Pour tout n € IN* :

Zln(k) - ln[Hk]

k

n
13. ]_[Zk, pour n €N
k=0

Pour tout n € IN :
n

Hz"‘ - liok

k=0

n
14. qu, pourg=letn>p
k=p
Pour tous g # 1 et n € [p;+oof :

p—1
qu _ iqk -~ qu
k=0

k=p k=0
_ 1*q”+171*qp
1-¢q 1-¢q
B q/),qﬂﬂ
- l1-g
~ q/) 1 7qr1—p+1

l1-g

o000 EXERCICE 3 - CHANGEMENT D’INDICE
Dans chaque somme ou produit, effectuer le changement d’indice donné.

n
1. Z3k+1 ; changement i =k +1
k=0

n n+1
ZS/\'H _ Z3i
k=0 i=1
n+2
2. ]_[(k —2); changement i =k -2
k=3

n+2 n
ﬂ(k—?.): l_[[:m!
k=3 i=1
19
3. Z(k - 4)2; changement i =k -4

k=4
19 15

5 »  15x16x31
Z(k_qL)L: ,4:%:5““31:1240
k=4 k=0

n
4. Zk\/n —k; changement i =n—k
k=0

n n
Zk Vn—k = Z(iJr H)\/IT
k=0 i=0

0000 EXERCICE 4 - SOMMES & PRODUITS TELESCOPIQUES
Les questions de cet exercice sont indépendantes.
98
. En déduire Z

1
(k+1)(k+2)°

1 Sl
(k+1)(k+2)  k+1 k+2

1. Montrer: Yk e NN,

e Soit k € IN. Sans difficulté, en partant du membre de droite, on obtient :

1 1

(k+1)(k+2) k+1 k+2

Ou alors, en partant du membre de gauche :
1 (k+2)=(k+1)
(

(k+1)(k+2) A\sn:lccl
k+1

2
k+D)(k+2) (k+1)(k+2)
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e Ensuite :

f% oyl
(k+1)(k+2) k+1 k+2
k=0 k(:()

- 98 1 98 1

B +1 +2

k=0 k=0
_ 1
B 100

n
. Soit n € IN*. Calculer In [I_[ ki

k=1 k

Par télescopage (multiplicatif), on a directement :

Lok +
ln[r[ k]—ln (n+1)

n
.SMtneELCakukrE:kka
k=0

n
E k x k! i
K=o Astuce!

k=0
n n
= (k+ l)!—Zk!
k=0 k=0
= (n+1)1=0!
- (n+1)-1
L 1
. Soit n > 2. Calculer ]_[(1 - ﬁ)
k=2
n 1 n kz—]
1-—) = ]_[(
2 2
) = 115

Il
-
A~ =
=| 1
—
o~
i

J par linéarité de la somme

J télescopage

J par liinéarité de la somme

J télescopage

k
k=2
n n
k+
- k ]_[ k Jtélescopages
k=2 k=2
B £n+l
T oon 2
~ on+l
B 2n
Déterminer les réels a, b, ¢ tel tout k € IN* ! 1, b Endédui
. Déterminer les réels a, b, ¢ tels que pour tou , =- . En déduire
quep k(k+1)(k+2) Kk k+1 k+2
une expression sim liﬁerdei ! our n € IN*
X i i _— .
P P LKk T)(k+2) p
e Soienta,b,ceR.Ona:
. 1 a b c . 1 alk+1)(k+2)+bk(k+2)+ck(k+1)
VkelN', ——MM = -+ —— + —— Vk e IN¥, =
N ke Dk+2) Kk kel k2 A ( Nk k2 kk+1)(k+2)
1 (a+b+0)k? +(3a+2b+c)k+2a
Yk e IN¥, =
A ( N kT )k+2) kk+ 0)(k+2)
— (Vke]N l_a+b+c)k2 (3a+2b+r)k+2a)
a+b+c=0
— { 3a+2b+c=0
2a=1
1
g+b+c_0
= E+2b+c—0
1
a=—-
1 2
§+b+c—0
1+b=0
LZ(_L’ Li a:l IMPORTANT !
a:i
— b=-1
!
=2
1 1 1 1/2 1 1/2 ie
Conclusion: a = 3 =—letc= 3 ; et par conséquent : Yk € IN¥, m = % T + ki—z se cache derriére..

J "par identificatio

Le "Yk € N*" doit étre réécrit
a chaque fois, car il fait par-
tie de I'assertion pour avoir
I’équivalence ! Pour I'identifi-
cation, on reprendra l’exercice
12 du chapitre 0 afin de com-
prendre le raisonnement qui
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e Soit n€IN*. On a ainsi :

S 1 w12 112
Z k(k+1)(k+2) - kK k+1 * +2 J par linéarité de la somme
k=1 k=1
l n 1 n 1 n l
= oY -2y — Y —
2 [Z k k+1 k+2
k=1 k=1 k=1
(1 & n ny
) [ k- k+1 +1 * +2 J par télescopages
k=1 k=1 k=1 k=1
SN R B
) n+l 2 n+2
11 1
To2\2 (n+)(n+2)
0000 EXERCICE 5 - GRAND CLASSIQUE...
n
Soit n € IN*. Considérons la fonction f définie sur R par: Yx e R, f(x)= K
k=0

1. Justifier que la fonction f est dérivable sur R.
f est une fonction polynome, elle est donc dérivable sur R.

2. En exprimant de deux fagons différentes la dérivée de f, établir :

(4 1)x" +1
(1-x)2

n
VxeR\(1}, ) kekl= n
k=1

PETITE REMARQUE

7
e Par linéarité de la somme, on a déja : Dans f\(X), la somme com-
mence a k = 1, puisque
n n
VxeR, f(x) = kak_l Zxk=l+x+x2+...+x”...
Ai= k=0,
etdonc f/(x)=0+1+2x+..+

nx1,

e Mais également, pour tout x = 1 :

En dérivant f sous cette expression, on obtient :

nx™l —(n1)x" +1

Vx (x) =
x=1, fi(x) 122

nx™1 —(n+1)x"+1

n
Conclusion : Vx e R\ {1}, Z’k,\'k’1 = -2
—-x

k=1

o000 EXERCICE 6 - IDENTITE REMARQUABLE!
Soient a et b deux réels.
Conjecturer et démontrer une formule de factorisation de a” - b" pour tout n € IN*.
On peut conjecturer une formule avec les cas particuliers n = 2, n = 4... Cette conjecture peut ensuite aisément étre
démontrée par récurrence; ou en développant I'expression factorisée (puis télescopage)...
On peut aussi procéder autrement :
e Sia=0:l'expression est déja factorisée...

e Sia=0,ona:
b n
a-p" = a”(l—(—) ) n=l
a Ja-a) d=1-¢"

n=l ok k=0
. (1 - 9)
a

- o)

k=0

n—1 k
n—-1 b
= a7 (a-b) Z( ;) PETITE REMARQUE
. k=0 Avec le changement‘d’indice
B (a_b)Zbka”’l’k zfn—l—k,or:’?})tlent.
= a"=b"=(a=b)) a'b" 1.

i=0
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