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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 3

SUITES : GENERALITES & SUITES USUELLES

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

o000 EXERCICE 1 - VARIATIONS DE SUITES
Dans chaque cas, déterminer les variations de la suite (#,) dont on donne le terme général.

— 52 3 3
1. up =n"pourneN 3. Uy = rl pour ne€ N 5. un:%+1pourne]N
n
2. uy =5x0,2"+3 pour n € 41 "
N 4. un:3n+4pourne]N 6. unzz—npourne]N.

@000 EXERCICE 2 - VRAI OU FAUX SUR LES MINORATIONS ET MAJORATIONS

2n —
1. La suite (uy), définie sur IN par u, = i1

2. La suite (u,), définie sur IN par u, = 2" + n+ 1, est minorée.

, est majorée par 2.

. 1 ’
3. Lasuite (uy,), définie sur IN par u, = 3 est bornée.

4. La suite (uy), définie sur IN par u, = 2" + 1, est majorée.

5. Toute suite est nécessairement soit minorée soit majorée.

ecoo EXERCICE 3 - SA, SG

Dans chaque cas, déterminer si la suite (#,) dont on donne le terme général est arithmétique, géomé-
trique ou ni I'une ni l'autre.

—— +1 2
1. up=n"pournelN 3. un:n3 pour ne€ N 5. unzs—npourne]N
1 +
2. up=3n-7pournelN 4. uf,:;pournE]N 6. up=2"+1pournelN

o000 EXERCICE 4 - VRAT OU FAUX SUR LEs SA ET SG

1. La somme de deux suites arithmétiques est arithmétique.
Le produit de deux suites arithmétiques est arithmétique.
La somme de deux suites géométriques est géométrique.

Le produit de deux suites géométriques est géométrique.

Al

Si (uy) est géométrique de raison ¢, alors (—uy,) est gé¢ométrique de raison —q.

@000 EXERCICE 5 - AVEC UNE SUITE AUXILIAIRE
ug =2
Considérons la suite (u,,) définie sur IN par : 2 1
(i4n) P VnelN, un+1:§un+§n+l
On désigne par (v,) la suite définie sur IN par: Vne NN, v, = u, —n.

1. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique.
2. En déduire le terme général de (uy,).

000 EXERCICE 6 - AVEC UNE SUITE AUXILIAIRE

ug=1
Considérons la suite (u,,) définie sur IN par : VneN, uy,| = n
3up+1
1. Démontrer par récurrence que pour tout n € IN, u,, existe et u, > 0.
. P 1
2. Soit alors (vy,) la suite définie sur N par: VYne N, v, = —.
Un
2.a. Calculer vg, v1 et v2. Que peut-on conjecturer?
2.b. Démontrer cette conjecture puis en déduire le terme général de (uy,). — X ATTENTION! ————
Le phrase "la suite (u,) est
bien définie" ne dépend pas
ee00 EXERCICE 7 - AVEC UNE SUITE AUXILIAIRE de n, puisque 7 est muet dans

up = 4 I’écriture (uy). Il est alors

12 . P = + . .

Considérons les suites (1) eN* et (v,)neN+ définies par Vne N _ et:¥neIN*, v, = In(uy,).| nécessaire de reformuler ce

nelN", Upyl = UpVip que l'on souhaite établir en

2 . . Lo * une assertion dépendant bien

1. ngontrer que l}a suite (uy) N+ est b1er}r deﬁme et que pour tout n € N, u,, > 4. Qde n: "uy existe".
Démontrons par récurrence : pour tout n € IN", u,, existe et u, > 4.
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e Initialisation. Pour n =0 : u existe et ug = 4 : l'initialisation est vérifiée.
e Heérédité. Soit n € IN. Supposons "u, existe et u, > 4" et montrons "u, 1 existe et 1,41 >4".
o Par hypothése de récurrence, u, existe et u, > 4. En particulier, u, > 0.
Donc +/u,, existe. Par conséquent : u,;1 existe.
o Par hypothése de récurrence, on a encore :
Uy >4

D’ou, par croissance de /. sur R (en particulier sur [4;+c0[), on obtient :

iy =2
Oru,>0,dou:
Up\uy > 2uy

Mais comme u, >4, on a aussi 2u, > 8 > 4. Ainsi, par transitivité :

Up\uy, >4
Autrement dit :
Upyp 24

Hérédité établie.

Conclusion : pour tout n € N, u,, existe et u, > 4.

2. Etudier les variations de (uy,).
SoitneIN*.Ona:
Uppl —Up = Up\p — iy
= up(Vup—1)
Or, d’apres la question précédente :
Uy >4>0

Et de plus, puisque u, > 4, par croissance de /. sur R*, ona:

Vi =2
Par conséquent :

uy(\u, —1)>0

Conclusion : la suite (u,),eN* est strictement croissante.

3. Justifier que la suite (v,),eN+ est bien définie sur IN*.
Soit n € IN*. D’apreés la question 1., uy, > 0.
Ainsi, In(u,) existe.

Conclusion : la suite (v,;) e+ est bien définie sur IN*.

4. Déterminer le terme général de (vy,) puis celui de (uy).
e SoitneIN".Ona:

Un+l = ln(“rwl)
= In(unvup) car uy >0et \u, >0
= In(uy)+In(vuy,) J " "
1
= In(uy)+ = ln(un)
3
= 5 In(uy)
3
= —v
2 n
Par conséquent, la suite (v,),eN* est géométrique de raison 5 et de premier terme vy =1In(4).

D’ou :
3 n—-1
VYnelN¥, v, = ln(-l)(i)

e SoitneIN*.Ona:

vy = 1In(uy)
D’ou :
Up exp(vy)
3\n-1
exp(ln(Jf)(;) )
-1
43)

n—1

ol

Conclusion : Yne IN*, u, = -L(

eeco EXERCICE 8
On s’intéresse a I’évolution du nombre d’abonnés d’un site de vidéo a la demande. En raison d’une offre
de bienvenue, le nombre d’abonnés au lancement, le 1¢" janvier 2021 est 100 000. Sur la base des premiers
mois, on estime que le nombre des clients abonnés au site évolue suivant la régle suivante :

chaque mois, 4 % des clients se désabonnent et 1 % des non abonnés s’abonnent

On suppose qu’un client qui s’est désabonné est susceptible de se réabonner par la suite.
Pour tout entier naturel 7, on note a, l'estimation du nombre d’abonnés, en milliers, n mois aprés 'ou-
verture, on a ainsi ag = 100. La population cible globale est constituée de 20 000 000 d’individus.

— IMPORTANT! ———

Quand une suite (u,) est défi-
nie par: VYnelN, upyq = f(up),
la question de 'existence

de chaque terme de la suite
se pose a chaque fois que la
fonction f n’est pas définie
sur R.

Ici, il faut s’assurer que R*
(sur lequel la fonction f :

x > xVx est définie) est
stable par f.

V'S

— PETITE REMARQUE ———

Pour trouver le terme général
d’une suite, sans indication
comme c’est le cas ici, deux
cas se présentent :

e C’est une suite usuelle (SA,
SG, SAG, SRL2)

e on calcule les premiers
termes, on conjecture, on
démontre par récurrence...

o

— v RIGUEUR! ———
La relation In(xv) = In(x)+In(v)
n’est valable que si x et p sont
strictement positifs!

Peut-on 'ajuster pour qu’elle
soit valable si x,» <0?

o
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1. Déterminer l'expression de a4, en fonction de n pour tout n € IN.
2. Selon cette modélisation, quel nombre maximal d’abonnés le site peut-il espérer?
3. Fcrire un programme Python qui permet d’obtenir le mois a partir duquel le site comptabilisera
plus de 2 millions d’abonnés. Retrouver ce résultat par le calcul.
In(2000) —1n(3900
Donne : 2000 ~In(3900) 5 )
In(0,95)

eeco EXERCICE 9 - SAG

Dans chaque cas, déterminer le terme général de la suite (u,) définie sur IN puis exprimer simplement
n

Zuk pour n € IN.

k=0
ug =1 ug=0
1. 3 1
VnelN, uppy = 2up +3 T VREN, upyy = Sup+2
2
up =1
7 up=0 4, . 1
VHEIN,MH+1:—3MH+1 VI’ZG]N,un+1:—§un+1

ee00 EXERCICE 10 - AVEC UNE SUITE AUXILIAIRE
ug=0

Considérons la suite (u,,) définie sur IN par : { VnelN, = 2u, +3"

. . spe s Up . . Lo . o
1. Démontrer que la suite (v,), définie par v, = 37 est une suite arithmético-géométrique.

n
2. En déduire le terme général de la suite (u,) puis calculer Zuk pour tout n € IN.
k=0

o000 EXERCICE 11 - DEMONSTRATION SUR LES SRL2
Soient a,b € R et (u,) une suite définie par la donnée de ug et u; ainsi que la relation : Vn e IN, u,p =
AUy + buy.
Notons A le discriminant de I’équation x“ —ax—b = 0 et supposons que A > 0. Notons également x; et x»
les deux solutions (éventuellement égales) de cette équation.

2

1. Exprimer x| + x; et x1x, en fonction de a et b.
2. Considérons la suite (vy,) définie par : Vn € IN, v,, = u,41 — X1 4. Démontrer que la suite (v,) est
géométrique, puis en déduire son terme général.
n—1
3. Soit n € IN*. Simplifier Zx?7k71 (tg1 — X1 Ug)-
k=0
4. Déduire des questions précédentes, en distinguant les cas A >0 et A =0, le terme général de (u,).

eeo0o EXERCICE 12 - SRL2
Dans chaque cas, déterminer le terme général de la suite (u,) définie sur IN.

1 ug=u; =1 3 up=1; up=1
’ VnelN, uyio =5u,41 —6uy ' YnelN, uyip =4uy

1 1
ug=1; u; =4 4. uozi;ulzi
VnelN, uyyr =4u,, 1 —4u, VnelN, uyn =ty +2u,

ee00 EXERCICE 13 - FIBONACCI ET LES ESCALIERS
Pour n > 1, on dispose d’un escalier a n marches et on suppose que 'on est capable de monter les marches
soit une par une, soit par deux. On note u, le nombre de facons de monter cet escalier.

1. Déterminer uy, up, usz et uy.
2. Démontrer que pour tout n€ IN* @ty = upyq + Up.

3. En déduire le terme général de (uy,).

, . . u
4. Préciser lim -I*L.
n—+oo I,{n

@000 EXERCICE 14 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1

1
. . =75
Considérons la suite (u,) définie sur IN par : 2 Uy
VnelN, Upyl =
Uy +1
1. Créer une fonction Python qui prend un entier naturel n en argument d’entrée et renvoie u, en

sortie.
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2. Conjecturer le terme général de (u,) puis démontrer cette conjecture.

3. On considére le programme suivant, écrit en Python :

n=0

u=1/2

while u>10xx(-4)
u=u/(u+1)
n=n+1

6 |print(n)

T

o

Quelle sera la valeur affichée par l'algorithme?

4. Transformer le programme précédent en une fonction seuil(a) qui renvoie le plus petit entier
naturel ng tel que :
Vn>ng, u, <a.

0000 EXERCICE 15 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1
upgp=¢e

On considére la suite (uy), définie par : Ve, up,y =1 +In(uy)

1. Ecrire une fonction Python qui prend un entier naturel non nul n en argument d’entrée et renvoie
la valeur de uy,.

2. Démontrer que la suite (u,) est bien définie et que pour tout n € IN, 1 < upy) <uy <e.

ee00 EXERCICE 16 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1 3
2
VneNN, upiy = f(uy)

Considérons la fonction f : x —> x> — 2x + 2 ainsi que la suite (u,,) définie par : ¥o =
1. Dresser le tableau de variations de f sur R.

2. En déduire que pour tout x €]1;2[, 1 < f(x) < 2.

3. Démontrer alors, par récurrence, que pour tout n€IN, 1 <u, <2.

4. 4.a. Montrer que pour tout n € IN, up, 1 —uy = (uy —2)(uy —1).

4.b. Conclure quant aux variations de la suite (u,).

o000 EXERCICE 17 - TROUVER LE TERME GENERAL
Dans chaque cas, déterminer le terme général de la suite (u,) donnée.

1 {141:1 up =1
| VnelN, uy =nxu Ty
n+ n 5. Ve N, :Z?k

MOZO
. k=1
2 {Vne]N,unH:un+2n+2

MOIl

3 “OZO 6 n
") VYneN, uypq =u, +2" ") VneN, uy1= ) ug
4 up=0;u; =1 k=0
"l VneN, upr=uppr +up+1l-n

ee00 EXERCICE 18 - SUITES IMBRIQUEES
VnelN, ayy =2a,+by,

Considérons les suites (a,) et (b,,) définies par ag =2, by =0 et : { VneN, by, =ay+2by

1. Ecrire une fonction Python prenant un entier naturel n en argument d’entrée et renvoyant les
valeurs de a,, et b, en sortie.

2. Calculer ay, by, a> et by.

3. Méthode 1:
3.a. Déterminer la nature de la suite (s,) définie par: Vne N, s, =a, + by,.
3.b. Déterminer la nature de la suite (d,) définie par: Vne N, d,, =a,, - b,,.
3.c. En déduire le terme général des suites (a,) et (by,).

4. Méthode 2:
4.a. Démontrer que (ay) est une suite récurrente linaire d’ordre 2.

4.b. En déduire le terme général de (a,) puis celui de (b,).

eee0 EXERCICE 19 - SUITES IMBRIQUEES
On étudie I'évolution de deux fourmilieres A et B. Chaque mois, 20% des fourmis de la population
A passent en B et 30% des fourmis de la population B passent en A. On note a, et b, le nombre de
milliers de fourmis, le mois n, respectivement dans les fourmiliéres A et B. Initialement, on a : a9 = 320

ExERCICES DU CHAPITRE 3 - Page 4/5



et bg = 180; et on définit ainsi les suites (a,) et (by) sur IN.
Déterminer les termes généraux des suites (a,) et (by).

eee0 EXERCICE 20 - SUITE HOMOGRAPHIQUE

up =0 5x—4

x+1°

Considérons la suite (u,) définie par : S5uy—4 ainsi que la fonction f : x +—>

VnelN, uye1 =
n+l Uy + 1
1. La suite (uy) est-elle arithmétique ? Géométrique?
2. Résoudre I'équation f(x) = x.
On note o 'unique solution réelle de cette équation.

3. Démontrer que pour tout n € IN, u, existe et que pour tout n € [2;+oo[, u, > a.

, ou « est le réel déterminé a la question

4. Soit maintenant (v,) la suite définie par v, =
Un

précédente.
4.a. Calculer les premiers termes de la suite (v,). Que peut-on conjecturer?
4.b. Démontrer cette conjecture.

4.c. En déduire le terme général de (v,) puis celui de (uy,).

eeeo EXERCICE 21 - FLocon pe Von Kocn
Considérons un triangle équilatéral, noté Py, de c6té 1. Chaque coté est ensuite divisé en trois parties
égales et on construit a partir du segment situé au milieu de chaque c6té un nouveau triangle équilatéral
a l'extérieur de P;. On obtient ainsi un polygone P,. En procédant de la méme facon a partir de P, on
trouve un polygone P3, puis en itérant le processus, on construit une suite de polygones réguliers, notée

(Pn).
/\ >
. ; VAN A yk( A ym,f?b%mﬂ
\\ // 3 / > { yii\ ﬁ
\n / > B )) n G 5 on <
£ N L A T ot
\// \\/ W ng Ve 2 ?wé v

Notons, pour tout entier non nul 7 :

e ¢, le nombre de cotés du polygone Py,

I, 1a longueur d’un c6té du polygone Py,
e p, le périmeétre de Py,
e A, laire de P,,.
1. Montrer que la suite (c,;) est géométrique puis en déduire son terme général.

l.a. Déterminer le terme général de (/,;) puis en déduire celui de (p,).

1.b. Quedirede lim pj,?

n—+o0
3 3V3 4\"

2. 2.a. Démontrer que A = % puis que pour tout n>1, Apy1 = A, + % x ( ) .
\/5 3\/5 (l (4 )rlfl)

2.b. En déduire que pour toutn>1: A4, =

FRRT)

9
2.c. Déterminer alors lim A,.
n—+oo

eee0 EXERCICE 22 - I’6QUATION DES CREDITS !
Considérons un crédit immobilier a taux fixe dont le taux mensuel est noté ¢, la mensualité (constante)
est notée M, la durée (en mois) est notée N et le capital emprunté (en euros) est noté C.
L'objectif est de déterminer une équation reliant ces quatre variables.
Pour n > 0, notons C,, le capital restant a rembourser a la banque a 'issue du n-iéeme mois de sorte que
Co =C, et I, 'intérét remboursé durant le n-iéme mois.
On rappelle que 'intérét a rembourser sur un mois est calculé a partir du capital restant d rembourser d la
banque au début de ce mois.
1. Exprimer C; en fonction de t, M et C.
2. Pour k € [1;N], exprimer Cj en fonction de C, M, ¢ et k.
3. Que dire de Cyn ? En déduire une équation reliant C,N, t et M.
4

. On note I le montant total des intéréts versés par le client suite au remboursement intégral du
crédit. Exprimer I en fonction de N, M et C.

N
Retrouver ce résultat en utilisant le fait que I = Zlk.

k=1
5. Quelques applications numériques...
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