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EXERCICES DU CHAPITRE 5
PoLYNOMES

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

@000 EXERCICE 1- RECHERCHE DE RACINES & FACTORISATION

Dans chaque cas, déterminer toutes les racines réelles de P ainsi que la forme factorisée de P(x) en

produits de fonctions polynomiales de plus petits degrés possibles.

1. Pixr— 3-8
SoitxeR.Ona:
P(x) = -3
(x—2)(,\'2+2,\'+4)

J car 2 est racine de x + x7 - 8

. 2 N . s . . . 7
Puisque x — x“ + 2x + 4 ne possede pas de forme factorisée en produit de fonctions polynomiales de degré

1 (car pas de racines réelles, puisque son discriminant est strictement négatif), nous avons obtenu la forme

factorisée de P en produit de fonctions polynomiales de plus petits degrés possibles.

2. Pixr— x> —3x2+3x-2
SoitxeR.Ona:
P(x) = X -3x+3x-2
= (x—2)(,\'2—.\‘+1)

J car 2 est racine de x — x> — 3x% + 3x -2

. 2 N s . . . s
Puisque x — x“ —x+1 ne possede pas de forme factorisée en produit de fonctions polynomiales de degré 1 (car

pas de racines réelles, puisque son discriminant est strictement négatif), nous avons obtenu la forme factorisée

de P en produit de fonctions polynomiales de plus petits degrés possibles.

3. Pixr— 233 —x2—2x+1
Soitx€eR.Ona:

P(x) = 23 —x?—2x 41
= (x-D2x%+x-1)
1
= 2(.\'—5)(,\‘4—1)(,\'—1)

. 2
J car 1 est racine de x —> 2x3 —x2 —2x +1

1 . 5
J car -1 et - sont les racines de x — 2x“ +x—1

Nous avons obtenu la forme factorisée de P en produit de fonctions polynomiales de plus petits degrés pos-

sibles.
4. Pixrox-2x2-5x+6
SoitxeR.Ona:
P(x) = ¥ -2x2-5x+6
(,\'—1)(.\'2—,\'—6)
= (x=1)(x+2)(x=3)

. 3 .
car 1 est racine de x —> x” = 2x° = 5x+6

. 2
J car -2 et 3 sont les racines de x +— x“—x -6

Nous avons obtenu la forme factorisée de P en produit de fonctions polynomiales de plus petits degrés pos-

sibles.

5. Py x* 533 4 7x2 —3x
SoitxeR.Ona:

P(x) = xt o553 4722 - 3x
T N .
= x(x D'\2+7'\ 3) car 1 est racine de x +> x” —=5x“ +7x-3
= x(x—=1)(x"—4x+3)
= x(x=1)(x-1)(x-3)
= ,\'(x—l)z(,\—S)

. 2
J car 1 et 3 sont les racines de x — x“ —4x+3

Nous avons obtenu la forme factorisée de P en produit de fonctions polynomiales de plus petits degrés pos-

sibles.

6. Pixr—xt—2x2 41

SoitxeR.Ona:
o224
= (-1

(k-1 +1)
= (x=1)>%(x+1)?

~
=
I

Nous avons obtenu la forme factorisée de P en produit de fonctions polynomiales de plus petits degrés pos-

sibles.

ee00 EXERCICE 2 - RACINE DOUBLE

Soit P une fonction polynomiale de degré supérieur ou égal a 2. Démontrer le résultat :

Il s’agit de démontrer une équivalence, raisonnons donc par double-implication.

Supposons qu’il existe Q € R[x] telle que pour tout x € R, P(x) = (x - l)zQ(x).

} & JQeR[x]/¥xeR, P(x) = (x—1)?Q(x)
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o Sans probleme, on a alors P(1) = 0.
o De plus, P est dérivable sur R et pour tout x e R :
P/(x) = 2(x = 1)Q(x) + (x = 1)*Q’(x)
D’ou :

Supposons que P(1) =0 et P’(1) = 0.
Par théoreme de factorisation, il existe Q; € R[x] telle que pour tout x € R, P(x) = (x = 1)Q1 (x).
Mais P est dérivable sur IR, et on obtient :

VxeR, P(x)= Q) (x)+ (x— 1)Q} (x)

P/(1)=0

Or P’(1) = 0. On obtient alors : Q1(1) = 0. 1 est donc racine de la fonction polynomiale Qj ... Par conséquent,
d’apres le théoreme de factorisation, il existe Q; € R[x] telle que pour tout x € R, Qq(x) = (x —1)Q2(x).
On obtient ainsi :
VxeR, P(x) = (x—1)%Q»(x)
On a ainsi établi :

JQeR[x]/VYxeR, P(x) = (x—1)*Q(x)

ee00 EXERCICE 3 - PoLyNO6ME NUL?
Soit P une fonction polynomiale telle que pour tout x € R, P(x + 1) = P(x).
Démontrer que si P admet une racine, alors P est nulle.
Supposons que P posséde une racine, notée a.
On a ainsi :
Pla+1)=P(a)=0
Donc o + 1 est aussi racine de P. Ce sera encore le cas de a+ 2; et on démontre, par récurrence immédiate, que pour
tout n € N, a + n est racine de P.
Puisque la suite de réels (a + 1),y est une suite de réels deux a deux distincts, P possede une infinité de racines.

Conclusion : P est la fonction polynomiale nulle.

Pour une fois, rédigeons cette fameuse récurrence immédiate, pour bien se rendre compte qu’il suffit de I'écrire, sans réfléchir...
Démontrons que pour tout n € IN, a+ 1 est racine de P.

e Initialisation. Pour n = 0.
Rien a faire...

e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que a + 1 est racine de P et montrons que o+ 1+ 1 est racine de P.

Ona:
Pla+n+1)) = Pla+n) car:¥YxeR, P(x+1)=P(x)
= 0 car, par hypothése de récurrence, o + n est racine de P

a+n+1 estainsi racine de P : hérédité établie.

Conclusion : pour tout n € IN, a + n est racine de P.

ee00 EXERCICE 4 - SUITE DE POLYNOMES
On consideére la suite (P,) de polyndomes de R[x] définie par :

Py(x) =1
VnelN, VxeR, Pyyq(x) =xPy(x)+1

1. Déterminer les fonctions polynomiales Py, P, et P3.
Sans difficulté, on a, pour tout x e R :

2

Pi(x)=x+1; Pz(,\'):,\'2+,\'+1 ; P3(.\'):,\'3+x +x+1

2. Déterminer, pour tout n € IN, 'expression de P,,.

On conjecture alors que pour tout ne€ IN: Vx e R, P,(x) = Zxk. Démontrons ce résultat par récurrence...
k=0
e Initialisation. Pour n=0:
Immédiat, car on sait que pour tout x € R, Py(x) = 1.

n n+1
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons "Vx € R, P, (x) = Z.\’k” et montrons "Vx € R, Py (x) = Z,\'k" .
k=0 k=0
Soitxe R.On a:
Ppii(x) = XP’V’I(’Y) +1 par hypothese de récurrence
= xy xF+41

k=0
n
k+1
- Z'\ +1 J changement d’indice i =k +1
k=0

PETITE REMARQUE
De fagon plus générale, toute
fonction polynomiale pério-
dique qui posséde au moins
une racine est nulle...

n+1
= Z\'i +1
. J carx¥ =1
i=1
n+l .
- 3
i=0
L’hérédité est ainsi établie.
n
Conclusion : pour tout n € N: Vx € R, Py(x) = k.
k=0
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ee00 EXERCICE 5 - SUITE DE POLYNOMES
On consideére la suite (P,) de fonctions polynomiales de R[x] définie par :

Po(x) =1
VYnelN, VxeR, Pyii(x)=(2x—1)Py(x)

1. Déterminer les fonctions polynomiales Py, P, et Ps3.
Sans difficulté, on a, pour tout x e R :

Pi(x)=2x-1; 132(,\'):(2,\'—1)2 ; 133(,\'):(2,\‘—1)3

2. Déterminer, pour tout n € IN, l'expression de P,,.
On conjecture alors que pour tout n€ IN: Yx € R, Py(x) = (2x — 1)". Démontrons ce résultat par récurrence...

e Initialisation. Pour n=0:
Immédiat, car on sait que pour tout x € R, Py(x) = 1.

o Hérédité. Soit n € IN. Supposons "Vx € R, P,(x) = (2x—1)"" et montrons "Yx € R, P, 1 (x) = (2—1)"1".

SoitxeR.Ona:

Ppir(x) = 8\ - BFS(\) l)n J par hypothése de récurrence
= X— X —
(2x— 1)1

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n€ N: Yx € R, P, (x) = (2x—1)".

3. En déduire que pour tout n € IN, P, est une fonction polynomiale, puis préciser son degré et son
coefficient dominant.
Soit n € IN. On vient d’établir :
VxeR, Py(x)=(2x-1)"
P, est donc une puissance d’une fonction polynomiale, c’est donc une fonction polynomiale, et de plus :
o deg(Py)=nxdeg(x+—2x-1)=n
o le coefficient dominant de P, est le coefficient en facteur du mondme x — x"... qui est égal a 2.

eee0 EXERCICE 6 - EQUATIONS SUR DES FONCTIONS POLYNOMIALES PETITE REMARQUE
Dans chaque cas, déterminer les fonctions polynomiales P vérifiant la condition donnée. La mauvaise idée serait de
1 PIZ ) vouloir écrire P(x) = Zakxk
<1z , . . Lo k=0
L'idée est de trouver le degré des fonctions polynomiales P vérifiant P2=p.. et d’injecter cette écriture
e Remarquons déja que la fonction polynomiale nulle est solution de cette équation. dans I'égalité...

e Ensuite, les fonctions polynomiales de degré 0 (constantes non nulles) ne sont pas des solutions de cette
équation.
o Soit P € R[X] de degré supérieur ou égal a 1, telle que P’> = P.
On a ainsi :
deg(P/z) =deg(P)
Or deg(P’) = deg(P) -1, donc:
deg(P"?) = 2(deg(P) - 1)
On obtient ainsi :
2(deg(P)~1) = deg(P)

Par conséquent : 15 RAPPEL...
deg(P)=2 Il n'y a pas de notation pour
el S " . o . X . . i R T P désigner I'ensemble des fonc-
e Résolvons maintenant I’équation P’ = P, d’inconnue P une fonction polynomiale de degré 2. tions polynomiales de degré

Soit P une fonction polynomiale de degré 2. Il existe alors a,b,c € R tels que a = 0 et pour tout x € R,
Ry [x] désigne I’ensemble des
fonctions polynomiales de
VxeR, P'(,\')2 = P(.\')2 degré inférieur ou égal a 2.
VxeR, (251.\'+b)2 =ax+bx+c
VxelR, 4a%x? + dabx+ b? =ax + bx +c
40 =
4ab =
b=
4a =
4ab =
bZ

P(x)= ax% +bx+c. On a alors :

P2 =P

1ot

Jcar a0

o S|S0 SR

a
b =
c

Il
o S| —

S

1
— VYxelR, P(x)= ;x2+bx+b2

Conclusion : les fonctions polynomiales de degré 2 qui vérifient P’? = P sont les fonctions P : x

1
1x2+bx+bz,avec beR.

1
Conclusion : 'ensemble des solutions de I'équation P’? =P est [P X 0] U {P X 1/\‘2 +bx+b%, avecbe

R}.
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2. VxeR, P(x?) = (x* + 1)P(x)
e Remarquons déja que la fonction polynomiale nulle est solution de cette équation.
e Soit P € R[X] non nulle, telle que : Yx e R, P(x2) =(x2+ 1)P(x). Notons Q : x +—> P(.\'z).

Q est ainsi la composée de deux fonctions polynomiales; c’est donc une fonction polynomiale et :
deg(Q) = 2deg(P). On obtient ainsi :

2deg(P) = deg(x —> (x> + 1)P(x))
Clest a dire :
2deg(P) =2 +deg(P)

Par conséquent :
deg(P) =2

e Résolvons maintenant I’équation "Vx € R, P(,\'z) = (,\'2 +1)P(x)", d'inconnue P une fonction polynomiale
de degré 2.
Soit P une fonction polynomiale de degré 2. Il existe alors a,b,c € R tels que a = 0 et pour tout x € R,
P(x) = ax? +bx+c. On a alors :

YxeR, P(xz):(szrl)P(x) — VxeR, ax4+b.\'2+C:(x2+l)(ax2+bx+c)
— VxelR,ax4+bx2+c:ax4+bx3+cx2+ax2+bx+c
— Vxe]R,ax4+bx2+c:ax4+bx3+(a+c)x2+bx+c
a = a
0 = b
— b = a+c
0 = b
c = c
a = a
— {b = 0
c = -a
— VxelR,P(x):axz—a

Conclusion : les fonctions polynomiales de degré 2 qui vérifient "Vx € R, P(xz) = (x2 +1)P(x)" sont les
fonctions P : x — a(x% — 1), avec a € R*.

2

Puisque la fonction polynomiale nulle est également de la forme x — a(x“ - 1), avec a = 0, on peut conclure

en regroupant les deux cas...

Conclusion : I'ensemble des solutions de 'équation "Vx € R, P(xz) = (.\'2 + 1)P(x)" est {P DX a(x? -

1), avecae ]R}.

3. PoP=P.

e Remarquons déja que la fonction polynomiale nulle est solution de cette équation.
e Soit P € R[X] non nulle, telle que : Po P = P.

On obtient :

deg(P)2 =deg(P)
D’ou :
deg(P) =0 ou deg(P)=1

e Résolvons maintenant I’équation P o P = P, d’inconnue P une fonction polynomiale de degré 0 ou 1.

Soit P une fonction polynomiale de degré 0 ou 1. Il existe alors a,b € R tels que pour tout x € R, P(x) =
ax+b et a, b ne sont pas simultanément nuls. On a alors :

VxeR, P(P(x)) =P(x)

¥YxeR, Plax+b)=ax+b

VxeR, alax+b)+b=ax+b

Vxe]R,azx+ab+b:ax+b
a? = a

ab+b = b

{a:OOUazl
ab = 0

PoP=P

1 otin

!

ou
a=1erb=0
{ VxeR, P(x)=b

{ a=0erb=0

!

ou
VxeR, P(x)=x

Conclusion : les fonctions polynomiales de degré 0 ou 1qui vérifient P o P = P" sont les fonctions poly-
nomiales constantes non nulles, ou la fonction polynomiale P : x + x.

Conclusion : I'ensemble des solutions de ’équation P o P =P est Rg[x] U [P X \}

ee00 EXERCICE 7 - DIVISION EUCLIDIENNE
Dans chaque cas, effectuer la division euclidienne de P par D.

1. Pixr— x> —3x+1letD:xr—ox+1
On trouve comme quotient : Q: x> x% —x—2 et comme reste : R : x —> 3.
D’ou :
VxeR, x> —3x+1 :(x+1)(x27,\'72)+3

COMPLEMENT
+7deg(Po Q) =deg(P) x deg(Q)...

— PETITE REMARQUE

a nest pas nécessairement
non nul ici, car P est degré 0
oul...

Puisque le cas de la fonction
4 polynomiale nulle a été traité,
a et b ne peuvent pas étre tous
les deux nuls (méme si, en
fait, on pourrait inclure ce cas
dans le calcul...)

— PETITE REMARQUE

Du résultat, on déduit que
pour tout x = —:
3

x7=3x+1 3
B T Ty

x+1 x+1
ce qui fournit directement la
décomposition en éléments
simples de la fonction ration-

P
( nelle o
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2. Pixr—3xt -3 +4x? —9et Dix o x? -1
On trouve comme quotient : Q : x = 3x” —x + 7 et comme reste : R: x +— —x — 2.
D’ou :

Yy eR, 3.\’4—,\'34—4,\'2—9:(,\'2—1)(3x2—x+7)—x—2

3. Pixr—x etD:ix— x2+x-2

On trouve comme quotient : Q : x x3 —x? +3x—5 et comme reste : R: x —> 11x—10.
D’ou :

VreR, X0 = (,\‘2+.\‘—2)(,\'3—.\‘2+3,\‘—5)+ll.\‘—10

o000 EXERCICE 8 - D1vISION EUCLIDIENNE
Justifier que pour tout n € IN, il existe deux réels a, et b, a déterminer et une fonction polynomiale Q,

tels que pour tout x e R :

2

= (x°+x-2)Qu(x) +ayx+by,

e Soit n € IN. Par théoreme de division euclidienne, il existe deux uniques fonctions polynomiales Q, et R, telles
que :
R
= (7 +x=2)Qn(x) + Ry(x)

VxeR, x"
)<deg(,\'r—>,\ +x-2)

deg(R,

R, est ainsi de degré inférieur ou égal a 1... Il existe donc deux uniques réels a, et b, tels que : Vx e R, R, (x) =
apx+by.
L'existence (et I'unicité méme) a été établie.

e Soit n € IN. reste a déterminer a, et b,... Pour cela, il nous faut deux équations qui ne contiennent pas Q,

(puisqu’on ne le connait pas!). L'idée est alors d’utiliser les racines de diviseur x X2

En évaluant la relation précédente en 1, on obtient :

+x—2quisont1et-2.

l=a,+b,
puis en I’évaluant en —2, on obtient :
(=2)" = —2a,, + by,
Or:
an + by, = 1 { ap, + by 1
—
{ -2a, + b, = (-2) Ly«Lo+2L 3b, = (-2)"+2
3a, = 1-(=2)"
—
L;<3L;-Ly { 3b, = (-2)"+2
1—(-2)"
an =
(=2)"+2
b, = B

0000 EXERCICE 9 - DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES
Dans chaque cas, démontrer I'existence et déterminer les réels a, b, ¢ vérifiant la condition donnée :
2

c
1. VxeR\ ({1}, :ax+b+—1
_ x—
Soient a,b,c € R.On a:
2 2 . .
; 1 1 ) x—1
Vxe]R,\{l},\ T oaxibe - — |YxeR\{1 S :(au—b)(\ J*e
-1 -1 \71 x—1
— (V\GR\{I} x? +1—(a\+b)(\'71)+c)
— (V\ ERN{1), x7+1= ax® + (b—a)x—b+c) J par identification
= 1
= {—a+b = 0
-b+c = 1
a = 1
— {b = 1
c = 2
v2+1
Conclusion : Yx e R\ {1}, - ; :,\'-*—l-%——l
X —
1 a b
2. Vxe R\ {-1;1}, = +
‘L) 21 x+1 x-1
On procede de la méme facon...
-1 1
. 1 -5 bl
Conclusion : Vxe R\ {-1;1}, 50— = —— + —
x¢-1 x+1 «x-1
1 a b c
3. VxeR\{-1;0;1}, = +—+
M J B-x x+1 x «x-1
On procede de la méme facon...
1 } o103
Conclusion: Vx e R\ {-1;0;1}, 5 S S —
x> —-x x+1 x  x-1

s REFLEXE!
Puisque le quotient et le reste
dépendent du dividende,
ici la fonction x + x", qui
dépend elle-méme de n, on
indique la dépendance en n
en écrivant Q, et R, plutot
que Q et R...

— IMPORTANT!

Cet argument d’identification
cache en fait l'argument que
"deux fonctions polynomiales
sont égales si, et seulement
si, elles ont méme degré et
mémes coefficients". Propriété
que nous avons démontrée
dans le cours.

Pour utiliser cette propriété,
il faut bien, a I’étape d’avant,
avoir 1’égalité de deux fonc-
tions polynomiales; ce qui
n'est le cas que si ’étape pré-
cédente contient "Vx €...". Je
ne peux que vous inviter a
retravailler la démonstration
du théoreme 3 en question.
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