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N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

0000 EXERCICE 1 - CALCULS DE LIMITES
Déterminer les limites ci-dessous :

1. lim N
x—=lxc+x+1
P . 1 1
Par opérations : | lim ———— = =
=l xZ4x+1 3
. 1 . 1
2. lim — et lim —
=2 (x-2) x—2 (x=2)
x>2 x<2
x>2
e De méme, on obtient :| lim =+00 |
x—2 (x—2)?
x<2
Par conséquent, | lim existe et vaut +oo.
x—2 (x—2)?
3. lim et lim
x—3 X — x—3x-3
x>3 x<3
x—3
x>3
X—
x<3
. x2+1
4., lim ——
x—>+oo x2 —3x 41
Pour x suffisamment proche de +co0, on a:
x2+1
bi
xc-3x+1
1+ \l—z
Or, par opérations : lim - =1.
P P x>t -3 4 L
X 2
B 241
Par conséquent :| lim ———— =
x—+eo x2 —3x 41
. X3 + X2 + X
5. lim ST
x——00 x< —3x+1
Pour x suffisamment proche de —co, on a:
rxlex
¥2-3x+1
\(1 +i4 %)
Or, par opérations : lim L = —c0.
x——co ]_3, L
X x?
| . WBrxlix
Par conséquent :| li 5 =-
Y=oy —3x+ 1
x2+1
6. lim ——
xX—+oo e 4+ 1
bl
L X +1
Par opérations :| lim . =+o0 |
X—+4o0 e7¥ + 1
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EXERCICES DU CHAPITRE 6

LIMITES DE FONCTIONS

o Puisque lim (x—2)% = 0%, par opérations (numérateur positif), on en déduit : | lim ———
x—2 x—>2 (x_z)Z

e lim x—3 =07, ainsi, par opérations sur les limites (numérateur positif ) :

e lim x—3 =07, ainsi, par opérations sur les limites (numérateur positif ) :

x>2

=400 |
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x—-3 x—-3

7. lim et lim
x—0e =1 xs0e*-1
x>0 x<0
limx-3=-3
x—0 L o . x-3
. >0 N par opérations sur les limites : lim — =+o0
lime™-1=0 x—0e ¥ —1
x—0 x>0
x>0
limx-3=-3
x—0 L L . x—3
. x<0 par opérations sur les limites : lim — =—o00
lime™*-1=0" y—0 e ¥ =1
x—0 x<0
x<0
fication des si o RO PETITE REMARQUE
Justification des signes : soit x e R. On a: La courbe de la fonction
_x —x -1 t i
e -1>0 & e">1 T n X+—>e permet auss
x>0 J par stricte croissance de In sur Ry de justifier ces signes!
— x<0
Ainsi: lime ™ —=1=0et lime *-1=0%.
x—0 x—0
x>0 x<0
. In(x)+x
8. lim (—
Xx—>+o0 eV
ngmln(x)+x:+m In(x) + x

: X ainsi, par opérations sur les limites :| lim ——— =+c0 |.
lim e ¥ =07 » par op z
X—>+00

X—>+o0 X

. 3
9. lim xe*
X—>+0o0

Par composition et opérations :| lim xe* =+oo |
X—+00

x+2

im —
X—t+oo 4/x + 1
Pour x suffisamment proche de +co :

10.

. 2
vv2 o x(1+3)
Vx+1 ( L)
Vx(1+ 7
. 2
B Vr(1+%)
a L
1+ =
x(1+ %)
Or, par opérations : lim ————— = +co.
X—+00 1 + =
Vx
. X+2
Par conséquent :| lim =+co
x—>+00 4/x + 1
: 2
11. lim (ln(3x +1)=In(x+ 2))
x—=2
x>-2
lim In(3x%+1) =1n(13) ainsi, par opérations sur les limites
X—>—
x>-2 : 2 . . _
Tim_ In(x+2) = —co xll)nlz(ln(&\ +1) ln(,\+2)) +00 |.
x—>=2 x>-2
x>=2
2 2
12. lime Y et lim e /¥
x—0 x—0
x>0 x<0
e Par opération : lim — = —oco.
x—0 x
x>0

Et puisque lim ¢™ =0, on obtient, par composition :
X—-c0

1/x2

e De méme (ou par parité de x — e~ /" ), on obtient :

5
Par conséquent, | lim e~/ oxiste et vaut 0.

x—0

000 EXERCICE 2 - CALCULS DE LIMITES
Déterminer les limites ci-dessous :

2
et
1. lim —
X—+00 X
Soit x suffisamment proche de +c0. On a:
2 2
6'\ B (”\
Y - (,\’2)1/2
2 CX
Or, lim x° =+oco, et, par croissance comparée : lim —= =+
X—+00 X+ X1/2

e
D’ou, par composition :| lim —
X—+00 X
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2.

7.

lim V3x2+x+1-vV3x2+7
X—>—00

Soit x suffisamment proche de —co :

X—6
Vax2ex+1-v3x2+7 = .=
exprconjuguée  V3x2 4 x+1+V3xZ+47

Puis on factorise par x au numérateur et par x? A Vintérieur de chaque racine carrée...

ATTENTION : Vx2 = |x| = —x (car x < 0 ici).

-1
On passe ensuite a la limite :| lim Va2 ex+1-V3x247=—— |
X——00

2V3

lim V3x2+2x+1-V2x2+5
x—+00
Soit x suffisamment proche de +co.
On factorise par x? a Vintérieur de chaque racine carrée...
ATTENTION : Vx2 = |x| = x (car x > 0 ici).

On passe ensuite a la limite (V3-v2>0, par stricte croissance de la fonction racine carrée) :

lim ln(

X—+00 X

Rl=
~

Pour x suffisamment proche de +c0: ——= =

Or, par croissance comparée : lim

X—+o0 X
In ( % )

D’ou:| lim =0
X—+00 X

xgmm@nuanu+2n

Pour x suffisamment proche de +co :

x+2
In(x+2)-In(x) = In
X
2
= In (] + 7)
X
P o . 2
Par opération et composition : lim ln(l + 7) =0.
X—+00 X
D'oti:| lim (In(x)=In(x+2))=0|
X—+o00
X2 X2
lim —— et lim
x—>—c0 X X—>+o0 X
e Pour x suffisamment proche de —co:
,\’2 _eX oX
=Xx- —
X X
e.\'
Et par opération: lim x— — =—oc0.
X——00 X
WY
. . oxT—e
D'ou:| lim = -0
X——00 X
e Pour x suffisamment proche de +o0:
X \'2
.\.270,\' e (U" *1)
X a X
X [ x2
= - —1
x \e¥
>X 2
. , . L R
Et par croissances comparées : lim — = +co, ainsi que lim — =0.
X—+00 X x—+oo X

X (42
N , . . 4 X
D’ou, par opération : lim — (— — 1) = —co.

x—+co x | e¥
) ) ,\’2 _ X
Par conséquent :| lim =-00
X—+00 X
-2 . x-2

lim 3 im ————
¥—=2x4—=5x+6 x—=2x°—=5x+6

x<2 x>2

Pour x suffisamment proche de 2 (mais différent de 2) :

x-2 x-2

lim V3x2+2x+1-v2x2 45 = 00
X—+00

— '™REFLEXE!

- x—3
Or,
lim = lim =-1
x—2Xx—-3 x-2x-3
<2 x>2
x—2 x—-2

D’ou :| lim

x<

2 . = l1m 2 =
Xx—2Xxc—=5x+46 x—o2Xx-5x+6
(<2 x>2

Si on tombe sur une FI "6

dans une fonction rationnelle,
en calculant la limite en a,
cela signifie que a est racine
du numérateur et du déno-
minateur. On factorise alors
les deux par (x —a) (c’est ¢a
qui fait que chaque fonction
polynomiale tend vers 0 en a).
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. 2
8. ngm(ln@x +1)=In(x+2))

Pour x suffisamment proche de +oo :

1r1(3x2 +1)=1In(x+2)

x(3+ %)
Or, par opérations et composition : lim In —5  |=too.
X—+00 1+%

Dou:| lim (ln(3x2 +1)—In(x+ 2)) =400
X—+00

: 2 X
9. ngw(ln@x +1)-In(e* +2))

Pour x suffisamment proche de +co :

) 3x2 41
InGx2+1)-In(e* +2) = ln( :\,:2)

1
[xz 3+,\7

X 2
e 1+6’7\

x2

=0.

Or, par croissance comparée : lim —
X—+00 ¢t

23+5
. . ; . e B - X
Ainsi, par opérations et composition : lim In|— = —0c0.
X—+00

X
e 1+(%

SN . 2 = X —
D’ou : Xgrfw(lnﬁx +1)—In(e +2)) )

1 .1
10. lim —e'* et lim —e!/*
x—=0Xx x—0 X
x>0 x<0
.1 . . !
e lim — =+o0, donc par composition : lim o =t
x—0 X x—0
x>0 x>0
) L. gy
D’ou, par opération : | lim —e™/* = 400
x—0 X
x>0
lim - =-® 1 1/x
o XT20X par composition :| lim —¢'/* =0
x<0 x—0 X
par croissance comparée : _lim XeX =0 x<0
X—>-c0
11. lim x%e* et lim x?e!/¥
x—0 x—0
x>0 x<0
1 . . }
e lim — = —o0, donc par composition : lim /¥ =0.
x—=0 X x—=0
x<0 x<0
D’ou, par opération :| lim xZelX =g
x—0
x<0
e Soitx>0.0na: y
X
;e
x2el/x — R
1
X
(%)
1
T 21/
x—0 X ST . : - X _
Or: 0 ! par composition : il_l’)r‘(l),\ e’ =+o0
. . . L’x x>0
par croissance comparée :_lim — =+o0
X—+00
12. lim In(e¥+1)-x
X—+00 . PETITE REMARQUE
Pour x suffisamment proche de +oo : On peut aussi commencer
) ) 1 par:In(e* +1)—x=In(e* +1) -
In(e*+1)-x = ln(c"(1+—\,))—x In(e")...
o

= In(e¥)+In(l+e ) =x=In(1+e7%)

citT . H =X\ _
Or, par composition : ,\'E»Tooln(l +e ) =0.

Dou:| lim In(e*+1)-x=0
X—+o00

1
13. lim x¥
X—+00
Pour x suffisamment proche de +oo :

1 In(x)
XX =e¢ X
. | . In(x)

Or, par croissance comparée : _lim =0.

X—+00 X

. . . In(x
D’ol, par composition: lim e ™x =1.
X—>+00

. 1
Par conséquent :| lim xx =1
X—+00
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. 1
14. lim x {—J
x—0 X
x>0
Soit x > 0.
On sait que :
VYaeR, [a]<a<|a]+1
D’ou :
VYaeR, |la]-1<a-1<|a]
Et en combinant ces deux résultats, on obtient :

VaeR, a-1<|a]<a

. , . 1
Ainsi, en I'appliquant avec a = — :
x

Puis, en multipliant par x (x> 0) :

De plus, lim 1 —x=1=lim 1.
x—0 x—0
x>0 x>0

L P , . 1
Ainsi, par théoreme d’encadrement : | lim x{fJ =11
x—0 X
x>0

Au passage, la courbe de la fonction x +— x {—J, qui a le mérite d’étre assez originale... ici!
x

ee00 EXERCICE 3 - Vral oU FAUX?
1. Si f est strictement croissante sur R et majorée par 1, alors lirp flx)=1.
X—>+00
FAUX 1 )
En effet, la fonction f : x +— 3 —e~* est croissante, majorée par 1 (car majorée par 5); et pourtant, ljmf =
(6]
1.

1
—
2

.. . . X
2. Si lim f(x) = lim g(x), alors lim m =
x—2 x—2 x—2 g(x)
FAUX (penser aux FI)
En prenant f : x+ (x—2)(x+1) et g: x> x—2, on a bien liénf = ligng et pourtant, lim2 Zz:)) =3.
2 x—2 g0

3. lim f(x) =0 < lim|f(x)| = 0 (ou a désigne soit un réel, soit +co, et f une fonction définie sur
X—a X—a

un voisinage de a, noté I)
VRAI
Prouvons donc ce résultat, par double-implication.

Silim f =0, alors par composition avec la fonction valeur absolue, on a lim|f| = 0.
a a

Dans le cas ot a est un réel.

Supposons que lignlfl =0;cestadire:Ye>0, 10>0/Vxel, (x ela-da+0]=|f(x)[-0] < a). On a

ainsi :
Ye>0,30>0/Yxel, (xela-da+d] = |f(x)] <¢)

— PETITE REMARQUE
On a méme : "}mf(x) existe
4. )lci_)n}lf(x) =1 & )l}_r)r}l [f(x)] =1 (ou a désigne soit un réel, soit +oo, et f une fonction définie sur = lim [f(x)] existe" est

fausse (le sens direct est vrai,

Et ceci est la définition méme de lim f = 0.
m

un voisinage de a, noté I) X -~
. mais le sens reciproque est
FAUX faux).
La fonction f : x +—> —1 vérifie lim|f| =1, et pourtant, lim f = 1. Contre-exemple : f : x +—>
: co o0 (—I)LXJ.A.

5. Si f est bornée sur R et si xgrfoog(x) =0, alors xgrfoof(x)g(x) =0.
VRAI
Soit f une fonction bornée sur R. Il existe donc M e R tel que : Vxe R, |f(x)| <M.
Soit x € R. On a ainsi, en multipliant par |g(x)| > 0:

If () x 1g(0)l < Mg ()]
D’ou :
0 <|f(x)g(x)l < Mlg(x)]
Mais, comme limg=0,ona: lim M]g(x) =0.
+00 X—+00
Par théoréme d’encadrement, on obtient ainsi :
lim_[f(x)g(x)| =0

Et d’apres la question précédente :
lim f(x)g(x)=0

X—+00"

6. Si f est strictement positive et strictement croissante sur R, alors YI_I)IP f(x)=+o0.
A (o)
FAUX

e six<0
En effet, la fonction f : x +— ,_ 1 Six>0 est strictement positive et strictement croissante sur R;
) x+1 N
et pourtant lig}f =2.

1

On peut aussi prendre, par exemple, f : x — Toox
’ +e™
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7. Si f est croissante sur R et que xlirf f(x)=5, alors f est majorée par 5.
—>+00

VRAI

Démontrons ce résultat par I'absurde.

Soit f une fonction définie sur R. Supposons que f est croissante sur R, que lirf f(x) =5 et que f n'est pas
- - X—+00" -

majorée par 5.
Puisque f n’est pas majorée par 5, il existe xo € R tel que f(xg) > 5.
Mais comme f est croissante sur R, ona:

Vx> xg, f(x)= f(xg)

D’ou, en passant a la limite en +co (lJrimf existe, par hypothese), on a (propriété du cours) :
[o9]
li > f(x
lim f > f(xo)
Et comme lJrimf =5et f(xg)>5, on obtient 5> 5 : absurde!
(o]

8. Si f est croissante sur R et non majorée, alors lim f(x)=+oo.
X—>+00

VRAI

C’est un des cas du théoreme de limite monotone... Prouvons-le (ce cas-la peut étre démontré avec les outils

au programme).

Soit f une fonction croissante sur IR et non majorée. Montrons que lim f(x)=+oo; autrement dit, montrons
- X—+00

YM>0,JA€R/Vx€R, (x2 A= f(x)> M)

Soit alors M > 0. Puisque f n’est pas majorée, elle nest, en particulier, pas majorée par ce M. Il existe donc un
réel xq tel que f(xg) > M.
Mais comme f est croissante, on a :

Vx> xo, f(x) 2 f(xo)

Au final, en posant A = x(, on a bien :
VxeRR, (xZA::»f(x)zM)

Ce qui prouve que lim f = +c0.
+0o

@000 EXERCICE 4 - UNE LIMITE CLASSIQUE
1. Démontrer que:YxeR, 1+x<e* <1 +xe.
e Posons f:x+—1+xe¥ —e'.
La fonction f est définie et dérivable sur R et :
VxeR, f/(x)=xe"

D'ou :

X —00 0 +00

signe de f’(x) - 0 +
variations de f \ 0 /

Par conséquent, f admet un minimum sur IR, égal a 0 et atteint en 0. Ainsi :

VxeR, f(x)=0

Autrement dit :
YxeR, e* <1+xe'

e De la méme facon, on démontre 1'inégalité de gauche.

Conclusion:VxeR, 1+x<e* <1+xe'.

X
. R L. et —1
2. Etudier alors la limite de en 0.
Soit x € R".
On sait que :
T+x<e* <1 +xe
D'ou :
x<e'-1<xe"
e Six<0,alors:
X
et —1 X
1> >e
X
e Six<0,alors: — = POUR INFO...
X -1 insi di .
1< <o On peut ams; ire que si
s——= o

x =0, alors

1 L
~1,cesta
0

D’apreés ces deux encadrements et le théoréme d’encadrement, on obtient ainsi : dire e¥ ~ 141

lim et -1 -1 . lim et -1 - On obtient ce que I'on appelle
Y—0 X 750 X un développement limité
x<0 >0 d’ordre 1 de exp en 0... Ce
- n’est autre que 'expression
et -1 de la tangente a la courbe

Conclusion : lim =1.

x—0 X de I'exponentielle au point

d’abscisse 0...

o

0000 EXERCICE 5 - UNE LIMITE CLASSIQUE
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1. Démontrer que : Vx> -1, % <In(l1+x)<x.
X

Méthode identique a ce qui a été fait dans la question 1 de I'exercice précédent...

1
2. En déduire un encadrement de

n(1l+x) In(1 +x) .

puis la limite de

n 0.

X
La encore, comme dans l'exercice précédent, il faut distinguer les cas x <0 et x > 0...

Conclusion : lim

In(1 +x) -1

x—0 X

3. En déduire les limites suivantes :

1\¥
3.a.  lim (1 + —)
X—+oo X
Pour x suffisamment proche de +oo :d
(1+1).\' e (\h(l+l))
- = X XIr -
X p X
ln(l + %)
R b
X
1 R . . - In(1+X)
Or: 1 —=0;et,d sl st dente, lim ———— =1.
r: lim — et, d'aprés la question précédente, lim X
ln(l + l\)
D’ou, par composition de limites : lim ———— =1
X—+00 .
X
\ e In(1+7)
Et, a nouveau par composition de limites : Xng exp T =e.
X
1 X
Conclusion : lim (1 + 7) =e
X—+00 X
3.b. lim (1 +x)n®
x—0
x>0
Soit x>0.0na:
(1+x)n® = exp (In(x)In(1 + x))
In(1+x
= exp .\’ln(,\')M
Or, par croissance comparée : lim xIn(x) = 0.
x—0
x>0
In(1+x
Et d’apres la question 2 : lim Inf1+x) =1.
X— X
x>0
). L . . In(1 +x)
D’ou, par opération et composition : hmo exp|xIn(x)———|=1.
'\.\;)
Conclusion : lim (1+x)"() = 1,
X—
x>0
eeee EXERCICE 6 - CALCULS DE LIMITES
Déterminer les limites ci-dessous :
1
: —X\\x
1. xgrfoo(ln(l +e™))
Pour x suffisamment proche de +oo :
1 ln(ln(l +e’"))
In(l+e™))* = exp|——=
(In(L+e7)) exp ;.
=X
ln(ln(ifiﬁ) x 0"")
B
In (ln(ifi\f\) ) —-Xx
= epl———
,—X
ln(iln“;t ) )
= xp| —— -1
exp .
. In(1+X
Or,ona: lim e ¥=0,et lim M =1; donc, par composition de limites :
X—+00 X—-0 X
In(1+e™*
lim r1(+e) =1
X—+00 e—X
Puis, par opération :
! (ln(l+c") )
T —
lim ———-1=-1
X—+00 X

Par composition, on obtient finalement :

lim exp| ———-1|=¢"
X—+00 X

On a In(1 + truc), avec truc
qui tend vers 0... On fait donc

.. In(1 +truc)
apparaitre ————

mREFLEXE!

truc

I

ésultat presque a co

% CLASSIQUE! %
nnaitre...
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Conclusion: lim (]n(l+(”"')) =e
X—+00

1
2. lim (In(e+x))*
x—>0( ( ))
Pour x suffisamment proche de 0 :

ln(ln(0+,\‘))

i

l > X -
( n(e+ \)) exp .
ln(ln(c)Jrln(l + T\))
= exp|——m——
X
]n(l +In(1+ %))
TPl
- v 1n(1+1n(1+§)) In(1+ %)
- P In(1+%) ) X
ln(l +In(1 + })) In(1+%) 1
Sow In(1+2) ) 2 t e
In(1+X
L'objectif de ces manipulations était de faire apparaitre la limite connue : lim M =1..
Ject, ’ Xx-0 X
Or,ona:
X In(1+X
e lim - 0, et lim Lﬂ =1; donc, par composition de limites :
x—0 e X—0 X
In(1+2
lim ¥ =1
x—0 =

€

In(1 +X)

v
e limIn(l+=)=0,et lim =1; donc, par composition de limites :
-

x—0 X—0
ln(l +In(1 + %))
lim ——————~ =1
x—0 In(1+ ?)

Par opération et composition, on en déduit :

lim ex - X X —
x—0 p In(1 + %) x e

¢

In(1+In(1+%))  In(1+2) 1] 1 o
— :exp(—):c‘

1
L 4
Conclusion : lim (]n(cwr,\f))" =
x—0

‘ DEFINITION 1 - ASYMPTOTE OBLIQUE

Soit f une fonction telle que limf = +co0.
o0

On dit que la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a Cf en oo lorsque

lim f(x)—(ax+b)=0

X—>+00

ee00 EXERCICE 7 - ASYMPTOTE OBLIQUE
2 4e*

Considérons f : x +—
x+1

1. Déterminer I'ensemble de définition de f.
L'ensemble de définition de f est R\ {-1}.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et préciser les asymptotes
de Cy.

Pas de difficulté particuliere... On trouve :

lim f(x)=-co; lim f(x)=-co ; lim f(x)=+c0 ; Ilim f(x)=+c0

X——00 x—-1" x—-1" X—+00
x<-1 x>—1
Cr admet donc une asymptote "verticale" d’équation x = —1 au voisinage de —1.

fx)

3. 3.a. Déterminer lim *——. On notera a le réel obtenu.
X—>—00 X

Pas de difficulté particuliere... On trouve lim f =1.
X——00 X

Conclusion:a =1

3.b. Déterminer lim f(x)—ax. On notera b le réel obtenu.
X—>—00

Pour x suffisamment proche de —co :

,\‘2 + e¥

X)—ax -
fx) i
et —x

x+1
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Et on obtient : )
X —x

=-1

1m
X——00 X+ 1

Conclusion: lim f(x)—ax=-1.0n pose b =-1.
X——00

3.c. En déduire que Cy admet une asymptote oblique en —co.
D’apreés la question précédente, on a ainsi : \lim f(x)—(x-1)=0.
X——00

Conclusion : Cf admet une asymptote oblique d’équation y = x — 1 au voisinage de —co.

O %

ee00 EXERCICE 8 - ASYMPTOTE OBLIQUE
Considérons f : x — In(e® - 1).
1. Déterminer 'ensemble de définition de f.
Notons Dy I'ensemble de définition de f. Soit x € R.On a:

xeDf < ¢ -1>0
= e'>1

J stricte croissance de In sur Ry
— x>0

Conclusion : I'ensemble de définition de f est Ry.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et préciser les asymptotes
de Cy.

Sans difficulté :

i_inof(x) =-oo; lim f(x)=+eo
x>0

3. 3.a. Démontrer que pour tout x>0, f(x)—x =In(1 —e™¥).
Immédiat.
3.b. En déduire que Cy admet une asymptote oblique en +co.
D’apreés le résultat précédent :

: N v 1 —Xy _
ngmf(A) A—xgglwllw(l+( )=0

‘ Conclusion : Cy admet une asymptote oblique d’équation y = x au voisinage de +co.

eee0 EXERCICE 9 - CarLcuLs DE LIMITES

Considérons f : x + (x — 1)e"®™ . Déterminer ’ensemble de définition de f puis ses limites aux bornes
de son ensemble de définition. Préciser les éventuelles asymptotes de sa courbe.
Je ne détaillerai pas les cas les plus simples...

e L'ensemble de définition de f est ]0;1[U]1;+ool.

e DPar opération et composition :| lim f(x)=-1 |
x—0"
x>0

e Par opération et composition : lim1 f(x)=01|
X—
x<1

e Par opération et composition :| lim f(x)=+oo |

X—+00"
e Soitx>1.0na:
1 1 x-l
(X,l)eln(\’) :('\»71)(,,\'71 In(1+x-1)

Or:limx-1=0.

x—1

In(1 +X) >
Ft lim ——~ =1,dou lim ——— =
XIHO X b XL>0 In(1+X)

Ainsi, par composition de limites :
. x—1
lim ———
x—1In(l+x-1)
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Par opérations et composition, et puisque lim x—1 =07, on obtient :
x—1
x>1

1

1 X
1o x=l
lim(,\‘f 1)0\—1 In(1+x-1) — 400
x—1
x>1

Dot :| lim f(x) = +oo |
x—1°
x>1

Ainsi, Cf admet une asymptote "verticale" d’équation x = 1 au voisinage de 1, a droite.

eeco EXERCICE 10 - ETUDE DE FONCTIONS
Faire I’étude compléte de chacune des fonctions suivantes.

x—1
1. fx!—)ln(m)

2. fixroIn(x?+1)-x
3. fixr—xZe™
4 x2+1
' x2-1
2 —x?2
TX > Xx“e

cx > In(e¥ +e7)

AN
e e T S
=

(x2+1)
7. fixr—>exp
1
8. fixr—Xx¥x
1.\’
9. f: -
f X'_)(x)

Peu de détails... Mais I'essentiel y est!
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Fonction Ens de déf Parité Limites Expression de la dérivée Tableau de variations

i o) = P -
° xjiof(x) 0 par opérations et composition

' (apres avoir levé la FI) 5 - -1
. o ! . ‘ li x) =+ érati t iti = /(x
fixr— ln(m) ]—o00;=1[U]1;+00[ | Impaire. e f(x) = +o0 par opérations et composition f(x)= TESCE f(x) + ||

o lim f(x) =—co (par imparité)
x—1 / +00
° \LHP f(x) =0 (par imparité) f 0 H

i = P
. xirpmf(x) +00 par opérations

X |- 1 +00
o ) ) In(x2+1) X T
Ni paire ni im- | e lim f(x) = lim x(i— (v _1)2 (e _ _
fixr—In(x?+1)-x | R paire (regarder Tore XH+°°2 * f(x)= (\2711) f 5 0
. X2+
f(1)et f(=1)...) lim [ 200G +1In(1 +1/x7) —l) C e par f S +1n(2) .
. ) =

) o X |-oco 0 2 +00
Ni paire ni im- | e \'anloof(x) = +o0 par opérations ;
Cx s xZeTY R aire (regarder ’ 2 ‘(x) = x(x=2)e™* () -0+ 0 -
P | gl . .
tf(=1)... i )= 1i — = -
f(1)et f(=1)...) Ongmf(A) .\’E)Toaex 0 par CC f +oo\o/4€ ~. ;
° Xgrinoof(x) =1 (FI alever)
° limlf(x) = +o0 par opérations
X—— — —
X2+1 ]_00;_1[ '1~<71 (,)__ érati —4x /‘ - ! ! !
Fix X7+l U= 1] Paire e lim f(x) = —co par opérations )= ——2 f/(x) + + 0 - _
-1 U]1;+00] gy (x2-1)2
A ;400 x>— - -1
e lim f(x) = —co par parité fly _ oo N roo ~. |
x—>ll (o] o)
x<
e lim f(x) = +oo par parité
x—1
x>1
2 X |—oo -1 0 1 +00
lim f(x) = lim — =0 par CC et composi-
fixr— x2e7 R Paire x—>toof( ) x5t X2 P post £/(x) = 2x(1 _XZ)e—xZ (%) + 0 - 0 + 0 -
tion T T
e e
flo e o~ 0 e N




Fonction Ens de déf Parité Limites Expression de la dérivée Tableau de variations
X |-o0 0 +00
; : li X) =+ iti X _ X i
fixr—In(eX +e7) R Paire ‘ x—?rfloof(x) eo par con?plos1 o f(x) = eY L)_\, f'(x) - 0+
o lim f(x)=-+oo par parité eX 4 e ro e
: f In(2)
° Xgrgmf(x) = 0 par composition (apres avoir
levé la FI)
N oa o . lin})f(x) =0 par opérations X =% -1 0 +o
2 . 1 paire, n1 1m- x— 2 _ x2 7o
f:xr—exp S ] O'O’O[ paire (regarder 0 _ - f(x)= S Xp S f) + 0 ~ || ~
x UJ0; +oo] F(1)et F(21)...) ° %grbf(x) = +o0 par opérations 2 X
x>0 exp(-2) +00 +00
. Xgr}:l f(x) = +o0 par composition (aprés avoir f 0 / \ 0 \ exp(2) /
P (o]
levé la FI)
1 Ni paire, ni im- . . x ¢ too
frixr—xx 1 R+ paire (regarder | © if})f(x) =0 par composition )= (1-1In(x)) e%ln(x) (%) + 0 -
RérLexe!f(x) = ex N : 'ensemble de | o lim f(x)=1 par CC et composition ) x2 o1
définition...) X—Foo f ) / ¢ \ |
. -1
o 1\* Ni paire, ni im- ) . ,x ¢ too
fixr— (() R* Raire (regarder | ® \l‘irbf(x) =1 par CC et composition ) =—(1+ In(x))e”"ln("') (%) + 0 -
REFLEXE!f (x) = gxIn(v) 1 efn.se.n}ble de | ¢ lim f(x) = 0 par composition =
définition...) x—-+00 f . / ¢ \ )

REMARQUE

. . 1 1\
Regardons plus attentivement les fonctions 9 et 10... Notons f : x +— x¥ et g: x > (7) .
X

On remarque que :

Par conséquent, toutes les informations sur g peuvent étre obtenues a partir de celles de f :

1
lim g(x) = li (,): ; -
it = fim (1) = lim f00 =1
x>0 x>0
. T Ly . B
¢ .\‘gr-vl:loog(x)_ngoof(;)_)l(linof(X)_O

Par conséquent, g est strictement croissante sur ]O;e_l [.

o surle!

Par conséquent, g est strictement décroissante sur Je”!

;400].

1 e
. g est ainsi dérivable sur R} et, pour tout x € R} :

° g:fou,avecu:x»—>¥

g (x)

VxeRS,

sw=£(3)

e sur |0; el [, la fonction inverse est strictement décroissante et a valeurs dans Je;+oo[, intervalle sur lequel f est strictement décroissante.

;+00[, la fonction inverse est strictement décroissante et a valeurs dans ]0;¢[, intervalle sur lequel f est strictement croissante.

u'(x)f’(u(x)):...




