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EXERCICES DU CHAPITRE 7
MANIPULATIONS SUR LES ENSEMBLES...

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

ee00 EXERCICE 1 - PROPRIETES DU COURS...
Soient E un ensemble et A, B, C trois parties de E. Démontrer les propriétés suivantes :
1 (A)=A
Par équivalence, montrons que pour tout xe E: x € (X) = x€A.
Soitx€E.Ona:

xe(K) xeA

xeA

—
—

Conclusion : (K) =A.

o

2. ANB=AUB
Par double-inclusion...
Soit x € AN B. Montrons que x € AUB.
Distinguons deux cas :
o Six€A. - o
Cela signifie que x € A; et ainsi, x € AUB.
o SixeA. - o B
Dans ce cas, x € A. Par conséquent, pour démontrer que x € AU B, il faut démontrer que x € B.
En raisonnant par l'absurde, si x appartenait a B, alors on aurait x € AN B, ce qui contredirait
I'hypothése initiale. Donc x ¢ B; autrement dit, x € B. Et ainsi, x e AUB.
Dans les deux cas, x € AUB.
Par conséquent: ANBC AUB.
Soit x € AU B. Montrons que x € AN B.
Distinguons deux cas :
o SixeA.
Cela signifie que x € A. Dans ce cas, puisque ANB C A, nécessairement on a x € ANB. C’est a dire
xe€ANB.

o SixeA.
Cela signifie que x ¢ A. Mais comme x € AU B, alors nécessairement, x € B. C’est a dire x ¢ B. Et
puisque AN B C B, on a nécessairement x € AN B, autrement dit x € ANB.

Dans les deux cas, x € ANB.
Par conséquent: AUBC ANB.

Conclusion: ANB=AUB.

3. AUB=ANB B o -
Posons A" = A et B’ = B. D’aprés la question 1.,ona: A=A’ et B=B’. Do :

— AR’

AUB = AUB J d’aprés la question 2.
= AN
- A B J d’aprés la question 1.
= ANB

’ Conclusion: AUB=ANB.

4. An(BUC)=(ANB)U(ANC)
Par double-inclusion...
Soit x € AN (BUC). Montrons que x € (ANB)U(ANC).
Distinguons deux cas :
o SixeB.
Puisque xe AN(BUC), x € A. Et comme dans ce cas x € B,onaxe ANB.
Par conséquent, x e (ANB)U(ANC).
o SixeB.
Puisque x e AN(BUC), on a x e BUC. Mais comme x ¢ B, alors nécessairement x € C. Mais x € A
(carxe AN(BUC)). Douxe AnC.
Par conséquent : x € (ANB)U(ANC).
Dans les deux cas, x € (ANB)U(ANC).
Par conséquent: An(BUC)c(AnB)Uu(ANnC).
Soit x € (AN B)U (AN C). Montrons que x € AN (BUC).

o Sixe AnB.
Alors x € A et x € B. Mais BC BUC, donc x e BUC. Ainsi, xe AN(BUC).

— IMPORTANT!

Méme s'il est rare de raison-
ner ainsi pour démontrer
I’égalité de deux ensembles,
on peut parfois le faire. On
a démontré qu’'un élément

x appartient & (X) si, et
seulement si, il appartient

a A. Les ensembles (A) et A
contiennent donc les mémes
éléments, d’ou I’égalité.

En fait, raisonner par équi-
valences est possible pour
démontrer 1’égalité A = B
lorsque les arguments pour
démontrer A C Bet BC A sont
identiques.
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o SixZAnB.
Alors, puisque x € (ANB)U(ANC), on a nécessairement x € ANC.
On obtient alors, comme précédemment, x € AN (BUC).
Dans les deux cas, xe AN (BUC).
Par conséquent : (ANB)U(ANC)c An(BUC).

] Conclusion : AN (BUC) = (ANB)U(ANC)

5. AUBNC)=(AUB)N(AUC)
Posons A’ =A, B’ =B et C' = C. D’aprés la question 1.,ona: A=A’, B=B et C=C’. D’'ou:
AUBNC) = i’ (B/OC) d’apres la question 3.
= AU(BUC) Qapres 1 -
— =\ -/ apres la question 2.
= A'NnB'uUl)

e St SR d’apres la question 4.
(A’NB)U(A’'nC) J

= (AVUPB )N Auc
(AUB)N(AUC)

d’aprés la question 3.
) J dapréslag

Conclusion: AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

0000 EXERCICE 2 - FORMULE DU CRIBLE...
Soient E un ensemble fini et A, B deux parties de E. Démontrer les propriétés suivantes :

1. Si A et B sont disjoints, alors Card(A U B) = Card(A) + Card(B).
En écrivant A = {ay,..,an} et B={by,.., by}, ot n = Card(A) et p = Card(B), on a, puisque A et B n'ont aucun
élément en commun :
AUB= {al,...,an,bl,...,bp}
D’ou :
Card(AUB)=n+p = Card(A)+ Card(B)
— % CLASSIQUE! % ———

2. En déduire que Card(A U B) = Card(A) + Card(B) - Card(A N B). Lidée est de transformer

R déi ) I'union A U B, qui n’est pas
emarquons deja que : disjointe, en un union qui

(AUA)N (AUB) lui soit égale et disjointe.

C’est quelque-chose que nous

AU(ANB)

- EN (A UB) J par distributivité de N sur U ( aurons l'occasion de refaire en
= (ENA)U(ENB) probabilités...
= AUB En fait, on pourrait écrire

. - L e - - Lo N . directement :
Mais A et AN B sont disjoints (car, par associativité : AN (ANB)=ANANB=g). Dou, d’aprés la question '
précédente : AUB=AU(B\A)

Card(A UB) = Card(AU(ANB)=Card(A) + Card(ANB)

Il reste donc a établir que Card(ANB) = Card(B)—Card(ANB)... Pour cela, montrons que Card(ANB)+Card(AN
B) = Card(B).

On a, ar distributivité de Nsur U : PETITE REMARQUE
(X NB)U(ANB) = (K UA)NB On réutilise le raisonnement
- ENB précédent, mentionné dans la
- B remarque ci-dessus.

Et de plus, AN B et AN B sont disjoints... Donc, en utilisant a nouveau la question précédente :
Card(B) = Card((ANB)U (AN B)) = Card(A N B)+ Card(A NB)

Autrement dit :

Card(A NB) = Card(B)—Card(ANB)
Ne reste plus qu’a combiner les résultats encadrés...
Conclusion : Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

3. Proposer une formule analogue dans le cas d’une union de trois parties de E.
En utilisant le résultat précédent ainsi que la distributivité de N sur U, on obtient :

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+ P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+ P(ANBNC)

eee0 EXERCICE 3 - CarpiNaL DE P (E)

Démontrer que pour tout n € IN* et tout ensemble E a n éléments : Card(P(E)) =2"
Par récurrence...

e Initialisation. Pour n=1.
Soit E un ensemble a un élément. On a ainsi : P(E) = {@&; E}, et donc Card(T’(E)) = 2 :initialisation vérifiée.

e Heérédité. Soit n € IN*. Supposons que "pour tout ensemble E de cardinal n, on a Card(Y’(E)) =2"" et montrons

que "pour tout ensemble E de cardinal n+1, on a Card(?’(E)) =nl

. . i EN GROS...
Soit E un ensemble de cardinal n+ 1 et 4 un élément de E. o .
Ona: On distingue les parties de E

) L en celles qui contiennent a et
P(E)=(A€P(E)/acAJU{AeP(E)/aeA) celles qui ne le contiennent
Puisqu’aucune partie de E ne peut a la fois contenir a et ne pas le contenir, 'union précédente est une union pas.

de deux ensembles disjoints. Par conséquent :

Card(P(E)) = Card({A € P(E) / a € A}) + Card({A € P(E) / a & A})

Il reste donc a compter le nombre de parties de E qui contiennent a et le nombre de parties de E qui ne contiennent
pas a.
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o Notons F = E\ {a}. F est ainsi de cardinal n, et par hypothese de récurrence : Card(P(F)) =2".0r P(F)
représente les parties de E ne contenant pas a, il y a donc 2" parties de E qui ne contiennent pas a.

o De plus, si A est une partie de F, alors AU {a} est une partie de E contenant a... Et réciproquement, si B

est une partie de E contenant g, alors B\ {a} est une partie de E ne contenant pas a; c’est a dire une partie
de F.

Par conséquent, il y a autant de parties de F que de parties de E contenant a. Ainsi, il y a également 2"
parties de E contenant a.
On en déduit :
Card(P(E))=2"+2" =2 x 2" = 2!

L’hérédité est ainsi établie.

e | Conclusion : pour tout n € IN* et pour tout ensemble E de cardinal 1, on a Card(P(E)) =2"

ee0o EXERCICE 4 - Vral oU FAUX?
Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses?

1. Pour tous ensemble Eet A,B,Ce P(E): ACBUC = (AC Bou AcC C).
FAUX.
Prenons E=1R, A ={1;2}, B={1;3} et C={2;4}. On a bien A ¢ BUC, et pourtant, A n’est inclus ni dans B, ni
dans C.
2. Pour tous ensemble Eet A,Be P(E): ACB < BCA.
VRAL
Soient E un ensemble et A, B € P(E). Raisonnons pas double-implication...
Supposons que A C B. Soit x € B, montrons que x € A.

Puisque x € B, x ¢ B. Mais alors, si x appartenait a A, puisque l'on sait que A C B, on aurait x € B :
absurde. Ainsi, x € A. Autrement dit, x € A.
Par conséquent :

ACB=BCA
Identique (ou en considérant A’ = Bet B’ = A...).
3. Il existe un ensemble E et A,B € P(E) tels que ANB=AUB.
VRAL
11 suffit de prendre A = B, dans un ensemble E quelconque...

4. Pour tous ensemble Eet A,B,CeP(E): ANB=ANC=B=C.
FAUX (I’énoncé suivant aide a penser que celui-ci est faux!).
Considérons par exemple : E={1;2}, A=2, B={l}et C={2}. Onabien ANB=ANC, et pourtant, B = C.

5. Pour tous ensemble E et B,C € P(E) : (VA €P(E), ANB=AnN C) = B=C.
VRAL
Soient E un ensemble, et B,C € P(E).
Supposons que "YA e P(E), ANB=ANC" et montrons que B=_C.
Puisque YA € P(E), ANB=ANC, en particulier, pour A =E, on obtient: ENB=ENC, c’est a dire B=C.

eeco EXERCICE 5
Soient A, B, C trois ensembles.
1. On suppose que AUB=BNC. Montrer que ACBCC.

e Montrons que A C B.
Soit x € A. Ainsi, x € AUB. Et puisque AUB =BNC, on obtient x € BNC; et donc, en particulier, x € B.
Par conséquent :
ACB
e Montrons que B c C.
Soit x € B. Ainsi, x € AUB. Et puisque AUB =BNC, on obtient x e BNC; et donc, en particulier, x € C.
Par conséquent :
BcC

= RAPPEL...

Du bon sens a nouveau pour
savoir comment fournir un
contre-exemple... La négation
de P = Q est P ET NONQ;

et la négation de P ou Q est
NONP ET NONQ.

X ATTENTION! ———
Pour répondre complétement
a la question, il faut exhiber
un tel exemple.

Conclusion: AUB=BNC=—=AcCBcC.

2. En déduire que si ANB=AUB, alors A=B.

11 suffit d’appliquer le résultat précédent avec C = A. On obtient : A € B C A; autrement dit, AC Ber BC A.
Clest a dire A = B.

’ Conclusion: ANB=AUB = A =B (la réciproque est évidente).

3. Démontrer qu'on améme: AUBCANB= A=B.
On sait que ACAUBet ANBCA.
Ainsi, si AUBC ANB,alorsona ACAUBCANBCA, et donc les inclusions sont toutes des égalités et on
obtient AUB = AN B. La question précédente permet ainsi d’obtenir A = B.

’ Conclusion : AUBC ANB = A =B (la encore, la réciproque est évidente).

0000 EXERCICE 6 - UNE DIFFERENCE...

Soient A et B deux parties d’un ensemble E non vide. On rappelle que A\ B est I'ensemble défini par :
A\B={xeE/xeAerxeB}=ANB.
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1. Simplifier: A\A, A\ @, A\E, A\ (A\B).

AVA = ANA
= g
A\g = ANg
= ANE
= A
A\E = ANE
= ANg
= g
A\(A\B) = ANA\B
= AN A,m B loi de Morgan
= AN (éU B) J par distributivité de N sur U
= (ANA)U(ANB)
= QU(ANDB)
= ANB

2. Lopération différence est-elle associative ?
Non...
Par exemple, on a :
E\(E\E)=E\@=E
alors que
(ENE)\E)=o\E=2

Et comme E # &, on a bien :
E\(E\E)=(E\E)\E

3. Que dire de I’égalité A\B=B\A?
De facon générale, elle est fausse. Exemple: E\@=E#@ =@ \E.
L'opération \ nest donc pas commutative.
4. Etablir les propriétés suivantes, ot1 A, B, C sont des parties d’un ensemble E :

4.a. A\(B\C)=(A\B)U(ANC)
Soient A, B, C des parties de E. On a:

A\(B\C) = A\(BNC)
i AnBnc loi de Morgan et ©=cC
AN (E vC) J distributivité de N sur U
= (ANB)U(ANC)
= (A\B)U(ANC)

4b. (A\B)\C=A\(BUC)
Soient A, B, C des parties de E. On a:

(A\B)\C) = (A\B)nC)
= (an E) m& associativité de N
= ANBNC) J loi de Morgan
= AN(BUCQ)
= A\(BUCQ)

5. Démontrer : A\B=9@ <= ACB.
Par double implication...

Supposons A C B. Dans ce cas, d’apres la question 1 de I'exercice 4, on a BcCA. Etainsi, ANBC ANA =g,
d'ou A\B=a.

Supposons A\ B = @. Autrement dit, ANB = @. Ainsi, B est composé d’éléments qui ne sont pas dans A;
autrement dit, B € A. Et d’aprés la question 1 de I'exercice 4, on obtient A C B.

‘ Conclusion: A\B=9 <= ACB.

ee00 EXERCICE 7 - UNE AUTRE DIFFERENCE !
Soient A et B deux parties d’'un ensemble E. On appelle différence symétrique de A et B, notée AAB
I'ensemble défini par : AAB=(A\B)U(B\A).
1. Simplifier : AAA, AA@, AAE.

En utilisant ce qui a été fait dans la question 1 de I'exercice précédent, on trouve sans difficulté :

AAMA =@
AAD = A
AAE=A

2. Justifier 'appellation symétrigue pour cette différence.
Cette appellation nous incite a penser que pour toutes parties A,B de E, on a AAB = BAA.
C’est en effet le cas, et immédiat d’apres la définition de la différence symétrique et la commutativité de U.

PETITE REMARQUE
La notation A \ B, c’est un
peu comme la notation a* :
pratique a écrire, mais pas
utilisable pour les calculs...
On utilisera donc A\B=ANB.

15 RAPPEL...
L'opération \ est associative
lorsque : YA,B,C € P(E), (A\
B)\C=A\(B\Q).

PETITE REMARQUE
On pourrait aussi raisonner
par labsurde et supposer
que A N B est non vide, en
considérant un élément x €
ANB...
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3. Montrer que : AAB=(AUB)\ (ANB).
Ona:
AAB = (A\B)U(B\ h\,) par définition de A\ B
= (AN B) (BNA) par distributivité de U sur N
- ( AN B v B) ((An B)U A) - J par distributivité de U sur N
= ((AUB)n(Bu B)) (AUA)NBUA)) ) . AUT—BUF-E
= (AUB)N ( A) loi de Morgan
= (AUB)N(ANB) J fordedlers
= (AuB}\(AmB)
Conclusion : AAB=(AUB)\ (ANB).

4. Etablir I'existence d’un unique ensemble B, que I'on déterminera, tel que AAB = @.
Remarquons déja que A convient, puisque AAA = @. Montrons donc que c’est le seul... Pour cela, considérons
un ensemble B tel que AAB = & et montrons que B = A (cela reviendrait a faire I’analyse si on avait choisi de
raisonné par analyse-synthése [si l'on avait pas remarqué que A convenait]).
On sait donc que AAB = @. De plus, d’aprés la question précédente :
AAB=g = (AUB)\(ANB) =g
= AUBCANB
= A=B

exercice 6, question 5.
J exercice 5, question 3.

PETITE REMARQUE

Voici un raisonnement par
implication bien rédigé. On
mentionne que P est vrai, on
établi ensuite P = ... = Q,
puis on conclut que Q est

Conclusion : il existe un unique ensemble B tel que AAB = @ : il s’agit de A

vrai.

ee00 EXERCICE 8 - FONCTION CARACTERISTIQUE
Soit A une partie d'un ensemble E. On appelle fonction caractéristique de A la fonction f4 définie par :

{0

1. Représenter les fonctions caractéristiques des ensembles suivants : {0;1}, [0;1], N, RR.
Aucune difficulté.

sixeA
sixe A

falx)

2. Soient A et B deux parties d’un ensemble E dont les fonctions caractéristiques sont notées f4 et fg.
Montrer que les trois fonctions suivantes sont les fonctions caractéristiques d’ensembles que 1’on
déterminera :

2.a. x> 1—fa(x)
Notons ¢ : x > 1 — fa(x). DEFINITION
e Remarquons déja que, puisque fa(E)=1{0;1}, on a aussi g(E) ={0;1}. &(E) ={g(x)/ x€E}...
e SoitxeE.Ona:
glx)=1 L-falx) = — % SUBTILE... %
f~\(\7) =0 < Le fait de déterminer g(E)
& xeA nous dispense de résoudre
K g(x) = 0 etde serendre
Conclusion : la fonction x > 1 — f (x) est la fonction caractéristique de A. ‘ compte que {x € E/ g(x) =
0} ={xeE/g(x)=1}...
2.b. x+— fA( fB Le raisonnement est ainsi :
Notons h: x > ﬁ,\ x fp(x e g ne peut prendre que
R d FA(E) = {0 1) et fis(E) = {0;1), h(E) = (0;1) deux valeurs, O et 1;
e Remarquons déja que, puisque fa(E et fp on a aussi . o deplus, g() = 1 e
e SoitxeE.Ona: YeA;
h(x)=0 e x)f(x) =0 ) .
ﬁ\( ) =0 par consequent, on a aussi
) gx)=0 & xeA..
ov D’ailleurs, g(E) = {0;1} suffit
fl’ ,) pour affirmer que g est une
€A fonction caractéristique...
— ou
xeB
XEAUB J loi de Morgan
— xe€ANB
‘ Conclusion : la fonction x > fa (x) x fg(x) est la fonction caractéristique de AN B.
2.c. x> falx) + fp(x) - fa(x)fp(x)

On peut sans difficulté penser que cette fonction, que I'on note 7, est la fonction caractéristique de AUB.
Prouvons-le...
Soit x € E.
e SixeAUB. Distinguons deux cas :
o Six € A. Dans ce cas, on a sans difficulté i(x) = 1.
o Six e A. Dans ce cas, x appartient nécessairement a B (si ce n’était pas le cas, on aurait x ni
dans A ni dans B, donc pas dans I'union...). Et on a , 1a encore, i(x) = 1.
Dans les deux cas, i(x) = 1.
Par conséquent: xe AUB = i(x) = 1.
e Sixe AUB. Autrement dit, si x € AUB, d’aprés les lois de Morgan, on a x € AN B. Puisque x € A,

on obtient i(x) = fg(x). Mais puisque x € B, on obtient i(x) = 0.
Par conséquent, xg AUB = i(x) = 0.
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On a ainsi montré que, pour tout x € E:
. PETITE REMARQUE
. 1 sixeAUB
i(x)= { 0 sixeAUB Ici, nous n‘avons pas déter-
o miné i(E), qui est un peu plus

. N N T délicat a déterminer... Il faut
Conclusion : la fonction x + fa (x) + fg(x) — fa(x) f(x) est la fonction caractéristique de AU B. donc traiter les deux cas : si

xeAUBetsixe AUB.

o000 EXERCICE 9 - PRODUIT CARTESIEN?
Démontrer que l'ensemble D = {(x,v) e R/ 2+ y2 < 1} ne peut pas s’écrire comme produit cartésien de
deux parties de R.
Raisonnons par I'absurde et supposons alors qu’il existe A et B, deux parties de R, telles que D = A x B.
Mais dans ce cas, puisque (1,0) € D, on a 1 € A. Et puisque (0,1) € D, on a également 1 € B. Ainsi (1,1) € AxB;
autrement dit : (1,1) € D. Ceci est absurde, car 12412=2>1.

Conclusion : I'ensemble D ne peut pas s’écrire comme produit cartésien de deux parties de R.
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