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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 9

MATRICES

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

0000 EXERCICE 1 - ECRITURE DE MATRICES

1. Expliciter les matrices suivantes :

2 3 1 1 1 1
\_[3 41 ; B_[2 4 8 16
4 5 39 27 81

1 1 1 1
A=l1 2 4 8| ; B=|7t L 711
1 3 9 27 Lot -l
-1 1 -1 1
A=(i)1<i<s 5 B*((*U”’)lgz@
1<j<4 1<j<4
000 EXERCICE 2 - OPERATIONS SUR LES MATRICES
On considére les matrices suivantes :
1 2 3 1 0 1 1 1 2
A=|1 1 1|; B=|-1 0 1|; C=|2 ;D:(3 4)
0o 1 2 2 1 1 -1

Si possible, calculer : A+ B, 2A, =5D, A+ C, AB, AC, AD, A?, C?, D%

2 2 4
e A+B=|0 1 2
2 2 3
2 4 6
e 2A=|2 2 2]
0 2 6
- -5  -10
‘ ’DD*(—M 720)
e A+ Cn'existe pas car A et C nont pas la méme taille
5 3 6
e AB=|2 1 3
3 2 3
2
e AC= 2]
0

e AD n’existe pas, car le nombre de colonnes de A n’est pas égal au nombre de lignes de B

. 3 7 11
os\‘-[z 4 ()]
1 3 5

n’existe pas, car C n’est pas une matrice carrée

2
o Djz(/ 10)

15 22

0000 EXERCICE 3 - POLYNOME ANNULATEUR ET INVERSIBILITE
Les questions de cet exercice sont indépendantes.
-1 1 1
1. NotonsA=|1 -1 1]
1 1 -1
Calculer A% + A. En déduire que A est inversible puis calculer son inverse.

e On trouve : 5
A“+A =213
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e Par conséquent :
A(A+13) =213

D’ou : l
A x E(A+13):13

0o 1 1
1 1
Conclusion : A est inversibleet Al = —(A+1I3)==[1 0 1|
? 211 0

PourqQuoi?
On a trouvé une matrice B
(B = E(A +13)) telle que
AB =13. Donc A est inversible
et A7l =B.

-3 4 2
2. NotonsA=|-2 3 1]
2 -2 0

Exprimer A? comme une combinaison linéaire de A et I3. En déduire que A est inversible puis

calculer son inverse.

5 -4 -2
e Ontrouvé A2=|2 -1 —1| Ainsi:
-2 2 2

A =-A+2]5

=2
1
o Comme dans la question précédente, on conclut que A est inversible et que A~} = 3 (A+13) = 5 [Z

2
0 1 0
3. NotonsA=|-1 2 0
1 0 -1

Calculer A> =A% — A, En déduire que A est inversible puis exprimer son inverse en fonction de A.

e On trouve:
AS-AZ-A=-I4

e Par conséquent :
AP AZHA= I3

D’ou : N
A(-FA“+A+13) =13
2 -1 0
Conclusion : A est inversible et A7l = —A% + A + I3=(1 0 0 ]
2 -1 -1
1 0 -1
4. NotonsA=|0 1 O
-1 1 1

Calculer A®—3A% +2A. En déduire que A n’est pas inversible.

e On trouve: N
A% -3A%242A =03

e Raisonnons par l'absurde et supposons que A est inversible. On avait :
A3 —3A2+2A=0;
Or, A étant supposée inversible, en multipliant par A™!, on obtient (puisque A”™! x A3 = A% ):
A% —3A+213=03

Or, le calcul de A permet de vérifier que A% = 3A —213. Dot I'absurdité.

#3 REDACTION
On ne rédige pas par équiva-
lences ici : ce nest pas du tout
ce qui est demandé.

— % CLASSIQUE! %

Il est tres fréquent de rai-
sonner par l'absurde pour
démontrer qu'une matrice
n’est pas inversible. En effet,
il y a plus de choses a faire
avec une matrice inversible :
multiplier par son inverse par
exemple...

o

‘ Conclusion : la matrice A n’est pas inversible.

5. Soit A € My(R) telle que A2 —3A+2I,=0,, A=I, et A=2I,.
5.a. Factoriser le polyndome X? —3X + 2.
X2-3X+2=(X-1)(X-2).
5.b. En raisonnant par ’'absurde, démontrer que A—1, et A —2I, ne sont pas inversibles.
e Raisonnons par I'absurde et supposons que la matrice A —1I,, est inversible.
On sait que AZ-3A+ 21, =0,, donc:
(A-Tg)(A=21,;) =0y
La matrice A —I,, étant supposée inversible, on obtient, en multipliant par (A—1,,)7! :
A-21,=0,

Or on sait que A = 21,,. D’ou I'absurdité.

‘ Conclusion : la matrice A -1, n’est pas inversible.

e De méme, on trouve que la matrice A — 21, n’est pas inversible.

6. Soit A € M,(R) telle que (A - ZIn)3 =0,.
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6.a. Justifier que A —2I, n’est pas inversible.
Raisonnons par 'absurde et supposons que la matrice A — 21, est inversible.
On sait que :
(A-21,)° =0y
La matrice A — 21, étant supposée inversible, on obtient, en multipliant par (A —21,,)7" :
(A-21,)% =0,
Puis, a nouveau en multipliant par (A — 21,,)’1 :
A-2I,=0,

Or on sait que A = 21,,. D’ou 'absurdité.

Conclusion : la matrice A —21I,, n’est pas inversible. ‘

6.b. Démontrer que A est inversible et exprimer son inverse en fonction de A.
On sait que (A—21,)3 = 0,,. Or, puisque A et I,, commutent, d’aprés la formule du bindme de Newton : £ RAPPEL...
Si A et Bcommutent : (A -
B

(A-21,) =A% -6A%+12A-38I, )3 =A3-3A2B+3AB? - B3...

Par conséquent :
AP - 6A2+12A-81,=0,
D’ou :

1
Ax g(A2—6A+lZIH):IH

1
Conclusion : A est inversible et A~ = g(A2 —-6A+121,).

ee00 EXERCICE 4 - POLYNOME ANNULATEUR ET INVERSIBILITE
Soit A € M, (R) telle que A>+A= I,,. Montrer que A“ + A + 1, est inversible et exprimer son inverse en
fonction de A. .
Puisque A” + A = I;, le polyndome X> + X — 1 est annulateur de A. Effectuons maintenant la division euclidienne de
X2+ X -1 par X2+ X+1...
On obtient : .
X4 X-1=(+X+1)(X3=-X?+1)-2
Par conséquent :
Ad+A-T, = (AZ+A+1,)(A3 =A% +1,)-21,
Mais, A5+ A—1,, = 0,... D'ou :

1
(AZ+A+1,)x 5(A3—A2+I,1):I,,

(A3-A%+1,)=1,.

1
Conclusion : la matrice A% + A + I, est inversible et A7l = 3

o000 EXERCICE 5 - CALcUL D'INVERSE
Dans chaque cas, étudier 'inversibilité de la matrice M et, le cas échéant, déterminer son inverse.

1 2
ol 2)

det(M) =1 # 0, donc M est inversible et M= (_11 _12)
3 6
2. M=
-1 =2
det(M) = 0 : M n’est donc pas inversible.
1 2
3. M=
- . I O A )
det(M) = -2 %0, donc M est inversibleet M™" = - (73 1 )
-2 0 0
4. M=[{0 3 O
0 0 1
-1
M est diagonale  coefficients diagonaux non nuls, elle est donc inversible et M~} = 0 1 ol
3
0 0 1
1 1 1
5. M=|0 -1 1
0 0 1

PETITE REMARQUE

Il n’était pas nécessaire de
[ 1 1 2] justifier 'inversibilité au

e M est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux non nuls, elle est donc inversible.

e La méthode habituelle nous permet d’obtenir : Ml=lo -1 1 préalable, puisqu’elle se re-
0 0 1 trouve dans la méthode mise

en place pour déterminer I'in-

0O 0 0 verse.
6. M=|-5 3 7
2 1 0

M contient une ligne de 0, elle n’est donc pas inversible.
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1 -1 1

7. M= l 1 -1 -1
21 0 1
-1 1 2
La méthode habituelle nous permet d’obtenir que M est inversible et M~ ! = [—2 0 2].
1 -1 0
1 2 3
8. M=|2 4 6
1 -1 0
On remarque que Ly = 2L;. Par conséquent, M n’est pas inversible.
2 -1 1
9. M=|-1 1 1
1 0 1

La méthode habituelle nous permet d’obtenir que M est inversible et M™! =

|
—_—
—
o —
—
_
Lowo
=

2 -1 -1
100 M=|-1 1 1
1 -1 1

La méthode habituelle nous permet d’obtenir que M est inversible et M~! = 1

N = W=
— |
| N‘,_c

0
32 1
11. M=|1 -1 1
2 3 0

On remarque que L3 = L1 —L,. Par conséquent, la matrice M n’est pas inversible.

0000 EXERCICE 6 - INVERSIBILITE
Soient A et B deux matrices de M, (R) telles que A est inversible. Montrer que B est inversible si, et
seulement si, AB est inversible.
Il s’agit de démontrer une équivalence, on raisonne donc par double-implication.
Supposons que B est inversible.

Dans ce cas, AB est le produit de deux matrices inversibles, elle est donc inversible.

‘ Conclusion : si B est inversible, alors AB est inversible.

Supposons que AB est inversible. Notons C = AB.
Puisque A est inversible, on obtient, en multipliant par AL
A7lc=B

Or, par hypothese, C est inversible. Par conséquent, B est le produit de deux matrices inversibles, elle est donc
inversible.

Conclusion : si AB est inversible, alors B est inversible.

eeee EXERCICE 7 - ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS
Interpréter chaque opération élémentaire sur les lignes comme un produit matriciel.
Plus précisément :
e traduire l'opération L; <> L; par une multiplication matricielle par la gauche;
Echanger L; et Lj d’une matrice M équivaut a multiplier M a gauche par la matrice A définie par :
o pour tous k & {i, ]}, ai x =1 (les autres lignes sont inchangées)
o aj;=1leta;;=1(laligne L; passe en ligne j et la ligne L; passe en ligne 7)
o a;‘,,‘:Oet a/-,:,- =0 '
o tous les autres coefficients étant nuls
e traduire l'opération L; «— aL; (avec 4 # 0) par une multiplication matricielle par la gauche;
Multiplier la ligne L; d’'une matrice M par un réel non nul a équivaut a multiplier M a gauche par la matrice
A définie par :
o pour tous k # i, a =1 (les autres lignes sont inchangées)
o aj;=a (laligne L; est multipliée par a)
o tous les autres coefficients étant nuls
e traduire l'opération L; «—aL; + bL; (avec a # 0 et b € R) par une multiplication matricielle par la
gauche.
Remplacer la ligne L; par la ligne al; + bL; d’une matrice M équivaut a multiplier M a gauche par la matrice
A définie par :
o pour tous k =1, ai , =1 (les autres lignes sont inchangées)
¢ aj; = a (laligne L; est multipliée par a) et a;; = b (la ligne L; est multipliée par b et sera ajoutée a la
ligne L;)

o tous les autres coefficients étant nuls

eeee EXERCICE 8 - REDUITES DE GAUSS D’UNE MATRICE
Pour A € M, (R), on appelle réduite de Gauss de A toute matrice triangulaire obtenue en effectuant des
opérations élémentaires sur les lignes de A.
On pourra utiliser les résultats de l'exercice précédent.

EXERCICES DU CHAPITRE 9 - Page 4/21



1. Démontrer que si A est inversible, alors toutes ses réduites de Gauss sont inversibles.
Supposons que A est inversible. Soit R5 une réduite de Gauss de la matrice A.
Puisque Ry est obtenue par opération élémentaire sur les lignes de A, d’apres 'exercice précédent, il existe un
entier non nul ¢ et des matrices Gy, Gy, ..., G4, traduisant chacune une opération effectuée (G traduit la k-eme
opération effectuée), telles que :

Ra =GyGy-1..G1A

Montrons maintenant que toutes les matrices Gy, Go, ..., Gq sont inversibles. Soit k € [1;¢]. Trois cas se
présentent :

e Gy traduit 'opération L; «— al; (avec a = 0). Ainsi, d’apres 'exercice précédent, Gy est diagonale avec
des 1 partout sur la diagonale sauf le coefficient (7,7), égal a a, qui est non nul. Ainsi, G est diagonale a
coefficients diagonaux non nuls; elle est donc inversible.

o Gy traduit l'opération l'opération L; «—aLj+bL; (aveca = 0 et b € R). Ainsi, d’apres I'exercice précédent,
Gy est triangulaire (supérieure si j > i, inférieure si j < i) avec des 1 partout sur la diagonale sauf le
coefficient (7,7), égal a a, qui est non nul. Ainsi, G est triangulaire a coefficients diagonaux non nuls; elle
est donc inversible.

o Gy traduit Vopération L; <> L;. Or, si on effectue deux fois successivement cette opération a une matrice,
on revient a la matrice initiale. Autrement dit :

VM e My(R), GiM =M

En particulier, pour M =1,;, on obtient :
G2 =1
]k - +tn
Par conséquent, Gy est inversible (et G;l =Gy).

Conclusion : toutes les matrices Gy, Gy, ..., Gq sont inversibles.
De plus, par hypothése, A est inversible. Ainsi, Ry est le produit de matrices inversibles, elle est donc égale-
ment inversible.

’ Conclusion : si A est inversible, alors toutes ses réduites de Gauss sont également inversibles.

2. Démontrer que si une réduite de Gauss de A est inversible, alors A est inversible.
Supposons que A posseéde une réduite de Gauss inversible, notée Rp.
Avec les mémes notations que précédemment, on a :
Ra = GyGy1..G1 A
Or, on a prouvé dans la question précédente que toutes les matrices Gy, Gy, ..., G4 sont inversibles. Par consé-
quent :
A=G'Gy.G Ry

Rp étant supposée inversible, A est le produit de matrices inversibles : elle est donc inversible.

Conclusion : si une réduite de Gauss de A est inversible, alors A est inversible.

3. Que peut-on dire si A posseéde une réduite de Gauss non inversible?
Si A posséde une réduite de Gauss non inversible, alors A n’est pas inversible.
En effet, si A était inversible, d’apres la question 1., toutes ses réduites seraient inversibles : contradiction avec
I'hypothese.

Conclusion : si A possede une réduite de Gauss non inversible, alors A n’est pas inversible.

Les exercices 9 d 14 abordent chacun une méthode différente pour déterminer les puissances d'une matrice dans
des cas particuliers. D’autres méthodes peuvent étre utilisées ponctuellement dans des exercices, mais ce sont
les pus courantes.

0000 EXERCICE 9 - CONJECTURE & RECURRENCE...
Dans chaque cas, conjecturer une formule pour A” pour tout n € IN* et démontrer cette conjecture par
récurrence. L'expression trouvée est-elle encore valable quand n=0?
Je ne fais pas les récurrences, qui ne contiennent aucune difficulté particuliere.

a 0 0
1. A={0 b 0
0 0 ¢
a’ 00
e VnelN', A"=[0 " 0
0 0 "
A 0 o0
e Onalo #° o0 :I3:AO.L’e.\'pression trouvée est encore valable pour n = 0.
0 0
1 1 1
2.A=11 1 1
1 1 1
1 1 1
o VnelN', A"=3"1A=3""11 1 1
1 1 1

e l'expression trouvée n'est pas valable quand n =0

V'S

X ATTENTION!
La multiplication se fait par
la gauche... G, est donc la
matrice la plus a gauche,
puisque l'opération g est celle
faite en dernier.

— = POuR INFO...
Tout ce qui a été démontré
dans cet exercice justifie a la
fois la méthode du pivot de
Gauss pour I'étude de I'in-
versibilité d’une matrice,
mais également le fait que
les opérations élémentaires
sur les lignes d’un systéme
conservent les équivalences :
cela revient en effet a multi-
plier (par la gauche) par une
matrice inversible, on peut
donc remonter le calcul en

multipliant par son inverse...

PETITE REMARQUE

C’est le cas pour toute matrice
diagonale.

X ATTENTION!
On ne commence pas par

A 0 0
écrireA=[0 0 o
o o ¢

c’est ce que I'on veut démon-
trer!
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1 1
Al Y

. + oan_ (1 2"-1
e VYnelN’, A —(0 on
201 0 : .
e Ona 0 20 |= I, = AY. L'expression trouvée est encore valable pour n = 0.
1 1 1
4. A=(0 2 0
0 0 1
1 2"-1 n
o VnelN*, A" = [0 2" 0
0 0 1
1 2°-1 o0
e Onalg 20 0l|=15=A" L'expression trouvée est encore valable pour n = 0.
0 0 1

0000 EXERCICE 10 - PAR DIAGONALISATION...

. (o -1 (11
Considérons A = (2 3 ) etP = (_1 _2).

1. Vérifier que P est inversible et calculer son inverse.
det(P) =-1 =0, donc P est inversible et pl= 7(712 711 ) = ( 2 ! )

2. Calculer P~YAP. On notera D la matrice obtenue.

On trouve
-] (1 O)
P AP = (0 2
. 1 0
Conclusion: D = (0 2).
3. Démontrer que pour tout n€ N, A" = PD"P~L.
Par récurrence...
e Initialisation. Pour n=0:
ppUp~! = Plzlrl =ppl = I, = AY: Iinitialisation est vérifiée.
o Hérédité. Soit n € IN. Supposons que A" = PD"P~! et montrons que A1 = pp"+1p~1,
Ona: !
AN+ _ n
A = ATxA J par hypothese de récurrence
PD"P~tpPDP! i
= PD"I,DP™!
pp"1p-!

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n € IN, A" = pPD"P L,

4. En déduire I'expression de A" en fonction de n pour tout entier naturel n.
Soit n € IN. Puisque D est diagonale, on a :

Ainsi, d’apres la question précédente, on a :

s (1 1\ 0) 2 1)
A *(71 72)(0 2" (71 -1

2-2" 1-2"
2:7+1 _9 2n+l 1)

Conclusion : pour tout n € IN, A" = (

ee00 EXERCICE 11 - DEcoMPOSITION DE LA FORME Al + N, AvEC N NILPOTENTE.

2 1 1
Considérons A=[0 2 1.
0o 0 2

1. Déterminer le réel A et la matrice N de sorte que A = A3+ N et que N soit triangulaire avec des

coefficients diagonaux nuls.
0 1 1
0 0 l].

0 0 0

Sans difficulté : A =2 et N =

2. Calculer N?, N® puis NFK pour tout k € [3;+co].
On trouve :

0 0 1
o Nz[() 0 0]

0 0 0
o N%=03

e Par conséquent : Yk € [[3;+oo, NF = 03.

— = POUR INFO...
En fait, si A est inversible,
'expression trouvée pour AP
(p € IN¥) est encore valable
quand p = 0, et méme quand
p = —1.Si A n’est pas inver-
sible, I'expression trouvée
pour p € N* ne donnera pas la

< matrice identité quand p = 0...

VERIFICATION
On vérifie que la relation
< obtenue convient pour n = 0
etn=1 pour se rassurer!

VOCABULAIRE
Une matrice N € M, (R)
non nulle telle que : dp €
IN* /NP = 0, est dite nilpo-
tente.
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3. En déduire I’expression de A" en fonction de n pour tout entier naturel n.

Soit n € IN.
D’apres la question 1., 0on a :
Al n
A - (%13 +N) d’apres la formule du bindme de Newton, puisque I3 et N commutent
n c
- Z(k)(zb)”*"NA
k=0
n (” L
_ Z on—k Nk
k)
k=0

Deux cas se présentent alors :
o Sine[2+oo:

On a alors, d’apres la relation de Chasles (licite car n > 2) : Y SUBTILE... %
2 n Ce découpage est bien valable
AT = n Jn=k Nk n Jn=k Nk danslecasoun=2..Sin=2,
’ - Z k * Z« k J d’aprés la question précédente : Vk € [3;+oo[, NK = 03 I'indice de la seconde somme
k=0 k=3 porte sur un ensemble vide;

2 n et cette seconde somme vaut
= Z( )2”_ka ainsi, par convention, 0.
k=0
_ (”)2I7NO + (”)2VI—IN+ n ZH—Z\I2
0 1 2 A
(n-1)

= 2"3+m2" N L 2n2N?2

2 ol =l (- 1)2n3

= 0 on nzrl—l
0 0 2"
2" 2"l p(n+3)2"3
= 1o 2" n2"1
0 0 2"
e Sine{0;1}:
o Sin=0:
0(0-1
201540 20- 1N+ 2021 5 NG N
= A°
o Sin=1
1(1-1
2113+0><2171N+7( )2172]\“‘2 = 213+N
2 - PETITE REMARQUE

= Al Je choisis de vérifier I'anté-
pénultiéme ligne, puisqu’elle
est plus rapide a écrire; mais
on peut aussi vérifier la der-

Par conséquent, I'expression trouvée précédemment reste valable quand n € {0;1}.

2" 2"l n(n+3)2"3 niére.
Conclusion : pour tout ne IN, A" =| ¢ 2" n2"-1
0 0 2"

@000 EXERCICE 12 - DIVISION EUCLIDIENNE DE Xn PAR UN POLYNOME ANNULATEUR.

Considérons A = _01 ; .

1. Vérifier que le polynome X% -3X+2estun polyndme annulateur de A.
Sans difficulté, on a: A% —3A + 21, = 05...

‘ Conclusion : le polynéme X2 — 3X + 2 est annulateur de A. ‘

2. Déterminer les racines de X2 — 3X + 2.

Conclusion : les racines de X% —3X + 2 sont 1 et 2. ‘
PETITE REMARQUE

) Ce résultat, admis, est le théo-
3. Soit n € N. On admet qu’il existe deux uniques polyndmes Q,(X) et R, (X) tels que X" = Q(X) x (X*— { réme de division euclidienne

3X +2) + Ry (X) avec deg(R,) < deg(X2 - 3X + 2). sur les polynomes.

3.a. Déterminer le polynéme R (X).

On sait que : deg(R,) < 1. Il existe donc deux réels a,,, b, tels que R, (X) =a,X +b,. v RIGUEUR!
Or: 3 Puisque le polyndme est
X" =Q,(X) x (X? =3X+2)+R,,(X) indexé par #, il est naturel
. 3 ) o i ) . ) que ses coefficients le soient
D’ou, en évaluant en 1 et 2 (les racines de X~ —3X + 2), on obtient le systeme suivant : également (aprés tout, ils
dépendent bien de n...).
1 = a, + by
{ 2" = 2a, + by
Or:
a, + by 1 an + by = 1
{ 2a, + by 2" Ly—Ly-2L,4 by = 2"-2
a, = 2"-1
b, = 2-2"

Conclusion : R,;(X) = (2" - 1)X +2-2".
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3.b. En déduire I'expression de A" en fonction de n pour tout entier naturel n.
Le résultat de la question précédente nous permet d’écrire :

X" = Qu(X) x (X2 =3X +2)+ (2"~ 1)X +2-2"
En évaluant en A, et puisque A” —3A + 215 = 05, on obtient :
AT =(2"-1)A+(2-2")],

2o 2n+172

Conclusion : A” = (1 on omel_ )

ee00 EXERCICE 13 - A L’AIDE DE SUITES...

o (3 2
Consn:leronsA_(2 3]

1. Démontrer que toute puissance d’une matrice symétrique est encore une matrice symétrique.
Soient M une matrice symétrique de M, (R)etkeIN.Ona:
{(Mk) _ ({I\/I)k

X J car M est symétrique (donc 'M = M)
M

Conclusion : toute puissance d’une matrice symétrique est encore une matrice symétrique.

2. Démontrer qu’il existe deux suites (a,) et (b,), que l'on définira, telles que :

n An

VnelN A”—(”" b”)
S I

Démontrons par récurrence que : ¥n € IN, da,, b, e R/ A" = (Z” z”).
n n
e Initialisation. Pour n=0:
AY =1,. En posant ag = 1 et by = 0, on obtient : A? = (Zg i?) L'initialisation est ainsi vérifiée.
(

e Hérédité. Soit n € IN. Supposons "day,, b, e R/ A" = (Z” 2”) et montrons "Aay.1,bps; € R/ A" =

n n
(anﬂ by+1 )v-
bpt1  apt1

Ona:

An+l — Ax A"
(3 2\(ay, by
- (2 3)(bn an)
3a, +2b, 3b,+2a,
(2bn+3an 2bn+36}”) J en posant ayy] =3a, +2by, et by =2a, +3by
_ (aVH~1 bn+l)

bpe1  ans1

J par hypothése de récurrence

L'hérédité est ainsi établie.

. , , , a b
Conclusion : par récurrence, on a démontré : Yn € IN, da,, b, e R/ A" = ( n aH )
n n
. e . a b
Par conséquent, il existe deux suites (a,) et (b,) telles que pour tout n € IN, A" = (b” a” )
n n

On a également démontré que, pour tout n € IN : a,41 = 3a, +2b, et by,1 = 2a, + 3b,,.

3. On pose, pour tout n € N : s, = a, + by, et d,, = a, — by,. Déterminer les termes généraux des suites
(sn) et (dy).
e SoitnelN.Ona:
Sntl = ngl +bngg d’aprés les relations de récurrence sur (a,) et (by,) de la question précédente
= 3a,+2by +2a, +3b, Jdap o) e d P
= 5a,+5b,
= 55y
Par conséquent, la suite (s;) est géométrique de raison 5 et de premier terme sg = 1.
e Soit n € IN. De méme :
dny1 = ana b_ b1 J d’apreés les relations de récurrence sur (ay) et (b,) de la question précédente
= Aan—0n

- n

Par conséquent, la suite (d,;) est constante égale a dy = 1.

Conclusion : pour tout n€ IN, s, =5" et d,, = 1.

4. En déduire, pour tout n € IN, I'expression de A” en fonction de n.
Soit n € IN.
D’apres la question 3. :

a, + by 5"
ap = by 1
Or:
a, + b, = 35" a, + b, = 57"
— -
{ ap - by = 1 Ly«Ly-L; - 20, = 1-5"
1
an = 7(5n+1)
= 1
b, = 5(5”—1)

PETITE REMARQUE
La matrice A de cet exercice
est la transposée de celle de
I’exercice 10... Méme chose
pour les puissances!

PETITE REMARQUE
On a vu que {(AB) = 'BA,
d’ou, par récurrence immé-
diate : Yk e IN, {(MK) = ('M)K.
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. 1(5"+1 5"—1
. n_ -
Conclusion : pour tout n € IN, A" = Slsm-1 smgaf

> REFLEXE!

On vérifie que la relation ob-
tenue fournit le bon résultat
quand n=1!Ouf!!

ee00 EXERCICE 14 - A L’AIDE DE SUITES...

0 1 1
Considérons A=—(2 1 2|.
2 2 1

1. Calculer A? puis déterminer les deux réels x et v de sorte que A> = xA +l3.

e On obtient :
1 4 3 3
Al = — [6 7 6]
6 6 7

e On remarque ensuite que :

(433
A2:[676]
16l 6 7
1033]1[400]
= —l6 3 6|l+—|0 4 0
166 6 3) 10lo 0 4
3001
741-\-%—413

1
Conclusion:ona A” = xA+yl3 lorsque x = 1 ety = T

PETITE REMARQUE
On peut aussi raisonner
seulement sur les ma-
trices a coefficients entiers
en remarquant alors que
16A%2 =413 +3 x 4A...

2. Démontrer que pour tout n € IN, il existe deux réels x, et p, tels que A" = x, A + v, 13.
Par récurrence...

e Initialisation. Pour n=0:
AV=13=0-A+115.
En posant xg = 0 et yg =1, on a bien AV = x0A +yol3. Uinitialisation est vérifiée.

o Hérédité. Soit n € IN. Supposons "x,, v, € R/ A" = x; A+ p,13" et montrons "x,41,vp41 € R/ A =

X1 At Uper 13"
Ona: .
n+ . A n
A = AxA J par hypothese de récurrence

= Ax (.\‘V,A+}1n13)

- v A2

= XA+ %1? d’aprés la question 1.

= xp(-A+-1 )+ A

H('-;L 303 l}’n
= —x n |A+ —x,1
(4 Xn ‘*’Pn) + 1 Xnl3 J en posant X,y = %\’n +Unetyvpel = _llx,q
= Xpp1A+Une1ls

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n € N, il existe deux réels x, et v, tels que A" = x, A +v,13.
1

On a également démontré que, pour tout n € IN : x,,11 = 7% +Vp et vy = 75
. . 3 1
3. Donner les valeurs xq, vg, x1 et v; puis établir : Vn e IN, x,,40 = an+1 + an.
e Ona:

x0=0;vo=1;x=1;v$=0

e Soit n€IN. On a, d’apres les relations de récurrence sur (x,) et (v,,) établies a la question précédente :

Xn+2 = FXptl tVUn+dl
1

= —X + =X

1 n+1 1 n

4. En déduire les termes généraux des suites (x,) et (v,).
e D’apres la question précédente, (x,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
3 . -1
P —x—— =0, dont les solutions sont 1 et T

47 4
Par conséquent :

71 n
ANpeR/VneN, ,\'n:/\1”+}4(—)

Or on sait que xp =0 et x; = 1. Ainsi:

{xo = A + {/\ + p =0
1 — 1
Xy = A - 1}1 A= E}A = 1
A+ p =0
= 5
Ly—La-Iy - ok = 1
4
A= -
b= =

4 —1\"
Conclusion: VnelN, x, = — (1 _(T) )

5
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° © On a ainsi, pour tout n € IN :

Un+l =

1] =] —

/_\,
=
|
L
)
—_
=
=

On a ainsi établi :
1 —1)\"
VnelN, v = i(l —(*) )
5 4
Par conséquent :

VkeIN*, y =

ut] —
P
|
—
S
| L
~_~
T
L
—_

o Cette relation est-elle encore valable sik =07

Ona: e !
(“(r) ) = s+d
1

ar| —

On peut donc conclure que la relation trouvée est valable sur IN...

1 —1\-1
Conclusion: VneNN, y, = g(li(T) )

5. Conclure sur I’expression de A" en fonction de n pour n € IN.

On conclut avec les questions précédentes... Un peu pénible a écrire. On pense bien a vérifier que l’expression

obtenue est correcte pour n =0 et n =1 pour se rassurer dans tout ce qui a été fait.

ee00 EXERCICE 15 - SUITES IMBRIQUEES...
Considérons les suites (u,) et (v,) définies par ug =vg =1 et pour tout n € IN :

Upel = —Suy +3vy,
Vni1 = 06Uy — 20y

Un

Posons, pour n € N, X, = (u”).

1. Déterminer la matrice A € M;(R) telle que pour tout n € IN, X, = AX,,.
Posons A = ( _32) Onaainsi: VneNN, X, = AX,,.

-5

6

6 =2

Conclusion: A = (75 ’ )

2. Ecrire une fonction Python qui prend en argument d’entrée un entier naturel n et renvoie la ma-

trice X, en sortie.

import numpy as np

5 |def suite_X (n):

4 X=np.array ([[1],[1]])

5 A=np.array([[-5,3],[6,-2]])
6 for k in range(l,n+1)

7 X=np.dot (A,X)

8 return X

3. Démontrer que pour tout n € IN, X,, = A"X.
Par récurrence...
e Initialisation. Pour n =0:
AUXO =13Xg = X : 'initialisation est vérifiée.
e Heérédité. Soit n € IN. Supposons "X,; = AX(" et montrons "X, = Al X"
On a, d’apres la question précédente :
Xpr1 = AXy
= AxA"X,
An+ly
A™X,

J par hypothese de récurrence

L’hérédité est ainsi établie.

PETITE REMARQUE

Cette récurrence serait une
"récurrence immédiate" si
elle ne faisait pas l'objet de la
question!

Conclusion : pour tout n € IN, X,, = A"X,.

4. Le but des questions ci-dessous est d’exprimer A" en fonction de n pour tout n € IN.

4.a. Soit P = (; _11 ) Vérifier que P est inversible et donner P7!.

1 /- _
det(P) = -3 =0, donc P est inversible et pl= — (7; 11 )

4.b. Calculer P"YAP. On notera D la matrice obtenue.
Pas de difficulté particuliere...

. 1 0
Conclusion: D = (0 —8)'
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4.c. Démontrer que pour tout n € IN, A" = pD"p~! puis en déduire I’expression de A” en fonc-
tion de n pour tout n € IN.

e Par récurrence... en commengant par remarquer que, puisque D = P'AP,ona:
A=PDP!
¢ Initialisation. Pour n=0:
PDOP~! =PI, P! = PP~ =1, = A? : I'initialisation est vérifiée.
o Hérédité. Soit n € IN. Supposons que A" = PD"P~! et montrons que A1 = pp™*+1p~1,
Ona:
AML = AT A
= rprp"p'rDp!
= PD",DP!
- ppttlip-l

L’hérédité est ainsi établie.

J par hypothése de récurrence

Conclusion : pour tout n € IN, A" = pp"pL,

e Soit n € IN. Puisque D est diagonale, on a :

D"=(5 (ayr)

Et, d’apres ce qui précede :

A" =pD"pP"!
wRE !
. 1(1+2(-8)" 1-(-8)" wREFLEXE!
Conclusion : pour tout n€ IN, A” = 5 (2 “2(=8)"  2+(=8)") On vérifie que la relation ob-
) tenue fournit le bon résultat

quand n=0et n=1!Ouf!!

5. En déduire les termes généraux de (uy) et (vy).
Soit n € IN.
D’apres la question 3. :
X, = A"X,

Ainsi, d’apres la question précédente, puisque Xg = (1), on obtient :

c _L{2+(=8)"
Xp = 3(47(78)”)

1 1
Conclusion : pour tout n € IN, u,, = 5(2 + (—8)”) etv, = 5(4_ (_8)”).

eee0 EXERCICE 16 - SUITES IMBRIQUEES
Considérons les suites (ay), (b,), (c,) telles que : ag =1, by =2, cg =7 et pour tout entier naturel n :

apt1 =3ap+by
bpy1 =3bp+cy
Cntl = 3Cn

Déterminer les termes généraux des suites (a,), (by) et (cy).

31 0 ap,
e Posons A=|0 3 1] et, pour tout n € IN, X, = bn] de sorte que pour tout n € IN, X,,11 = AX,,.
0 0 3 Cn

e Par récurrence immédiate, on a :
YnelN, X, =A"Xg

o Reste d calculer, pour tout n € IN, A".
On remarque que A = 313 + N, avec N une matrice nilpotente... On poursuit avec la formule du binome de

Newton.
31 3l ”(”_l)3r1—2
YnelN, A"=| 5 2
0 0 3"
e Des deux points précédents, on obtient :
7 -1)_,
374 o3l 202D 3na

Ynel, X, = 2% 3" 4 703071

7 % 3"

7n(n-1)

5 372 b, =2x3"+7n3" Letc, =7 x 3",

Conclusion : pour tout n € N, a,, = 3" + 2n3"~ 4+

0000 EXERCICE 17 - SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 3...
ug=0; up=1; up=1

.On pose,pourneNN, X,, =
VnelN, uypps = 2upgr + Unpl — 22Uy, pose, b "

Considérons la suite (u,) définie par :

Up
Un+1 |-
Un+2
Déterminer la matrice A € M3(R) telle que pour tout n € IN, X471 = AX,,.
On en déduit donc que pour tout n € N, X,; = A"Xy. La suite de l'exercice consisterait d déterminer I'expression
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de A”...
On obtient :

e0oo EXERCICE 18 - TYPE CONCOURS
On considére les matrices A = (1 6) etD= (3 ‘2).

6. En déduire l'expression de A” en fonction de n pour tout entier naturel n. L'expression trouvée

1 0 1 1

. Calculer AZ—A.

7

On trouve A% = (l

2) et donc AZ—A= 61,.

En déduire que A est inversible et exprimer son inverse en fonction de A et I5.

D’apres la question précédente, on obtient :
A?-A=6l,

Cest a dire

Conclusion : A est inversible et A™! = (A-1»)

1
6

Démontrer que P est inversible et calculer Pl
det(P) =5 =0, donc P est inversible et

1
Conclusion : P est inversible et P~! = - ( ! 2).
J

Calculer P~ AP. On notera D la matrice obtenue.
Immédiat.

. 3 0
Conclusion: D = (0 72).

Montrer que pour tout entier naturel n, ona: A" = PD"PL.

e Initialisation. Pour n=0:
PDYP~L = pIP~L = PP~! = 1= A : 'initialisation est vérifiée.

o Hérédité. Soit n € N fixé. Supposons que A" = PD"P~! et montrons que A" = pp™+1p~1,

Ona:
AL = AT
_ np-1
= Ax 1111) P I par hypothese de récurrence
= PDP : P]ID P J d’apres la question précédente
= PDxD"P™
- pprttip-l

L'hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout entier naturel n, A" = PD"P1L,

est-elle encore valable pour n=-17

M
11 suffit de dire que pour tout n € IN, D" = ( 2 2)” ) (car D est diagonale!) puis de calculer le produit

pp"p L.

Conclusion : pour tout entier naturel nona: A" =

ul| —

3u+1 *(*2)’”1 2 % 3Vl+l +3x (72)r1+l
37 (—2)" 23" 4+3 % (=2)"

En utilisant la question 2, on vérifie que I'expression est valable pour n=—1.

On considére maintenant la suite (u,) définie par :

On pose B = ((3)) et pour tout entier naturel n, X, = (M"H)

9.

1
uO:_E ;oup =1
VnelN, uyir =upy1 +6uU,+3

Calculer uj et us.
Sans difficulté, on trouve uy =1 et uz = 10.

Ecrire une fonction Python prenant en argument d’entrée un entier naturel » et renvoyant en sortie

la valeur de uy,.

Up
9.a. Vérifier que pour tout entier naturel nona: X, = AX,, +B.
Sans difficulté, ce n’est que du calcul matriciel.

PETITE REMARQUE
On aurait aussi pu demander
d’exprimer A% comme une
combinaison linéaire de A et
I5.

A=PDP L.

IMPORTANT! ————
%uisque D= P_lAP, alors
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9.b. Résoudre l’équation AY + B = Y, d'inconnue Y = (;) € Mjy,1(R). On notera L la matrice

solution obtenue.
Soit Y—( )E M>(R).Ona:

AY+B=Y & ('\'Jr,\»@)*(g):(;)
= (2)-()
- ([
= v

Conclusion: AY + B=Y lorsque Y =

N 0| =

On aainsi L =

N 0| —

9.c. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non a:

X, =A"(Xo-L)+L

e Initialisation. Pour n=10:
AO(X() -L)+L=Xp-L+L=Xg:initialisation est vérifiée.
o Hérédité. Soit n € IN fixé. Supposons que X, = A"(Xg — L) + L et montrons que X,,;1 = A" (X -
L)+ L.
On a, en commengant par la question 9.a. :
X1y = AX,+B
= A(A"(Xg-L)+L)+B
= A™Xy,-L)+AL+B
= A"™NXo-L)+L

J par hypothése de récurrence
J d’apres la question précédente, AL+B=L

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout entier naturel n, X,; = A"(Xy—L) + L.

10. Déduire des questions précédentes que pour tout entier naturel non a:
3 1

(3" (=) - =
(3" (-2)) - 5

Ce n'est que du calcul matriciel... En utilisant le résultat de la question précédente et la matrice A" trouvée

Uy =

dans la question 6.. On obtient I'expression de X,, en fonction de n; et c’est seulement la deuxiéme ligne (qui
correspond a u, ici) qui nous intéresse.

ee00 EXERCICE 19 - TYPE CONCOURS

5 5 -14 8 4 -16
On donne les matrices carrées d’ordre 3 suivantes : A =6 6 -16| ; B=|0 4 -8| ; P=
5 5 -14 4 4 -12
1 1 1
2 -1 1
1 0 1
1. Résoudre I’équation AX = X d’inconnue X € M3 1 (R).
Soit X € M3,1(R).Ona:
AX =X — (A-I3)X = 03’1
4x + 5y - 14z = 0
— {6,\' + 5y - 16z = 0
5+ 5y - 15z = 0
4x + 5y - 14z = 0
— - 5y + 10z = 0
Ly 2Ly 3L - 5 4+ 10z = 0
L3 «4L3-5L,
{-l\ + 5y = 14z
— o
y = 22
{4.\' = 4z
—
LyL; 5Ly y = 2z
X z
— y = 22
z
— X= 2:]

PeETITE REMARQUE

En guise d’entrainement, on
peut aussi résoudre AX =031
et AX = —4X. Les réponses
sont plus ou moins données
dans la matrice P...
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2. Vérifier que P est inversible et déterminer son inverse.

1 1 -2
La méthode habituelle nous permet d’obtenir que P est inversible et Pl = [ 1 0 -1 ]
-1 -1 3
1 0 0
3. Vérifier que PTAP=[0 0 0 | On notera D cette matrice diagonale.
0 0 -4
1 0 -4 1 1 =2
Aucune difficulté, mais on doit voir que AP =2 0 —4] (ou que Pla={0 o 0 ))4
1 0 -4 4 4 -12
4. Calculer la matrice A = P"'BP et vérifier qu'elle est diagonale.
0 0 0
Ontrouve A=(0 4 0 ]
0 0 -4

5. On se propose de calculer les matrices X,, définies par :

1 0
Xo=1|0]; Xy=[-1] et VnelN, Xp2 = AXy,41 +BXy,
1 1

Ecrire une fonction Python qui prend un entier naturel n en argument d’entrée et renvoie la ma-
trice X, en sortie.

1 |[import numpy as np

3 |def suite_X(n):

4 A=np.array ([[5,5,-14],[6,6,-16],[5,5,-14]])

5 B=np.array ([[8,4,-16],[0,4,-8],[4,4,-12]])

6 X0=np.array ([[1],[0],[1]])

| Xi=np.array ([[0],[-1],(1]])

8 iff m==

9 return X0

10 elif n==1:

11 return XI

12 else

13 for k in range(2,n+1):

14 X0,X1=X1,np.dot(A,X1)+np.dot(B,X0)

15 return Xl
Un

6. On définit pour tout n€ IN: Y, = P~1X,, et on pose également Y, =| v, |.
Wn

6.a. Calculer Yy et Y7 ; puis montrer que pour tout entier naturel n, Y12 = DY, + AY},.

-1 -3
0 lety, =P71X; =|-1].
4
Y42 - Pilxmz
= P 1AX,. +P7IBX,

2
e SoitnelN.Ona:
DP !X, +APTIX,,
DYy +AY,

e Yo=P1X;=

J PlAP = D, donc pla=Dp"! ; de méme, plB=ap!

-3
-1 ] et pour tout n €N, Y42 = DY, 41 + AY,,.
2 4

-1
Conclusion: Yy = [ 0 ], Y, =

Up+2 = Up+l
6.b. Montrer alors que pour tout entier naturel n:{ v, =4v,
Wpe2 = —4wpy — 4wy
En déduire les termes généraux des suites (uy), (vy,) et (wy).
e SoitneIN.Ona:

Un+2
V42 = Y2 b . -
< (s J d’apres la question précédente
Wn+2

= DY, +AY,

Un+1 0
= 0 +| 4v,
—4w,

—4wp

[ Unsl J
= dvy

—4wp1 — 4wy

o D’apres ce qui précede, la suite (u,) est constante a partir du rang 1.
Par conséquent :

o Termes généraux :

‘M():*l ; YVneIN*, u, =-3
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o D’apres ce qui précede, la suite (v,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation

caractéristique x> — 4 = 0, dont les solutions sont 2 et —2. Ainsi :
ANpeR/VnelN, v, =A2" +u(-2)"

Orvg=0etv; =-1.
-1 1
On obtient ainsi : A = — et -
n obtient ainsi T eth=g

Par conséquent :

1
VnelN, v, =—-2"+

4 4(_2)”

o D’apres ce qui précede, la suite (w,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation
Lo 2 ; ; ) . . .
caractéristique x“ + 4x +4 = 0, dont I'unique solution est —2. Ainsi :

ANpeR/VnelN, w, = (An+p)(-2)"

Orwg=2etw; =4.
On obtient ainsi : A = —4 et p = 2. Par conséquent :

VnelN, w, = (—4n+2)(-2)"

6.c. Donner finalement la matrice X, en fonction de n.
Soit n € IN.
1
oJ.
1

e SineN*. Puisque Y, =P !X, ona:

e Sin=0,ona:Xy=

Xn = PYy
Un
= Plv,
Wn
Up+V, +wy
= [2M”L’n+wn]
MH‘FWH
l 9
A S
-lL -L
- —6+_12"+(—-ln+_1)

—34(—dn+2)(-2

Ly ; 9 n
1 ~3-12 +(74n+1)(72)
0| et pour tout ne N* X, =
1

Conclusion : X =

“3 4 (—dn+2)(=2)"

1
-6+ 12” +(—-Ln+ E (=2)"

eee0 EXERCICE 20 - TYPE CONCOURS
4 S . 1-a a
Pour tout réel a, on définit la matrice M(a) = ( )

a 1-a

1. Déterminer la ou les valeurs de ¢ pour lesquelles M(c) = I5.

SoitceR.Ona:
M(x)=1, & ¢c=0

. Démontrer que pour tous a,b € R, M(a)M(b) = M(a + b —2ab).
Aucune difficulté, en partant du membre de gauche.

1 . . . . .
. On suppose a = 5 Montrer alors que la matrice M(a) est inversible et exprimer en fonction de a le

réel b tel que M(b) = M(a)~!. La matrice M(1/2) est-elle inversible ?
Soitae R\ {%

o det(M(a))=(1-a)?-a>=1-2a.

Par conséquent, puisque a # 5 on a det(M(a)) # 0. La matrice M(a) est ainsi inversible.

e Soit b € R. D’apres la question précédente :

M(@@M(b)=1, < M(a+b-2ab)=M(0)
& a+b-2ab=0
- b(1—2g):— Jacrai
— =
2a—-1
On obtient alors : M(a)™! = M(b), avec b = 5 ! T
a—

e Enfin, det(M(l/Z)) =0:la matrice M(1/2) n’est donc pas inversible.

5
2

b REFLEXE!
On vérifie que la relation ob-
tenue fournit le bon résultat
quand n=1!Ouf!!

PETITE REMARQUE
Ici, la relation obtenue pour
n € IN* n’est pas valable quand
n = 0:on ne peut donc pas
regrouper les deux cas en un.
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4. Déterminer l'unique réel non nul ag tel que M(ag)?

M(ag). SoitaeR. Ona:

M(a +a-2a%) = M(a)
M(2a - 2a%) = M(a)
2a— 2(/12 =a
a(l=2a)=0

a=0

ou

a=1/2

M(a)? = M(a)

11107

2

1
Conclusion : 'unique réel non nul ag tel que M(ag)” = M(ag) est 5

5. On considére maintenant les matrices P = M(ag) et Q =1, —P.

5.a.

5.b.

5.d.

Calculer P?, PQ, QP et Q2 (on donnera les résultats en fonction des matrices P et Q ou de la

matrice nulle).
o d’aprés la question précédente : P2
e PQ=P(I,-P)=P-P2=P-P=0,
e QP=(I,-P)P=P-P2=0,

M(ag)? = M(ag) =P

e et puisque I; et P commutent : Q2 =(I, - P)2 =1, -2P+ p? = I, -2P+P

Soit a € R. Déterminer le réel o tel que M(a) =P + aQ.
...ontrouve a =1-2a.

=,-P=0Q

En déduire, pour tout n € IN, I'expression de (M(a))n en fonction de P, Q, o et .

Soientae R et nelN.

(M(a))" (P+aQ)"

n

_ Z(Z)(\H—kkan—k

k=0

e Sin€[l;+c0[: On aainsi, puisque n>1:

n-1
n n n _ _ n
(T\/I(a)) - (0 (\VIPOQH+Z k)c‘” kPan k+(H)OLOP”QO Jqs,a
k=1
n—1 "
_ n n-kp
= a Q+Z(k)c\ PQ+P Jasa
k=1
= o"Q+P

e Sin=0:

a“QJrP =

Q+P=1, = (Ma)’

LiVie[l+oo, PP=P ; QP =0Q

.:PQ=05

Par conséquent, l’expression obtenue est encore valable dans le cas n = 0.

Conclusion : pour tout n € N, (M(a))n =P+a"Q.

Expliciter la matrice (M(a))n pour n e IN.

Découle immédiatement de la question précédente...

L1+(1-2a)" 1-(1-2a)"

2\1-(1-2a)" 1+(1-2a)"f

Conclusion : Yn e N, (M(a))”

eee0 EXERCICE 21 - TYPE CONCOURS

Considérons A =

M (R).

1(5 3

513 ) Le but de l'exercice est de résoudre 1’équation M?

1. Déterminer les réels A de sorte que la matrice A — Al ne soit pas inversible.
Soit A€ R.Ona:

(A— Al n'est pas inversible) — det(A-Al)=0
— %((5—2/\)2—9):0
= (5-20)?2=9

5-20 = 3
— { ou

5-22 = -3

A= 1
— { ou

A= 4

= A, d’inconnue M €

Conclusion : la matrice A — Al n’est pas inversible lorsque A € {1;4}.

d’apres la formule du binome de Newton, puisque P et Q commutent (question 6.a.)

— v RIGUEUR!
11 est nécessaire de se placer
dans le cas n > 1 pour utiliser
la relation de Chasles. En
effet, pour que les termes
en k = 0 et k = n existent et
soient bien distincts, il faut

o

quen>1.

Danslecasoun =1,la
n-1

somme ”Z‘..” est une somme
k=1

sur un ensemble vide, elle
vaut donc 0 : aucun souci
dans ce cas...

— PETITE REMARQUE
On pouvait aussi commen-
cer par calculer M(a)z...
Conjecturer le résultat, qui
se démontre ensuite tres faci-
lement par récurrence!

o

X ATTENTION!
Attention aux calculs...
Au lieu d’écrire des frac-
tions dans la matrice, je
choisis d’écrire: A -1, =

(6362
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2. Résoudre I'’équation AX =X, d’inconnue X € M, 1 (R).
Soit X = (;) € M>(R).Ona:

AX =X

11t 1

Conclusion : I'ensemble des solutions de ’équation AX = X, d’inconnue X € M3 1(IR), est [(7’0) /ve R}

)

. 1 1 . . L
3. Soit P = (_1 1). Montrer que P est inversible et donner sa matrice inverse.

1 _
det(P) =2 # 0, donc la matrice P est inversible et pl= 3 (} 11 )

4. Calculer P~ AP. On notera D la matrice obtenue.

Sans difficulté, on trouve D = ((1) ne

5. Soient M € M,(R) et A = P"IMP. Etablir :
M?=A & A’=D
D’aprés la question précédente, D= P'AP, d'ou :
A=PDpP!
De méme, puisque A = p! MP,ona:
M =PAP™!
On obtient alors les équivalences :
M2=A e (PAP })=PDP!
& PAP!PAPT! = pPDP!
& PA’Pl=pDP"!

. —1 .
5 en multipliant P par la gauche et P par la droite
& A°=D J

6. 6.a. Soit A une matrice de M(RR) telle que A? = D. Démontrer que A et D commutent et en
déduire que A est une matrice diagonale.
e Puisque A? = D,ona:
AA?
A%A
DA

AD

Conclusion : D et A commutent.

e Notons A = (: ’i) D’apres ce qui précede, AD = DA. Or :

AD=DA = (x '-l-y):(x y)

z 4t 4z 4t
X = x
vy o= 4
— ‘ z = 4z
4t = 4t
— p=z=0
— A:(x O)
0 t

Conclusion : A est une matrice diagonale.

6.b. Résoudre finalement I’équation A? =D, d’inconnue A € M;>(R).
Soit A € M»(R).

e On adémontré, dans la question précédente, que si A? =D, alors A est diagonale.
e Résolvons donc I’équation A? =D, d’inconnue A € M, (IR) une matrice diagonale.

Notons A = ('Y

0 2) Ainsi, A étant diagonale :

Par conséquent :

2
A=Dp = {7 =1
y o= 4
X = 1
{ ou
X = -1
— ET
y = 2
ou
vy = =2
x=1 x=-1 X -1
— v=2 ou ,_, OU V=2 ou )
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Conclusion : les matrices A vérifiant A2 = D sont les matrices : ((1) 0), (_1 O), (1 Y ) et
(—1 0 )
0 =2)

7. Déterminer toutes les solutions de 1’équation M? = A, d’inconnue M € Ms(R).
Soit M € M (RR). D’apres la question 5. :

M2=A P~'MP € {N € M>(R)/ N? = D}

J d’apres la question précédente
P,lMPe{(l 0) (—l 0) (l 0 ) (—l 0 )}
0o 2)\o 2)\0 =2)/{0 =2
“Iygp_.(l 0 -1 (-1 0
— P ]\IPfi(O 2) ou P Mpfi( 0 2)
1/3 1 1(1 3
= M=x5(] 3) ov M=2(3 7)

1 -1 1 -1
Conclusion : les matrices M vérifiant M2 = A sont les matrices : 3 (3 : ), — (3 : ), 5 (; ?) et — (; 3).

ecoo EXERCICE 22 - COMMUTANT

Soient a,b € R* et A = (g S) Déterminer 'ensemble C4 = {M € M>(R)/ AM = MA}.

Soit M = (: ?) € M3(R). On a, sans difficulté :

ax+bz ay+0bt

AM = (
az at

) ! MA:(M bx+ay)

az  bz+at

Par conséquent :
MeCy & AM=MA
(a,\' +bz ay+ bt) B (ax bx + ay)

az at az  bz+at
ax+bz = ax
av+bt = bx+ay
— k
az = az
at = bz+at
bz = 0
bt = bx Jb#-()
{z = 0
—
= X
(x
= M=(g \)

Conclusion : Cp = {(\ i) /(x,v) € ]R,Z}.

0

ee00 EXERCICE 23 - MATRICES NILPOTENTES...

‘ DEFINITION 1 - MATRICE NILPOTENTE
Soit A e M,(R).
On dit que A est nilpotente lorsqu’il existe un entier k tel que AR = 0p-

0 0 1
tentes n’est pas toujours nilpotente.

1. Montrer que (O 1) et (0 8) sont nilpotentes. En déduire que la somme de deux matrices nilpo-

e On vérifie aisément que ces deux matrices sont nilpotentes (elles sont non nulles et leur carré est nul).

. 1
e Notons J la somme de ces deux matrices. ] = ((l O)' On trouve sans mal :

VkelN, J2K =1, ; j2k+1

La matrice ] n’est donc pas nilpotente.

Conclusion : la somme de deux matrices nilpotentes n’est pas toujours nilpotente.

2. On suppose désormais que A et B sont deux matrices nilpotentes qui commutent entre elles. Mon-
trer alors que AB et A + B sont nilpotentes.
A et B sont nilpotentes; elles sont donc non nulles et il existe m,p € IN* tels que A" =0, et BP = 0,,.

e Notons k = max(m,p). On a:

(AB)k = Akpk car A et Bcommutent
= 0,x0, carA”=0,BP=0,etk>mp
= Oy

Conclusion : AB est nilpotente.
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e Notonsk=m+p.Ona:

(A+ B)k = ( ) ATBK d’apres la formule du bindme de Newton, puisque A et B commutent
i=0
m k . .
= ( )~\ BT+ (,)AlBkﬂ k=m+p>m+1 (car peN¥)
1
i= m+l
m
k k i ;
= ( )AlBk Ty . OHBk " car A™=0,,doncVizm, A" =0,
1
i=0 i= m+l
B mo e
- Zd i ’ Jl =0y et,sii<m,alorsk—i=m+p—i>p (dot B =0,)
=
m
k
i=0
= 0Oy

‘ Conclusion : A + B est nilpotente.

o000 EXERCICE 24 - MATRICES SYMETRIQUES ET ANTI-SYMETRIQUES
Soit 1 € [2;+0o[. Une matrice A € M,(RR) est anti-symétrique lorsque ‘A = —A.

1. Soit M une matrice de M,(IR). On suppose qu’il existe deux matrices A et B de M, (IR) telles que :
e M=A+B,
o A est symétrique,

e Best anti-symétrique.

1 1
Démontrer que A = E(M +M)etB= E(M —™M).

Ona:
=A+B
D’otl, par linéarité de la transposition : 'M = A + 'B Mais, A est symétrique et B anti-symétrique, d’ot1 :
M=A-B
. . M = A + B _
On a ainsi le systéme suivant : { M = A - B Or:
A + B = M A + B = M
A - B = M LS, - 2B 'M-M
1
A = —(M+'M)
— %
B = S(M- ™M)

1 1
Conclusion : A = 5 (M= M) etB= E(MJM).

2. En déduire que toute matrice de M, (R) s’écrit de fagon unique comme la somme d’une matrice
symétrique et d’une matrice anti-symétrique.
Dans la question précédente, on a démontré que si une telle décomposition existait, alors elle était unique et
nécessairement de la forme obtenue.
Montrons maintenant que cette décomposition existe toujours et qu’elle convient.

1 1
Soient M € M,,(R), A = S(M+ M) et B= S(M- ™).

1 1
e A+B= §(M+’M)+ 5(M—fM):M

e Par linéarité de la transposition :

1 1
A= ’(E(MMM)): E(’M+M) =A

Ainsi, A est symétrique. PETITE REMARQUE
e De méme: En fait, I’énoncé a guidé un
¢ i1 ¢ 1 raisonnement par analyse-
B= (E(M* M)): E( M-M)=-B synthése. La question 1. est

l'analyse; et le travail de la
question 2. consiste en la
synthese et la conclusion du
raisonnement mené.

Ainsi, B est anti—symétriqueA

Conclusion : toute matrice s’écrit comme somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice anti-symétrique;

et cette décomposition est celle obtenue a la question précédente, elle est donc unique.

000 EXERCICE 25 - TRACE D'UNE MATRICE

Soit n € IN*. Pour toute matrice carrée A = (ai,j) € My(R), on appelle trace de A, notée tr(A), le nombre PETITE REMARQUE

n La trace d’une matrice carrée
Zuk k- est la somme de ses coeffi-
= ’ cients diagonaux...

1. Que valent tr(I,) et tr(0,)?
‘ Conclusion : tr(I,) = n et tr(0,) = 0.

2. Soit A € Ms(R).

EXERCICES DU CHAPITRE 9 - Page 19/21



2.a. Démontrer que A? —tr(A)A + det(A)l, = 0.

Soit A = (Z Z) € My(R).
On a ainsi :
tr(A)=a+d ; det(A)=ad-bc
Et:
A2 = a’+ac  ab+bd
“\catde cb+d?
Ainsi :

2
a’ +ac ab+bd)—(a+d)(? b

1 0

d—b ( )

(Ca+dc ch+d? d)+(a ) 0 1
a’>+bc ab+bd\ (a®+ad ba+bd (ad—bc 0 )
ca+dc cb+d? ca+cd ad+d? 0 ad —bc

~ oo

AZ—tr(A)A+det(A)l, =

[¥)

’ Conclusion : A2 —tr(A)A + det(A)I, = 05. ‘

2.b. Retrouver alors la caractérisation de l'inversibilité de A avec le déterminant.
On veut démontrer que A est inversible si, et seulement si, det(A) = 0.
Il s’agit de démontrer une équivalence, raisonnons pas double-implication.

Supposons que det(A) # 0 et montrons que A est inversible.
D’apres la question précédente :

A2 —tr(A)A + det(A)I, = 05

Mais comme det(A) # 0, on obtient :

-1
A A-tr(A)p)=1
x det(A)( tr( )2) 2
Par conséquent, A est inversible (et on a méme : Al = - (A—tr(A)I ) S ( d _b) )
séquent, A e s T Tet(d) 2)7 Get(ay\-c a)”

Supposons que A est inversible et montrons que det(A) = 0.
=0.

Raisonnons pas l'absurde et supposons donc que det(A)
On obtient alors, d’apres la question précédente :

A2 —tr(A)A =0,

D’ou :
A% = tr(A)A

Mais A est inversible, d’ou, en multipliant par AL

A=tr(A)ATTA = tr(A)],
a b _(a+d 0 )
(c d)_ 0 a+d

b=0; c=0;a+d=a a+d=d

Autrement dit :

On obtient alors :
D'ou :
a=b=c=d=0

Par conséquent, A = 0. Or 07 n’est pas inversible : absurde.
On a donc démontré que det(A) = 0.

Conclusion : A est inversible si, et seulement si, det(A) = 0. ‘

3. Démontrer que pour tous A, 4 € R et toutes matrices A, B € M, (R), tr(AA + uB) = Atr(A) + ptr(B).
Soient \,p e Ret A,Be M, (IR). Notons C = AA + uB.
Notons également A = (a,',j), B= (b[’j) etC= (c,;j).
Par définition de la multiplication scalaire et de I'addition matricielle, on a:

Vi, je[lin, cij = Aaj,j+pbi,;
Par conséquent :

tr(M +uB) = tr(C)

n

= )

k=1
n
= Z/\ak'k +pby i J par linéarité de la somme
k=1
n n

k=1 k=1
= Atr(A)+ptr(B)

Conclusion : pour tous A, p € R et toutes matrices A, B € M, (R), tr(AA + uB) = Atr(A) + utr(B).
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4. Démontrer que pour toutes matrices A, B € M, (R), tr(AB) = tr(BA).
Soient A, B € M, (R). Notons C=AB et D = BA.
Notons également A = (ai,j), B=1(bjj), C=(ci,j) et D= (dj).
Par définition de la multiplication matricielle, on a :

n n
Vi,jell;n], cij= Z”i,kbk,j i dij= Zbi,kak,j
k=1

k=1

Par conséquent :
tr(AB) = tr(C)
n

= ) ok

k=1

n n

= Z“m,kbk,m

m=1k=1

Egalement :

tr(BA) tr(D)

n

= de,k

k=1

n n

= Z Z bm,k ak,m

m=1k=1
Or, en permutant les deux sommes (et par commutativité de la multiplication sur les réels), on obtient :

n n

non
Z me,kak,m = Z Z ak,mbm,k

m=1k=1 k=1m=1
Les indices des sommes étant muets, on obtient finalement :

tr(BA) = tr(AB)

Conclusion : pour toutes matrices A, B e M, (R), tr(AB) = tr(BA).

5. En déduire que I’équation AB-BA =1, d’'inconnues A, B € M, (R), n’a aucune solution.
Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe A, B € M, (RR) telles que AB—BA =1,,.
Par conséquent :
tr(AB—BA) = tr(I,,)

Puis, par linéarité de la trace (question 3.) et d’aprés la question 1., on obtient :
tr(AB) —tr(BA) =n

Ainsi, d’apres la question précédente :

D’ou I'absurdité.

‘ Conclusion : ’équation AB—BA =1,,, d’'inconnues A, B € M, (RR), n'a aucune solution. ‘

eee0 EXERCICE 26 - PRODUIT DE MATRICES STOCHASTIQUES

‘ DEFINITION 2 - MATRICE STOCHASTIQUE

On dit qu'une matrice carrée est stochastique lorsque ses coefficients sont positifs ou nuls et que la
somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1.

Montrer que le produit de deux matrices stochastiques est encore une matrice stochastique.
Soient n € IN* et A, B € M,;(R) deux matrices stochastiques. Notons C = AB.

o C est bien une matrice carrée...

e Ona, pour tous i,j € [1;n] :
n

Cij= Zai,k by j
k=1
Or A et B sont stochastiques, donc leurs coefficients sont positifs.
Par conséquent :
Vi, je[l;n], ¢;j =0

e Egalement, pour tout i € [1;n] :

n n n

Zfl}f - Z Z”ﬂk bk, J permutation des sommes

=1 j=1k=1
n n

= Z Zﬂf,/\- br,j

k=1 j=1
n

n
= Z“i.k Zbk.f J car B est stochastique
k=1 =1

n

= Zaf.k J car A est stochastique
k=1
1

Par conséquent , C est stochastique.

Conclusion : le produit de deux matrices stochastiques est encore une matrice stochastique.
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