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(CHARTREUX

10

SUITES

LIMITES DE SUITES

INTRODUCTION...

Convergente et divergente étaient des adjectifs déja utilisés en physique des la fin du XVIé™e siecle avant d’apparaitre en mathématique
dans I'étude des suites (et des séries) un siecle plus tard.

Historiquement, Johannes Kepler (1571-1630, allemand) semble avoir été le premier a manipuler ce vocabulaire en optique, pour parler
de lentille convergente ou divergente. Les travaux de Kepler en astronomie furent considérables : soutenant la thése de I’héliocentrisme
énoncé par Nicolas Copernic (1473-1543, polonais), il parvient a I’étude précise des trajectoires de la Terre ainsi que des autres corps en
orbite autour du Soleil. On lui doit, a ce sujet, les trois fameuses lois qui portent son nom. Son apport mathématique est ainsi important
dans l’étude des coniques (ellipses, paraboles, hyperboles), mais également sur le calcul des aires et des volumes. En particulier, il
calcule des aires de surfaces en les découpant en surfaces infinitésimales d’aires connues puis en sommant : c’est le début de la théorie des
indivisibles...

Comme nous l'avions évoqué dans le chapitre 6, la notion de limite fut périlleuse pour bon nombre de mathématiciens, et il a fallu
attendre l'apport de Weierstrass au milieu du XIX¢®™e siécle pour clore le débat et donner la définition de limite que nous étudions et
manipulons depuis.
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POUR BIEN DEMARRER...

1# Revoir le chapitre 5.

3 # Rappeler les formes indéterminées :

4 # Rappeler les croissances comparées :

1 eX —
5# R Is: lim ————= =..... t i =

6 # Comment étudier les variations d’une fonction?

7 # Comment étudier les variations d’une suite ?

Dans tout ce chapitre, (1) désigne une suite définie sur IN.

Les notions abordées seront sensiblement les mémes que celles vues sur les fonctions; a des détails prés :

e la seule limite a étudier pour une suite est en +co

e dans bon nombre de cas, on ne connait pas le terme général de la suite étudiée (ce qui est rarement
le cas sur les fonctions); par conséquent, les théorémes "théoriques” vus en fin de chapitre seront plus

souvent utilisés!

#
2 # Revoir les exercices sur les suites définies par une relation du type u,41 = f(uy).
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I SUITES CONVERGENTES & SUITES DIVERGENTES

‘ DE£FINITIONS 1 - SUITE CONVERGENTE

D1# Soit ¢ € R. On dit que (u,,) converge vers £ (ou que u, tend vers ¢) lorsque :

Ye>0, AN eIN/ Vn e [N;+oo[, lu,—¢|<e

D2# On dit que (u,) est convergente s'il existe un réel ¢ tel que (u,) converge vers €.

EN GRos...
(uy) tend vers ¢ lorsque uy,
peut étre rendu aussi proche
que l'on veut de ¢ quitte a
choisir un n suffisamment
grand (ou d partir d’'un certain
rang).

44 44
34 34+
+ +
5 + a + 4
+
1+ + 1
1 2 3 4 1 2 3 4

ExEmpLE 1

, . PP 1\"
Démontrons que la suite (u,), définie sur N par Vn e NN, u, = (5) +1, converge vers 1.

DE£FINITIONS 2 - SUITES DIVERGENTES

D1# La suite (u,) est divergente si elle n’est pas convergente.

D2# La suite (u,) diverge vers +oco lorsque :

VYA>0, AN eIN/Vne [N;+oof, u, = A

REMARQUE

| Une définition analogue existe pour la divergence vers —co...

ExempLE 2

Démontrons que la suite (u,), définie sur N par Vn e NN, u, = n?, diverge vers +oo.

PETITE REMARQUE

Contrairement au cas des
courbes de fonctions, on ne
parlera pas d’asymptote a
la représentation graphique
d’une suite.

— X ATTENTION!
Converger signifie "avoir une
limite finie".

Ainsi, il y a deux cas de di-
vergence : une suite peut
diverger sans admettre de li-
4 mite ou diverger vers %co.

— ENGRoOs...

(uy) diverge vers +co lorsque
u, peut étre rendu aussi
grand que l'on veut quitte

a choisir un n suffisamment
grand (ou d partir d’un certain
rang).

o
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Dans tous les cas, comme pour la limite d’une fonction, on retrouve :

2 NOTATION

. . .. , e e . . . Comme pour les fonctions,
Si une suite admet une limite (réelle ou infinie), alors celle-ci est unique. on notera: lim _uy = ou
n—+oo
* lim  uy, = +oo.
DEMONSTRATION : Identique a celle faite sur les fonctions, a adapter dans le cas des suites bien entendu... N noree

Un résultat qui sera réguliérement utile en pratique :

PeETITE REMARQUE

‘ PROPRIETE 2 - DE RECOUVREMENT (u2p,) est la suite des termes
Soit ¢ € R U {+oo}. La suite (u,) a pour limite ¢ si, et seulement si, les suites (u»,) et (u ont toutes deux | 4 de rangs pairs et (un41) est
oo { } (t4n) p (t12n) (u2n41) la suite des termes de rangs
pour limite ¢. impairs.
*
DEMONSTRATION :

)
ExEmPLE , .
[j Q© ASTUCE DU CHEF! ¢

Montrons que la suite (u,,), définie sur N par Vn € N, u,, = (-1)", diverge sans avoir de limite. gg;ltvrzr;téigesiﬁsf:if)eflz (cseatte
propriété est utilisé pour
établir qu’une suite n’a pas de
limite...

_1)n
Montrons que la suite (u,,) définie sur N* par Vn € N, u,, = ( n)

(_1)21’1 1 (_1)2)’Z+1 -1

Ona, pourtout ne N*: yy,, = —-—=—cetu == .
p 2 noon o LT T T el

Les suites (u2y,) et (42,41) convergent donc toutes deux vers 0.

, converge vers 0.

‘ Conclusion : par propriété de recouvrement, la suite (u,) converge vers 0.
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II LiMITES USUELLES & OPERATIONS SUR LES LIMITES

‘ PRrOPRIETES 3 - LIMITES USUELLES

1
P1# Pour tout a >0, lim »n%=+c0 et lim —=0
n—+oco n—+oo n&
: n_ 1. : n_
P2# Pour tout g > 1, ngl}}wq =+o0 et pour tout g €] - 1; 1], ngl}}wq 0
P3# lim exp(n)=+oo et lim In(n)=+c0
n—+oo n—+oo

*
DE£MONSTRATION : en revenant a la définition. Pour P2, on veille a manipuler |g| dans le cas g €] —1;1]...

+]
‘ PRrROPRIETES 4 - OPERATIONS SUR LES LIMITES

P1# Pour la somme (les 9 cases donnent les limites de u, +v,) :

lim u,
n—+o00 f +00 —00
lim v,
n—-+oo
[/
+00
—00

P2# Pour le produit (les 16 cases donnent les limites de uy, x v,) :

im u,
. n—teo 20 0 +00 —00
lim v,
n—o+oo
%0
0
+00
—00
. .. u
P3# Pour le quotient (les 9 cases donnent les limites de v—”) :
n
lim u,
. n—teo 20 0 +00 —00
lim v,
n—o+oo
%0
0
+00
—00

P4# Soient a et b des nombres réels ou +oo. Soient f une fonction et (u,) une suite pour lesquelles, pour
tout n e N, f(u,) existe.

Ona:
lim u,=a
n—+oco

lim o) =b [~ i, S ) =0
X—a

& METHODE 1 & Pour déterminer la limite d’une suite de terme général connu :
e déterminer la limite de chacun des termes apparaissant dans 'expression de uy,

e s’iln’y a pas de forme indéterminée, conclure en utilisant les régles opératoires ci-dessus;
sinon, se référer qui suit.

ExempLEs 4

1
Considérons (u,) une suite vérifiant : Yn e IN, u,y1 = Eu” +1. Si (uy,) converge vers un réel ¢, alors :

X ATTENTION!
On démontre comme dans
Exemples 3 - El:sig < -1,
alors (") diverge sans avoir
de limite.

PETITE REMARQUE

Ce sont les mémes propriétés
que pour les limites de fonc-
tions... Mais des rappels font
toujours du bien.

A RETENIR...
Si lim u, = ¢, alors
n—+oo

li =
Lam (1)
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Considérons (u,) une suite vérifiant : YVn e IN, u,41 = 2145 + 3. La suite (u,) est-elle convergente?

& METHODE 2 & Pour lever une forme indéterminée :
e commencer par s’‘assurer que l'on a bien affaire a une forme indéterminée
e deux possibilités ensuite :
1. factoriser par les termes qui divergent le plus vite vers I'infini
2. utiliser la quantité conjuguée (parfois, quand il y a des racines carrées)

e simplifier I’expression, puis conclure en utilisant les régles opératoires sur les limites.

N’avons-nous pas l'impression de reproduire les mémes choses que pour les fonctions?! C’est normal, jus-
qu’a présent, les exemples concernent majoritairement des suites définies par leur terme général; et on a la
résultat immédiat suivant :

‘ PROPRIETE 5 - LIEN FONCTION / SUITE

Soit f une fonction définie au voisinage de +co.

Si f(x) possede une limite en +o0, alors f(n) également et méme : ngl}_‘l f(n)= lim f(x).
o0

X—+00

Raisonnement intéressant
dont on essaiera de se souve-
nir...

PETITE REMARQUE

n® tend d’autant plus vite
vers +co que « est grand...

*
D£MONSTRATION : Traitons le cas ou f(x) tend vers +oo en +oo (les cas —oco et limite finie sont analogues).
Supposons donc que lim f(x) = +oco0 et montrons que lim f(n) = +co.
X—+00 n—+oo

]
On peut alors retrouver sans travail supplémentaire les trés fameuses :

‘ PropPri£TES 6 - CROISSANCES COMPAREES

Pour tous réels o, 3,y >0 :
P1# lim M:+oo ; Yg>1, lim —n:+oo ; Vgel-1;1[, lim ¢"nP=0
n—tco  pp ’ " n—+too b ’ "V nSteo
b
P2# ngr_'l:loo ln(—n)V =+oco
P3# lim M=+oo ; Yg>1, lim _n:+oo ; Yge]l-1;1, lim g"In(n)Y =0
n—+oo In(n)Y ! " n—>+oo In(n)Y ! 'Y nSteo

On peut retenir ces croissances comparées ainsi :

Toute puissance de exp(n) 'emporte sur toute puissance de n, qui 'emporte
sur toute puissance de In(n).

X ATTENTION!
La réciproque est fausse : il
se peut que f(n) possede une
limite, mais pas f(x)...
Exemple :

PETITE REMARQUE
Soit n € IN. Pour tout g > 1,
4" = exp(nin(g)) = exp(n)"%
et In(g) > 0... Par conséquent,
la deuxieme CC est un cas
particulier de la premiére,
avec 'exponentielle.
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ExEMPLES 5

. . . 1\"
Par croissances comparées : lim (—) n3=0.
n—+oo\ 5

Déterminons lim In(n)-n+2.
n—-+oo

, . . e —In(n)
Déterminons 11m _
n—+oo y3 _p21n(n)

2"
Déterminons lim ———.
n—+oo n51n(n)2

III DeEs THEOREMES BIEN PRATIQUES...

4

Voici les théorémes qui seront trés utiles en pratique sur les suites (certains ont déja été vus sur les fonctions
et ne seront donc pas redémontrés).

III.1 LimrTeEs & INEGALITES

‘ ProPRIETES 7

P1# Soit MeR.Ona:
VYnelN, u,<M .
n-s lim u, <M
(1) a une limite en +oo n=-+oco
P2# Ona:
VnelN, u,<v . .
neon - = lim u, < lim v,
(up) et (v,) ont une limite en +oo n=+oco n—+0o
P3# Si(uy,) est croissante et converge vers un réel ¢, alors (u,) est majorée par .

D£MONSTRATION : Les démonstrations de P1 et P2 sont identiques a celles faites sur les fonctions. Démontrons P3,
que nous n‘avions pas démontrée sur les fonctions.

croissances comparées et de
les manipuler aisément... Si
vous ne prenez pas I’habi-
tude de bien les identifier,
vous serez bloqués devant de
"fausses" formes indétermi-
nées.

#) REDACTION
On pense a faire apparaitre
les CC comme dans le cours :
sous forme de quotient!

X ATTENTION!
Les inégalités strictes de-
viennent larges en passant a
la limite.

PeTITE REMARQUE

On adapte ces résultats avec
> ou, pour P3, dans le cas
d’une suite décroissante qui
converge vers (.
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ExemMPLES 6

Donnons deux suites (u,) et (v,) telles que:
e VnelN,u,<1;v,<1

e lim u,=1let lim v, <.
n—+oo n—+oo

Cherchons deux suites (u, ) et (v, ) non constantes telles que :
e VnelN, u, <v,
e (uy) et (v,) ont méme limite

III.2 THEOREMES DE COMPARAISON

‘ THEOREME 1 - D’ENCADREMENT
Soit¢€R.Ona:

VneNN, u, <v, <wy,

= (v,) converge vers ¢
(uy) et (wy) convergent toutes deux vers ¢ } (vn) &

*
DEMONSTRATION : Identique a celle faite sur les fonctions. N

ExempLES 7

Lo - . (-1)"n
Etudions la limite lim :
n—+oo p2 41

1 n
Considérons (u,) une suite telle que : Vn € IN, lu, -1| < (3) . Que dire du comportement en I'infini de (u,)?

A RETENIR...
(vy;) converge vers 0 si, et
seulement si, (|v,|) converge
vers 0.
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Et le cas d’une limite infinie...

PETITE REMARQUE

THEOREME 2 - DE COMPARAISON

Théoréme qui s’adapte (dans
Ona: l'autre sens) dans le cas —co...

VnelN, u, <v,

lim wu, =+

} = (v,,) diverge vers +co
n—+oo

ExemprLE 8

Déterminons lim nZ+2x (=1)".
n—+oo

III.3 THEOREME DE LIMITE MONOTONE

Nous l'avions vu sur les fonctions; mais puisque 'on connait bien souvent une expression explicite d’une
fonction, il est rarement utilisé... En revanche, pour les suites dont le terme général est inconnu, le théoreme
suivant pourra étre tres utile :

THEOREME 3 - DE LIMITE MONOTONE

1. Si(uy,) est croissante et majorée, alors (u,) converge.

2. Si(uy) est décroissante et minorée, alors (u,) converge.

3. Si(uy) est croissante et non majorée, alors (u,) diverge vers +co.
4. Si ()

uy) est décroissante et non minorée, alors (u,) diverge vers —co

D£MONSTRATION : Les 1 et 2 sont équivalentes et nécessitent des outils hors programme...
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ExXEMPLE 9
X

Considérons f la fonction définie sur R par Vx e R, f(x) =xe™’ ==l

et(um)lasuitedéﬁniepar:{ \I;%EIN Uns1 = f(itn)
’ n+1 — n

11 faut savoir refaire chacune

e Dressons le tableau de variations complet de f sur R, résolvons ’équation f(x) = x, d’inconnue x € R, et des questions de cet exemple
représentons l'allure de C¢ ainsi que les premiers termes de (1) dans les cas ug = -1 et ug = 1. en trés peu de temps !
e Casug=1.

o Démontrons que la suite (u,) est décroissante et bornée par 0 et 1.

o Déduisons-en que (u,) converge vers une limite ¢ puis déterminons ¢.

VOCABULAIRE
Un point fixe de f est un réel
a qui vérifie f(a) =a.
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e Casug=-1.
o Démontrons que pour tout n € IN, u,4 1 <u, <-1.

O ASTUCE DU CHEF!
Pour montrer qu’une suite
( n’est pas minorée (ou majo-

o Déduisons-en que (uy) diverge vers —oo.
rée), on raisonne souvent par

I'absurde...
III.4 THEOREME DES SUITES ADJACENTES
‘ DEFINITION 3 - SUITES ADJACENTES 4
On dit que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes lorsque : 3 N
1. (uy) est croissante , + +
2. (vy) est décroissante + + 7
3. lim (v, —u,)= 1
71—)+00( it n) 0
1 2 3 4

‘ THEOREME 4 - DES SUITES ADJACENTES

Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.

*
DEMONSTRATION : Soient (u,) et (v,) deux suites adjacentes telles que :
1. (uy) est croissante

— IDEE DE LA DEMONSTRATION
. . Sion prouve que (uy,) et
2. (vy) est décroissante P que (i)

(vy) convergent, alors on
ourra écrire lim (v, —uy,) =
p n—>+oo( n = n)

o

3. nE)Too(Vn —uy)=0
lim v, - lim u, etlatroi-
n—+oo n—+o0
sieme hypothese impliquera
alors qu’elles convergent vers
la méme limite... Pensons ici
au théoreme de convergence
monotone, puisque (1) et
(v,) sont monotones...
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*
ExEmpLE 10

Considérons les suites (u,) et (v, ), définies sur N* par, pour tout n € N* : u,, =
k=1

n

1 1
— et v, = u, + —. Montrons
k2 n

que (u,) et (v, ) convergent vers le méme réel.

PETITE REMARQUE

Il arrive parfois que les suites

(ugy) et (upp41) soient ad-

jacentes... Dans ce cas, en

combinant le théoreme 4 et la

propriété 2, on obtient que la
< suite (uy,) est convergente.

CHaPITRE 10 - Page 12/12



	
	Suites convergentes & suites divergentes
	Limites usuelles & opérations sur les limites
	Des théorèmes bien pratiques...
	Limites & inégalités
	Théorèmes de comparaison
	Théorème de limite monotone
	Théorème des suites adjacentes



