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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 10

LIMITES DE SUITES

ee00 EXERCICE 1 - VRrAI OU FAUX?
1. Si (u,) est croissante, alors elle est minorée.

2. Si(uy) est décroissante et converge vers ¢, alors (u,) est minorée par ¢.

3. Si (uy,) est positive et que pour tout n € IN, u,, < ———, alors (u,) converge.

n2+1
Si (uy) est strictement croissante et strictement positive, alors (u,) diverge vers +oo.

-~

(uy) converge si, et seulement si, (|u,|) converge.

(uy) converge vers 1 si, et seulement si, (Ju,|) converge vers 1.
Si (uy) est bornée, alors elle converge.

Si (uy,) est convergente, alors elle est bornée.

Sila suite (u, —v,) possede une limite, alors les suites (u,) et (v,) également.

S © ® N ow

Si (up,) et (upn+1) sont convergentes, alors (u,) est convergente.

. . . . u
11. Si (u,) et (v,,) ont la méme limite, alors lim —Z =1.
n—+o00 "Un

. . u
12. Si(uy) converge, alors lim sl
n—+oo Uy

13. Si (uy) diverge vers +oo, alors elle est croissante & partir d’un certain rang.

e000 EXERCICE 2 - CALCUL DE LIMITES
Déterminer la limite de chaque suite dont on donne le terme général :

2 * 1/n
3 = —
1. \7’nelN,uﬂ:nJr 6. Y/neIN", uy n(e 1)
o n3 —1In(n)
2 _ " —In(n)
-n+3 7. ¥neNN, u, =
2. YneN, un:% n 573 12
n+7 X 5 ,
In(n)+n 8. VneN*, u, =In(n” +2n+1)-In(n°)
3. VI’IEIN, LIHZT a1
€ 9. VHEIN, Uy = —
e n+1+3
4 VnelN, uy = v
2 10. VneN, Mn=\/3n2+5n+l—\/n2+2n+5
Sn_en
5 Vel un = S5 1. YneN, uy=V3n2 +5n+1-V3n2 +2n+1

eeeo EXERCICE 3
Soient (u,) et (v,) deux suites a valeurs dans [0;1] telles que nliT Upvy = 1.
—>+00

Démontrer que lim u, = lim v, =1.
n—-+oo n—-+oo

ee00 EXERCICE 4 - SUITE DEFINIE PAR UNE SOMME

n
1
Considérons la suite (Sp)pe[2;400] définie par: Vn € [2;+00], S, = Zm
k=2"

1. Calculer S; et Ss3.

2. Btudier les variations de la suite (Sn)ne[2;400]-

3. Justifier 'existence de deux réels a et b, a déterminer, tels que pour tout k € [[2;+oo] :

1 a N b
k2-1 k-1 k+1

4. En déduire, pour tout n € [2;+o0[, une expression simplifiée de S, puis la limite de la suite (Sﬂ)ne[[zﬁoo[[.

eee0 EXERCICE 5 - SUITE DEFINIE PAR UNE SOMME

n
1
Considérons la suite (S,) définie sur N par VnelN, S, = ZE
k=0 "~

1. Démontrer que pour tout k € IN*, k! > 251,

2. En déduire que la suite (S;) converge vers un réel appartenant a 'intervalle ]2;3].
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ee00 EXERCICE 6 - SUITE DEFINIE PAR UNE SOMME

Considérons la suite (S;),en+ définie sur N* par : Vne IN%, S, =

1
1. Démontrer que pour tout k € IN¥, ﬁ > 2(Vk+1-Vk).
2. Conclure que la suite (S;) e+ diverge vers +oo.

o000 EXERCICE 7 - SUITES DEFINIES PAR UNE SOMME
Considérons les suites () e+ et (Vy)neN+ définies sur IN* par :

n 1 1’72 1
VYnelN*, u, = — ; v, = —_—
! ,;Vn2+2k ! ,;Vn2+2k

1 1
< < :
VnZion  VnZ+2k  VnZi2

n n
2. En déduire que pour pour tout n € N*, —— <u, < ——.
Vn? +2n Vn? +2

. Justifier que (u,),eN+ converge et déterminer la valeur de sa limite.

1. Soit n € IN*. Démontrer que pour tout k € [1;n],

w

. n P ..
4. Démontrer que pour tout n € IN¥, v,, > —. En déduire la limite de (vy)eN--
3

ecoo EXERCICE 8 - Qui VA LE PLUS VITE?
n
s . P e
Considérons la suite (u,) définie sur N par: Vne N, u, = -
n!
1. Calculer ug, uy, up et usz. La suite (u,) est-elle monotone?

2. Démontrer que la suite est décroissante a partir du rang 2.

e
3. Montrer que pour tout n € [2;+00] : tpy1 < gun.

e \n—2
4. En déduire que pour tout n € [2;+00[ : uy, < (5) u.

5. Qui tend plus vite vers +oo entre ¢" et n!?

0000 EXERCICE 9 - SUITES ADJACENTES
Considérons les suites (u,) e+ et (Vy)neN+ définies sur IN* par :

1

n
1
VYnelNY, u :E /P mp——
n kok! n " !

1. Montrer que (U4,)nelN* €t (Vy)nelN+ sont adjacentes. Que peut-on en conclure?

2. Ecrire un programme Python qui détermine et affiche le plus petit entier n a partir duquel |u, —v,| < 107°.

ee00 EXERCICE 10 - SUITES ADJACENTES
n k
s . e " -1
Considérons la suite (S;),enN+ définie sur IN* par : Vne IN%, S, = Z(T)
k=1
1. Démontrer que les suites (Syy)nelN+ €t (S2n+1)neN+ sont adjacentes.

2. Que peut-on en conclure?

eee0 EXERCICE 11 - SUITE DEFINIE PAR UN PRODUIT
Soit a € RY. Considérons la suite (u,) définie sur IN par :

n

VneNN, u, = l—[(1+ak)
k=0

N 1
1. Calculer ug, u; et up dans les casou a = 3 eta=2.

2. Démontrer que la suite (u,) est croissante.
Pour la suite de I'étude, nous allons distinguer deux cas.
3.Si0<a<1.

3.a. Démontrer que pour tout réel x, 1 +x < e*.
Lk
3.b. En déduire que pour tout n e N, u, < I_[e“ .
k=0
1
3.c. En déduire que pour tout entier naturel n, u, <eT-a.

3.d. Conclure sur la convergence de (uy).
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4. Sia>1.
4.a. Démontrer que pour tout entier naturel n, u, > 2l 4

4.b. Conclure sur le comportement en I'infini de (uy).

ee00 EXERCICE 12 - SUITES IMBRIQUEES
Considérons les deux suites (u,) et (v,,) définies par 0 < ug < vg et pour tout n € IN :

Ui
Upyl =
Uy + 7V,
v
n
Un+l =
Uy + 0y

1. Ecrire une fonction Python qui prend en argument d’entrée un entier naturel n et qui renvoie les valeurs de u, et v,,.

>

Démontrer que les suites (uy) et (v,) sont bien définies et a valeurs strictement positives.

b

Démontrer que la suite (u, —v,) est constante.

4. Soit n € IN. Déduire de la question précédente : u, < v, puis uy4 < Eu"'

Démontrer alors :

(&)

171
VnelN, u”S(E) ug

6. Montrer que les deux suites convergent et déterminer leur limite respective.

o000 EXERCICE 13 - SUITE RECURRENTE D'ORDRE 1
Considérons la fonction f : x — x?¢~**! ainsi que la suite (u,,) définie par :

ug =2
{ VneWN, upiy = f(up)
Créer une fonction Python qui prend un entier n € IN en argument d’entrée et renvoie la valeur de u,, en sortie.
Dresser le tableau de variations de f sur R.
Démontrer que pour tout x €]1;2], f(x) < x.
Etablir : Vne N, 1 <y <upy <2
En déduire que (u,) converge vers un réel ¢ positif.

Justifier que f(¢) = € puis déterminer la valeur de ¢.

N o=

Ecrire une fonction Python qui renvoie le plus petit rang a partir duquel |u, —¢| < 107°.

e000 EXERCICE 14 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1
Considérons la fonction f : x > x — ln(x2 +1)+1, définie sur R, ainsi que la suite (u,) définie par :

ug=0
VnelN, uppy = f(up)

Ecrire une fonction Python qui prend un entier naturel n en argument d’entrée, et renvoie la valeur de u,,.
Dresser le tableau de variations de f.

Justifier que f admet deux points fixes opposés et les déterminer. On notera « le point fixe positif.

Ll

Démontrer que la suite (u,) est croissante et bornée par 0 et a.

(63}

En déduire la convergence de la suite (u,), et préciser sa limite.
n

6. Posons, pour toutne€ N, S, = Z(l - ln(ulf + 1)) Etablir la convergence de la suite (S,,) et déterminer sa limite.
k=0

e0oo EXERCICE 15 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1
Considérons la suite (u,) définie par :
upg=3

1
VnelN, uyq = Eu,%—l

1. Démontrer que (uy) est croissante et minorée par 3.
2. Supposons que (u,) est majorée.
2.a. Que peut-on ainsi en déduire sur la suite (u,)?
2.b. Déterminer alors la limite de (u,). Que peut-on alors conclure?

3. Déterminer lim u,,.
n—+oo

000 EXERCICE 16 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1
Considérons la suite (u,) définie par :
ug=-1
2
VnelN, u,y :——u,%
Up
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— . 2 J
. Dresser le tableau de variations de la fonction f : x T x?, définie sur R”.

. Justifier que pour tout n € IN, u,, existe et u,, <-1.

. Etudier les variations de (uy,).

B W N

. En raisonnant par 'absurde, démontrer que la suite (u,) diverge.

000 EXERCICE 17 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1
Considérons la suite (u,) définie par :
ug=1
1
VnelN, up =uy+—
Up

Justifier que la suite (u,) est bien définie, puis démontrer qu’elle diverge vers +co.

eee0 EXERCICE 18 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1 AVEC FONCTION DECROISSANTE

1
Considérons la fonction f définie sur R* par: Vx € R*, f(x) = Tox Notons également (u,) la suite définie par :

ug=0
YnelN, upeq = f(uy)

Démontrer que la suite (u,) est bien définie et bornée par O et 1.

Montrer que la fonction f posséde un unique point fixe, noté «, et le déterminer.

Représenter I'allure de la courbe de f ainsi que les premiers termes de la suite (uy).

Démontrer que la suite (up,) est croissante et majorée par o et que la suite (u2,41) est décroissante et minorée par a.

En déduire que les suites (u3,) et (42,4+1) convergent et déterminer leur limite.

AN

Conclure sur la convergence de la suite (u,).

eee0 EXERCICE 19 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1 AVEC FONCTION DECROISSANTE
Considérons la fonction f : x —> V2 —x, définie sur [0;2], ainsi que la suite (u,) définie par :

ug =2
VnelN, upiy = f(uy)

Démontrer que l'intervalle [0; 2] est stable par f.

En déduire que pour tout n € IN, u,, existe et u, €[0;2].

Montrer que la fonction f posséde un unique point fixe, noté a, et le déterminer.
Représenter l'allure de la courbe de f ainsi que les premiers termes de la suite (uy,).

Démontrer que la suite (#7,,41) est croissante et majorée par o et que la suite (u5,) est décroissante et minorée par «.

AU T o

En déduire que les suites (up,) et (u2,41) sont convergentes; puis donner une équation vérifiée par leurs limites. Justifier que
lim wu5, €[1;V2].
n—+oo 2n [ I]

7. Résoudre I’équation f o f(x) = x d’inconnue x € [0; V2].

8. Conclure sur la convergence des suites (u3,) et (12,4+1) puis sur la convergence de (u,).

ee00 EXERCICE 20 - LE NOMBRE D'OR

‘ DEFINITION 1 - NOMBRE D’OR

a a+b a

Soient a,b € R}. Le nombre d’or est I'unique rapport 2 tel que —— = —.
a

1. Déterminer la valeur du nombre d’or, noté ¢.
2. Considérons la suite (u,),eN+ définie par : { =1 . .
Vne N, uyrp =1 +u,
2.a. Démontrer que pour tout n € IN¥, 1 <u, < ¢.
2.b. Ftudier les variations de (uy) e+ puis en déduire qu’elle converge vers .
2.c. Etablir:

—

YnelN', 9 —ups < E((P_”n)

puis en déduire :

VnelNY, o—u, < ST

2.d. Retrouver alors la limite de (u#y),eN+ puis déterminer un rang a partir duquel u, est proche de ¢ a 10710 preés.
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