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(CHARTREUX

||

APPLICATIONS

INTRODUCTION...

Alors que la notion de fonction est apparue au XVII®me siécle, celle d’application (méme si les deux sont extrémement proches) est arrivée
en méme temps que la théorie des ensembles, dans la deuxiéme moitié du XIXme siecle.

Ce chapitre fait donc suite au chapitre 7, qui posait les bases de la théorie des ensembles... Nous allons donc, dans le cadre général,
donner des définitions et quelques propriétés sur les applications entre ensemble. Ces outils serviront ensuite essentiellement dans les
cas suivants :

e cas ol les ensembles de départ et d’arrivée de I'application sont des ensembles de réels — c’est I’étude des fonctions menée depuis
longtemps maintenant...

e cas ou les ensembles de départ et d’arrivée seront des espaces vectoriels — cela nous menera a I’étude des applications linéaires.
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POUR BIEN DEMARRER...

1# Dans chaque cas, déterminer I'ensemble {f(x) / x € R} :

o x> exp(x)

x+1

2
2 # Résoudre I'équation —xl =1 d’inconnue x € R\ {1}.

X

3 # Résoudre I’équation

T = 2 d’inconnue x € R\ {1}.

4 # La composition de fonctions est-elle associative ? Commutative ?
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I VOCABULAIRE SUR LES APPLICATIONS

‘ DErINITIONS 1 - FONCTION ET APPLICATION

Soient E et F deux ensembles.
D1# Une fonction de E dans F est un procédé qui, a tout élément de E, associe au plus un élément dans F.

D2# Une application de E dans F est un procédé qui, a tout élément de E, associe exactement un élément
dans F.

D3# E est’ensemble de départ et F ’ensemble d’arrivée.

— EN GROs...

Si certains éléments de E
n‘ont pas d’image par f : f
est une fonction. Dans ce
cas, le sous-ensemble Dy des
éléments de E qui ont une
image, est appelé ensemble
de définition de f. Et ainsi :
f : Dy — Festuneappli-
cation... Bref, si on donne
une application inutile de se

4

ExEmpLES 1

f:l R — R
1 est une fonction car
X — =
X
f:|R" — R
1 estune application car
X = -
X
fr]E — E est 'application identité de E, notée idg
X — X

‘ DE£FINITION 2 - IMAGE DIRECTE

soucier de son ensemble de
définition!

PeTITE REMARQUE

L'amalgame a souvent été fait
jusqu’a présent entre fonction
et application...

Soient f : E— F une application et A un sous-ensemble de E.
L'image directe de A, notée f(A), est 'ensemble {ye F/dxe A/ y = f(x)} ={f(x), x € A}.

Considéronsf:xe]l{k—>x2 et A=[3;4[etB=[-1;2].Ona: f(A) =

exp(R) =

II APPLICATION SURJECTIVE, INJECTIVE ET BIJECTIVE

‘ DEFINITIONS 3 - SURJECTION, INJECTION, BIJECTION

Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F.

D1# f estsurjective de E dans F lorsque tout élément de F admet au moins un antécédent dans E :
VyeF, dxeE/p=f(x)

D2# f estinjective de E dans F lorsque tout élément de F admet au plus un antécédent dans E; autrement
dit, si un élément de F a un antécédent, il n’en a qu’un seul :

Yx,x’ €E, (f(x)

—f(x')zx:x’)
Par contraposée, f est injective lorsque deux antécédents différents fournissent des images différentes :
Vx,x €, (x=x = f(x) = f(x’))
D3# f est bijective de E dans F lorsqu’elle est injective et surjective :

YyeF, dlxeE/v=f(x)

D4# Si f est bijective, on note, pour tout y € F, f~! () I'unique antécédent de p par f.
On définit ainsi ’application réciproque (ou bijection réciproque) par :

-

F — E
v — )

‘ Propri£TES 1

P1# Si f est une application bijective de E dans F, alors f71 est bijective de F dans E.

P2# SiE et F sont des sous-ensembles de R et que f est bijective de E dans F, alors les courbes représenta-

tives de f et f~!, tracées dans un repére orthonormé, sont symétriques I’une de 'autre par rapport a
la droite d’équation y = x.

*
DE£MONSTRATION :
P1# Découle de la définition de bijection...

Les définitions quantifiées
fournissent les méthodes de
rédaction...

A RETENIR...
=f(x) = x=f"()

R

X ATTENTION! ————

P2 est fausse si le repére n'est
pas orthonormé!
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P2# Découle essentiellement du fait que vy = f(x) & x = f’ (v). Ainsi, si (x,v) € Cf, alors (v,x) € Cf 1. j

ExXEmPLES 3

Toute application f : E— F est surjective de E dans f(E)

L'application f :{a;b;c;d;e} — {1;2;3} définie par le schéma suivant est ...,

Définissons des applications (de la gauche vers la droite), via des fléches sur les schémas, afin qu’elles
répondent aux criteres donnés :

ni surjective, ni injective injective, non surjective surjective, non injective bijective

Précisons si les applications ci-dessous sont injectives, surjectives, bijectives de leur ensemble de départ dans
leur ensemble d’arrivée.

. +
T R R
X X
R" — R
x s xz .......................................................................................
R* — R?
x — xz ......................................................................................
5 R
Y xz .........................................................................................
R — R
JO R R ERRES
fo: | R — R
X > eXp(X) TTTTTTTTTTTTTTTeIIeeeeeeeeeei
E10 flO R+ — R

Reprenons les applications non bijectives ci-dessus et réduisons les ensembles d’arrivée et/ou de départ
pour les rendre bijectives.

& METHODE 1 & Pour démontrer que f est bijective de E dans F et déterminer £~ :
Résoudre, pour touty € F, I’ equatlon v = f(x) d’inconnue x € E.
On trouvera alors x = f~ 1

POUR UNE FoIS...
Nous ne démontrerons pas
ici les résultats énoncés... En
revanche, nous nous entraine-
rons sur des exercices.

EN GROS...

On peut rendre f surjective
en restreignant son ensemble
d’arrivée; et la rendre in-
jective en restreignant son
ensemble de départ!

Cette méthode permet éga-
lement de démontrer qu’une
application est bijective d'un
sous-ensemble de E dans un
sous-ensemble de F qui seront
déterminés pendant la résolu-
tion...
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ExempLEs 4

de R\ {1} dans R\ {2} et déterminons I’expression de f~1.

Considérons 'application f définie sur R par: Vx e R, f(x) =

2
Considérons l'application f définie sur R\ {1} par: Vx e R\ {1}, f(x) = : i

1
1+x2°

dans un ensemble 4 déterminer, puis déterminons 'expression de f~1.

Pour terminer, trois propriétés classiques et parfois utiles :

‘ PRrROPRIETES 2

Soient f : E— Fet g: F— G deux applications.

ET f o f =idp.

(gof)"

P1# Si f est bijective de E dans F,alors: f ' o f =idg ; fof ™' =idp

P2# f est bijective de E dans F si, et seulement si, il existe une application ]7: F — E telle que fof =idg

Dans ce cas, I'application f est unique et donc égale a f~!.
P3# Si f est bijective de E dans F et g bijective de F dans G, alors g o f est bijective de E dans Get:

:f—l og—l

=1 Démontrons que f est bijective

Démontrons que f est bijective de RY

— X ATTENTION!

11 faut vérifier les deux com-
posées!!
En effet, si on considére
f: ‘ R — R
o et
X — X
g | RY — R ona
X — X’
bien f o ¢ = idg+ et pourtant
gof=idpy!
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*
DEMONSTRATION :
P1# Supposons que f est bijective.
o Soit x € E. Notons v = f(x). On a ainsi :

(flof)m=F"m

Mais comme f est bijective, f_] (v) = x, et ainsi :

(Ft o)) =x
Autrement dit :
flof=idg
o Soit y € F. Puisque f est bijective de E dans F, il existe alors un unique x € E tel que v = f(x), c’est a dire tel
quex=f1 (v). Ainsi :
(FofM)w=fm=y
Autrement dit : fo f~! =idp
P2# En deux temps :
o L’équivalence, par double-implication :
Si f est bijective de E dans F, alors I'application f’1 :F— E convient d’apres P1.
Supposons qu’il existe une application f:F— Etelle que fo f=idger f of =idp.
~ Montrons que f est injective. Soient x,x" € E tels que f(x) = f(x"). Montrons alors que x = x”.
Puisque f(x) = f(x’), en appliquant la fonction f, on obtient :
(Fof)x) =(fof))
Mais fo f = idg, d’ou :

X=x PETITE REMARQUE
Par conséquent, f est injective. ( Pour I'injectivité, on a seule-
ment utilisé f o f =idg...

~+ Montrons que f est surjective. Soit v € F. Montrons qu’il existe x € E tel que v = f(x).
Puisque v € F, f(v) € E. Posons alors x = f () et vérifions que ce x convient :

f)=(fof)w
Mais f o f = idp, d’ott :

Par conséquent, f est surjective. Pour la surjectivité, on a

seulement utilisé f o f =idp...

flx)=v PETITE REMARQUE
"7

Conclusion : f est bijective.

o Montrons maintenant l'unicité de f.
Supposons qu’il existe deux applications fj et f,, de F dans E, telles que f] o f =idg ET f o f] = idp ainsi que

foof =idg ET fo f, = idp.
On a ainsi : _ _
fofi=foh
En composant par E, on obtient :
fiofofi=fiofofs
Et comme fj o f =idg, il reste :
idgo fi =idgo f
C’est a dire o
fi=h
Ce qui prouve l'unicité de )7; et comme on sait déja que f_1 convient...
P3# Supposons que f est bijective de E dans F et que g est bijective de F dans G. Les applications f_l et g_1 sont ainsi
bien définies et :
(gof)o(ftog™)=gofof T og =goidpog™ =gog™! =idg
De méme, on obtient :

(f_l og_l)o(gof) =idg
-1
Conclusion : d’aprés P2, I'application g o f est bijective de E dans G et (g of) =f1 og_l.

)
EXEMPLES 5

On retrouve : expoln =idg+ et Inoexp =idg
Considérons I'application f définie sur [~1;+oo[ par f(x) = x> + 2x + 2 et 'application g définie sur [1;+co[ par
g(x) =—-1+Vx—1. Déterminons f o g et go f. Que peut-on en déduire?
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