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| CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 11

APPLICATIONS...
N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.
0000 EXERCICE 1 - IMAGE DIRECTE
Dans chaque cas, déterminer f(A).
1. fixr—x?+1,A=[0;1]
f(A)=[1;2]. PETITE REMARQUE
2. fixr— x4 1, A=[-3;2] Pour s’aider a comprendre

le résultat de cette question,
on peut tout simplement
X représenter l'allure de la
. _ Rt
3. f X m; A=R courbe de f sur [-3;2]...
On démontre sans mal que f est strictement croissante sur R*.
Ainsi: f(R") = [£(0);lim f[=[0;1].
J J .

F(A)=[1;10].

4 fixr—xe Y, A=R

Aprés étude des variations de f, on obtient : f(R) =]—oo;e”!].

0000 EXERCICE 2 - BIJECTION ET BIJECTION RECIPROQUE
Dans chaque cas, montrer que f est bijective de son ensemble de départ dans un ensemble a déterminer,
puis donner 'expression de sa bijection réciproque.
Dans chaque cas, commencons par déterminer I’image directe de 'ensemble de départ par la fonction. En faisant cela,

- . . . . 15 RAPPEL...
nous évitons les disjonctions de cas dans la résolution de y = f(x). U o .
) o S ne application f : E— F
En effet, si v € f(E), alors par définition y possede un antécédent... est, par définition de f(E),
f I RY — R surjective de E dans f(E).
1. X2
X
1 +x2
J u
o POsons i : x> x2etv:xi— 1 +x2, définies sur R™, de sorte que f = —.
Les fonctions u et v sont dérivables sur R et v ne s’annule pas sur R*, donc f est dérivable sur R*.
e SoitxeR".Ona:
( ) 2.\‘(l+.\'2)72,\‘><.\‘2
X = — e
’ (1+x2)2
- 2x
T (1+x2)2
D’ou :(les limites étant obtenues directement par opération) :
x |0 +00
f'lo +
1
filo—"
e Par conséquent :
f(RY)=[0;1]
e Montrons donc que f est bijective de R™ dans [0;1] et déterminons I’expression de sa bijection réci-
proque.
Soit v € [0; 1[. Résolvons "équation v = f(x), d’inconnue x € R".
Soit xe R*.Ona:
2
fW=y = ==y
' L+ x2 7
,\'2:y+y.\' Jcarl+x2¢0
’\ﬁ(liy},):y J;‘e[();l[,doncl—yi()
XA:]_V Jve[o;l[,donc y >0
v : -y
x= Y
Vi-v
— ou +
xeR
5 J X €
X=— [—
I-y
— x=
I-y
PourQuol? ————

ion : f est bitectiv + 1011 ot -
Conclusion : f est bijective de R dans [0;1[ et : On a trouvé, & tout 3 € [0;1],

f—l | [os1] un et un seul antécédent dans
’ ! RY par f. Clest la définition
v méme d’étre bijective de R"

dans [0;1]...
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3.

f:

f:

R — R
e¥+2
X —

e Remarquons que :

e SoitxeR.Ona:

YxelR, f(x

fl(x)=

‘(¢ +2)—e

202% 4 2¢%

D’ou (les limites étant obtenues directement par opération) :

e Par conséquent :

X |—0o0

+00

f(x)

+

f

/+oo

f(R) =

R+

"4 20"
La fonction f est ainsi dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R.

e Montrons donc que f est bijective de R dans R} et déterminons 'expression de sa bijection réciproque.

Soit v € R . Résolvons I'équation v = f(x) d’inconnue x € R.

SoitxeR.Ona:
fl)=yp +2<"*y

(e‘ +2€ -1=0

Hﬂﬂ

)?
X =
X2+2X y=0
X

=e
—2-4+4y

—2+4/4+4y

{
(SRS
i

|

X—71+m ou Xzflf\/m
R ]
ouet=-1-4/1+y

N

=In(-1++/1+7)

ﬂﬂﬂﬂ

J}}E]R*',donc 4+4y>0

J—l—\/1+p<0et, puisque v >0, -1 ++/1+7>0

PourqQuol?

Conclusion : f est bijective de R dans R et :

On a trouvé, a tout y € R},
un et un seul antécédent dans

f_l IR — R R par f. C'est la définition
In(=1++/1+ méme d’étre bijective de R
y — Inl Y) dans R} ...
[-2,400] — R
X - P edx+l
e La fonction f est polynomiale, elle est donc dérivable sur [2;+oo].
e Soit x€[-2;+00[.Ona:
fl(x)=2x+4
D’ou : (les limites étant obtenues directement par opération) :
x |2 +00
fflel o+
+00
fls
e DPar conséquent :
F([=2400[) = [=3; +oo
e Montrons donc que f est bijective de [-2;+oo[ dans [-3;+o0[ et déterminons I'expression de sa bijection
réciproque.
Soit p € [-3;+00[. Résolvons I'équation v = f(x) d’inconnue x € [-2;+oo[.
Soit x € [-2;+00[. On a:
f)=y = xP+dx+l=y
2
= X +dx+l-p=0 )>-3,donc 12+4p >0
—4+,\12+4y J}_ ' o
B 2
— ou
-4-12+4y
X=
X==24++/3+7V
— ou
xX==2-4/3+Y
o Siy=-3, les deux solutions trouvées sont égales, et dans ce cas, I’équation f(x) = v possede une
unique solution sur [-2;+o0[ : —=2.
o Siy>-3,alors —2—/3+v<-2et—2++/3+1>-2.
Dans ce cas, I’équation f(x) = v posséde une unique solution sur [-2;+oco[ : =2+ /3 + 1.
Par conséquent, dans les deux cas, '’équation f(x) = v posséde une unique solution sur [—2;+oo[ : =2 +
J3+ V. Pourquoi?

Conclusion : f est bijective de [-2;+oo[ dans [—3;+o0] et :

f_l s | [-3400] —
v

[-2;400]
—2+44/3+7

On a trouvé, a tout y €
[=3;+00[, un et un seul an-
técédent dans [-2;+oo par
f. Clest la définition méme
d’étre bijective de [-2;+o0]
dans [-3;+o0[...
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f:|R — R
4. eX—e*
X — —

e La fonction f est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R.

e SoitxeR.Ona: ) .
eX+e

="

D’ou : (les limites étant obtenues directement par opération) :

X |[—oo
f(x) +
f . / +00

+00

e Par conséquent :

fR) =R

e Montrons donc que f est bijective de R dans R et déterminons I’expression de sa bijection réciproque.

Soit y € R. Résolvons I’équation v = f(x) d'inconnue x € R.
Soitx € R.Ona:

e —e
fo=y = S
= -et=2
— &-Loy
REFLEXE! e i
= P -1-2p5=0
= oo
X?-2pX-1=0
X=¢"
= 29+ 4[4v2 + 4 2y —[4p2 +4
X:f ou ’:f
X = e
X=p+4/02+1 ou X=p—4fv2+1
e =y+4fv2+]
=
oue =y—4/v2+1

Or,ona:
v +1>9°

NP EES ]
P2+ l<y<q/p?+1
V42 +1>0

V-2 +1<0

= F=p+4fvi+l
— ,\':]n(p+,ly2+1)

D’ou, par stricte croissance de /. sur RT:

Autrement dit :
Et ainsi :
alors que :

Par conséquent, on obtient :

flx)=vp

Jcar et #0

J4;2+4>0

X ATTENTION! ————
Ez eR, \/; =z|

PourqQuoi?

On a trouvé, a tout y € R, un
et un seul antécédent dans

Conclusion : f est bijective de R dans R et :

R — R

v o In(m+4p2+1)

R par f. Cest la définition
méme d’étre bijective de R
dans R...

= POUR INFO...

000 EXERCICE 3 - SUR D’AUTRES ENSEMBLES...

Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives de leur ensemble de départ dans

leur ensemble d’arrivée?
f:|N — N

1.
n +— n+l

e f n'est pas surjective, car 0 ne possede pas d’antécédent par f.

e Montrons que f est injective.
Soient n,m € IN. Supposons que f(n) = f(m).
Ainsi :
n+l=m+1l
D’ou :
n=m

Ce qui prouve l'injectivité de f.

La fonction f est impaire...
c’est donc également le cas
de f~!'; méme si c’est moins
trivialement le cas! Bon exer-
cice que de le démontrer
d’ailleurs.
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fi|lzZ — Z
n +— n+l

Montrons que f est bijective.
Soient n,m € Z.On a:

2.

m=f(n) << m=n+l
— n=m-1

’ Conclusion : f est bijective de Z dans Zi et f~! - m+— m—1.

R — R?
x —  (xx)

5. o

e f n'est pas surjective, car (1,2) n'a pas d’antécédent par f.
e Montrons que f est injective.
Soient x,x” € R. Supposons que f(x) = f(x').

Ainsi :
(x,x) = (x7,x7)
D’ou :
x=x

Ce qui prouve l'injectivité de f.
R’ — R
(v, v) +— x+v

e f n'est pas injective, car (0,0) = (1,—1) et pourtant £(0,0) = f(1,-1).
e Montrons f est surjective.
Soit z € R. Remarquons que f(z,0) = z.
Par conséquent, (z,0) est un antécédent de z.
Ce qui prouve la surjectivité de f.
. f: R? — R?
(vy) = (x+y,x-Y)
Montrons que f est bijective.
Soient (a,b) € R et (x,v) e R%. Ona:

@h=flxy) = {§ T 0 I}
x = l(51+b)

— %
v o= 3(ab)

1 1
Conclusion : f est bijective de R dans R et : f71 (a,b) — (E(a +b); E(a - b)).

o [|R — R
' X o (x+p,xp)

e f n'est pas injective, car (1,0) = (0,1) et pourtant f(1,0) = £(0,1). — 5 RAPPEL...
M R - (1.1) 1’ s d’antécéde Si x et v sont deux réels tels
e Montrons que (1,1) n’a pas d’antécédent par f. que S = x+y et P = xp, alors
Soient (x,v) € R?.Si f(x,v)=(1,1),alors x+v=1etxy =1. x et p sont les solutions de
Ainsi, x et p sont les solutions de I'équation 22 -2z+1=0, d’inconnue z € R. ( 'équation 22 - Sz +P = 0.
Or cette équation ne possede aucune solution réelle. Pour le justifier, on remarque
Par conséquent, (1,1) n’a pas d’antécédent par f et ainsi, f n’est pas surjective. déja la symeétrie des roles de x
et y, puison partde y =S—x
. f .| P(E) — P(E) que l'on injecte dans P = xp...
' A — A

Remarquons que pour toute partie Ade E, ona:

fof(A)=A

’ Conclusion : f est bijective et f~ = f.

o000 EXERCICE 4 - VRAI OU FAUX

1. La composée de deux injections est une injection.
VRAI
Soient E, F, G trois ensembles ainsi que f : E— F et ¢ : F — G deux injections.
Montrons que go f : E— G est injective.
Soient x,x” € E. Supposons que go f(x) = go f(x’). Autrement dit, on a :

g(f(0)=g(f(x))

Mais, g étant injective de F dans G, on obtient :

Par conséquent : go f est injective.
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2. la composée de deux surjections est une surjection.
VRAI
Soient E, F, G trois ensembles ainsi que f : E— F et g: F — G deux surjections.
Montrons que go f : E— G est surjective.
Soit v € G. Puisque g est surjective de F dans G, il existe un x € F tel que v = g(x).
Mais, x € F et f est surjective de E dans F. Ainsi, il existe z € E tel que x = f(z).
On obtient finalement :

v=gof(2)
Par conséquent : go f est surjective.
3. La somme de deux bijections est une bijection.
FAUX
En effet, les applications idg et —id sont toutes deux bijectives et pourtant, leur somme, qui est la fonction
constante égale a 0, n’est pas bijective.

o000 EXERCICE 5 - ByECTION & CARDINAL
Soient E et F deux ensembles finis et f : E — F une application. Comparer les cardinaux de E et F dans
les cas suivants :
1. f injective,
Démontrons alors que Card(E) < Card(F).
Puisque f est une application, chaque élément de E possede une image; et puisque f est injective, chaque
élément de E fournit une image différente dans F.
Par conséquent, il est impossible d’avoir Card(E) > Card(F).

’ Conclusion : Card(E) < Card(F).

2. f surjective,
Démontrons alors que Card(E) > Card(F).
Puisque f est une surjective, chaque élément de F possede au moins un antécédent dans E. Les éléments de E
ne pouvant chacun avoir plus d’une image, on obtient nécessairement Card(E) > Card(F).

’ Conclusion : Card(E) > Card(F).

3. f bijective.
Puisque f est bijective, elle est en particulier surjective et injective.
D’apreés les questions précédentes, on a ainsi :
Card(E) < Card(F)

et
Card(E) > Card(F)

Conclusion : Card(E) = Card(F).

eee0 EXERCICE 6 - NOMBRE DE BIJECTIONS
Soit E un ensemble fini de cardinal n, avec n > 1. Combien existe-t-il de bijections de E dans lui-méme?
Notons ey, ¢e,...,¢;, les éléments de E.
Créer une bijection de E dans E équivaut a :
e associer a e; un élément de E : il y a n choix,
e associer a ey un élément de E autre que celui déja associé a ey :il y a n—1 choix,
e ...

e associer a e, un élément de E : il n’en reste qu'un.

Conclusion : il y a n! bijections différentes de E dans lui-méme.

eeco EXERCICE 7
Soient E, F, G, trois ensembles ainsi que f : E— F et g¢: F — G deux applications. Montrer que :

1. sigo f estinjective, alors f est injective;
Supposons que g o f est injective. Montrons que f est injective.
Soient x,x”. Supposons f(x) = f(x).
En appliquant g, on obtient :

Autrement dit :

Mais comme g o f est injective, on a:

’ Conclusion : f est injective.

2. sigo f estsurjective, alors g est surjective.
Supposons que g o f est surjective. Montrons que g est surjective.
Soit v € G.
Puisque go f est surjective de E dans G, il existe alors x € E tel que
y=gof(x)
Pour un tel x, posons alors z = f(x). On a ainsi :

zeF ; v=g¢(z)

Conclusion : g est surjective

= POUR INFO...
On a méme : si Card(E) =
Card(F), alors il existe une
bijection de E dans F.
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eeeo EXERCICE 8
Soient E et F deux ensembles ainsi que f : E— F et g: F — E deux applications telles que f o go f soit
bijective.
Montrer que f est bijective. En déduire que g l’est aussi.
e Montrons que f est bijective.
o Montrons que f est injective.
Soient x,x” € E. Supposons que f(x) = f(x/).
En appliquant f o g, on obtient :
fogof(x)=fogof(x)

Mais comme f o go f est bijective, elle est en particulier injective, et ainsi :
7
X=x
Conclusion : f est injective.
o Montrons que f est surjective.
Soit y € F. Puisque f o go f est bijective de E dans F, elle est en particulier surjective.
Par conséquent, il existe x € E tel que :
y=fogof(x)
Pour un tel x, posons z = go f(x). Ainsi :
z€E; v=1(2)

Conclusion : f est surjective.

Conclusion : f est bijective.

e Notonsh=fogof.
On a démontré que f est bijective; sa bijection réciproque ™! : F —> E est ainsi bien définie et, on a ainsi :

g=f"lohof!

Mais h est bijective et f~! également. Par conséquent, g est une composée de bijections, elle est donc bijective.

’ Conclusion : g est bijective de F dans E.

eeeo EXERCICE 9
Soient E un ensemble ainsi que f : E — E une application telle que fofof =f.
Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective de E dans E.
Raisonnons par double-implication...
Supposons que f est surjective et montrons qu’elle est injective.
Soient x,x” € E. Supposons que f(x) = f(x).
Puisque f est surjective de E dans E, il existe z,z” € E tels que x = f(z) et x" = f(2').
Pour de tels z,z’, on a ainsi, en appliquant f :

fof(a)=fx)=f(x)=fof(2)
Puis, en appliquant a nouveau f :
fofof(z)=fofof(Z)
Mais fofof =f..Dou:

Autrement dit :

’ Conclusion : f est injective.

Supposons que f est injective et montrons qu’elle est surjective.
Soit vy € E. Puisque fofof =f,ona:
f(fof)=rw

Mais f est injective. D’ou :

En posant x = f(v), on a ainsi :

Conclusion : f est surjective.

eee0 EXERCICE 10 - INJECTIVITE ET IMAGE DIRECTE
Soient E et F deux ensembles, ainsi qu’une application f : E— F.
1. Montrer que pour toutes parties A,Be P(E),ona f(ANB)C f(A)N f(B).
Soient A, B € P(E).
Soient v € f(ANB). Montrons que v € f(A)N f(B).
Puisque v € f(ANB), il existe x € AN B tel que v = f(x).
Mais, pour un tel x, puisque xe ANB,ona:
xX€A ET X€EB
D’ou :
xeA; v=f(x) Er xeB; v=f(x)
Par conséquent :
vef(A) er vef(B)
D'ou :
vef(A)Nf(B)
Conclusion : pour toutes parties A,Be P(E),ona f(ANB)c f(A)N f(B).
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2. Btablir:
(f est injective) <= (¥A,B€P(E), f(ANB)=f(A)N f(B))

Raisonnons pas double-implication...
Supposons : "VA,Be P(E), f(ANB)=f(A)N f(B)". Montrons que f est injective.

Soient x,x” € E. Supposons f(x) = f(x').

Mais f(x) est le seul élément de I’ensemble f({x}) et f(x”) est le seul élément de I’ensemble f({x’}). D’ot :

fllxh) = fF(1x))
Et comme {x},{x’} € P(E), par hypothése, on obtient :
{xf=1{x')

Autrement dit :

Conclusion : f est injective.

Supposons que f est injective. Montrons : "VA,Be P(E), f(ANB)=f(A)n f(B)".
Soient A, B € P(E). Pour montrer que f(ANB) = f(A)N f(B), raisonnons par double-inclusion.
Démontrée dans la question 1..

Soit v € f(A)N f(B). Ainsi :

vef(A) er vef(B)

Par conséquent, il existe x5 € A et xp € B tels que
v=f(xa) BT ¥=f(xp)
D’ou :
f(xa)=f(xp)
Or f est injective. On obtient alors :
XA =XB
Notons x = xp = xg. On a finalement :
xeANB; v=/f(x)

Par conséquent :

vef(ANB)

‘ Conclusion : YA, Be P(E), f(ANB) = f(A)N f(B).

Conclusion : (f est injective) <= (YA, BeP(E), f(ANB) = f(A)N f(B))

o000 EXERCICE 11 - ENSEMBLES DENOMBRABLES EN GROS...

Un ensemble est dénombrable
lorsque I'on peut compter ses
Un ensemble E est dénombrable lorsqu’il existe une bijection de E dans IN. éléments;; autrement dit, les
indexer comme les termes
d’une suite...

On admet qu’il existe une injection d’un ensemble E dans IN, si, et seulement si, E est fini ou dénombrable. Un
tel ensemble est dit au plus dénombrable.

1. Donner un ensemble qui soit au plus dénombrable, mais pas dénombrable; ainsi qu’'un ensemble
qui soit dénombrable mais pas au plus dénombrable.

- . . . — UTILE...
e {1;2} est fini, donc au plus dénombrable, mais pas dénombrable. '
. L X X . B o B . Dans la suite, pour montrer
e IN est en bijection avec lui-méme (via 'identité) : il est dénombrable et infini, donc dénombrable mais qu’un ensemble E est dénom-
pas au plus dénombrable. brable, on pourra, au choix :
2. Démontrer que l’ensemble des naturels pairs est dénombrable. 4 a;‘zuﬂ‘ée&‘éﬁebﬂl\}e&x;]g?
Notons P I'ensemble des naturels pairs et définissons I'application : o trouver une injection de B
filIN — P dans IN et justifier que E n'est
S n o 2n pas fini.

Cette application f est clairement bijective...

Conclusion : 'ensemble des naturels pairs est dénombrable.

3. Démontrer que l’ensemble IN x {0} est dénombrable.
Considérons l'application :
f:] Nx{0} — N
‘ (n,0) +— n

Cette application est clairement bijective...

‘ Conclusion : I'ensemble IN x {0} est dénombrable.

N> — N
(m,n) +— 2M377
Puisque IN? n’est pas fini, pour démontrer qu’il est dénombrable, il suffit de montrer que I'application proposée
est injective.

Soient (m,n),(m’,n’) € N2, Supposons f(m,n) = f(m’,n’). Ainsi :

4. En considérant l'application fr démontrer que IN? est dénombrable.

) 7
2”’13}’1 — 2”1 3”
Dot : , )
~M—m — 371 —n
Or, le seul entier qui est a la fois une puissance de 2 et une puissance de 3 est 1. D’ou :

7 7
m—-m =0; nn-n=0
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Ainsi :
(m,n)=(m’,n’)

Par conséquent, f est injective.

Conclusion : IN? est dénombrable.

. En déduire que si E et F sont deux ensembles dénombrables, alors E x F I'est encore.

Soient E et F deux ensembles dénombrables. Commencons par démontrer qu’il existe une bijection de E x F dans
IN?. La question précédente nous permettra alors de conclure...

Puisque E et F sont dénombrable, il existe deux bijections g: E — IN et h:— IN.

Considérons maintenant I'application :

@: | ExF — IN?
(a,0)  +— (g(a),h(D))
e En manipulant les définitions, on démontre aisément que ¢ est bijective...

e Reprenons f l'application de la question précédente... L'application f o @ est alors la composée de deux
bijections, elle est donc bijective, de E x F, dans IN.

Conclusion : si E et F sont deux ensembles dénombrables, alors E x F 1’est encore.

f:1%Z — N
. En considérant I'application PN 2n sin>0 ,démontrer que Z est dénom-
-2n—-1 sin<0
brable.
Commengons par remarquer que, pour tout ne€Z: f(n)>0 < n>0.
Puisque Z n’est pas fini, pour démontrer qu’il est dénombrable, il suffit de montrer que I'application proposée
est injective.
Soient n,n” € Z. Supposons que f(n) = f(n’). Puisque f(n) = f(n’), les nombres f(n) f(n’) sont nécessairement
de méme signe.
e Premier cas:si f(n) et f(n’) sont positifs ou nuls.
D’apres la remarque initiale, on a ainsi n,n” > 0, et donc, I'égalité f(n) = f(n’) donne :
2n=2n
D’ou
n=n’
e Deuxiéme cas:si f(n) et f(n’) sont strictement négatifs.
D’aprés la remarque initiale, on a ainsi n,n” <0, et donc, I’égalité f(n) = f(n’) donne :
“2n-1=-2n"-1

D’ou

Dans tous les cas, on a obtenu :

Par conséquent, f est injective.

’ Conclusion : Z est dénombrable. ‘

7.a. Justifier que Q est dénombrable.
Puisque Q n’est pas finir, pour démontrer qu’il est dénombrable, il suffit de trouver une injection de Q
dans IN.

Pour cela, considérons alors 'application :

[OF

33

—  ZxN*
—  (m,n)
e L'application ¢ est évidemment injective... Mais on sait, d’apres les questions précédentes, que Z

et IN* sont dénombrables. Ainsi, d’apres la question 5., Z x IN* I’est également. Notons donc 1 une
bijection de Z x N* dans IN.

Par conséquent, I'application { o ¢ est une composée de deux injections, elle est donc injective, de Q
dans IN.
Conclusion : Q est dénombrable.

7.b. Démontrer que Q; n’a pas de plus petit élément; puis en déduire qu’il n’existe pas de suite
croissante (g,) de rationnels, tels que Qf = {g,, / n € N}.
e Par I'absurde, supposons que Q} posséde un plus petit élément, noté a.
Puisque a > 0, on obtient : a > % > 0. Mais, a € Q, donc il existe (m,n) € Z x IN* tel que a = %
. .oa_m
Ainsi : 3=, eqQ...
On a obtenu :

a a
>—>0,; —€
73 7 €@

. a 214 . .
Par conséquent, 3 est un élément de QF, strictement plus petit que a : absurde!

’ Conclusion : Q n’a pas de plus petit élément. ‘

e Par I'absurde, supposons qu'il existe une suite croissante (g,,) de rationnels, tels que Qf ={g,, / n €
IN}.
Puisqu’une suite croissante est minorée par son premier terme, gg serait le plus petit élément de
Q... Ce qui contredit le point précédent.

’ Conclusion : il nexiste pas de suite croissante (g,) de rationnels, tels que QF = {g, / n € N}. ‘

= RAPPEL... ———————
*:2={%/(m,n)er]N*}.
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8.

8.a. Donner une bijection de ]0;1[ dans R.

La fonction fx +— ln(—

), définie sur ]0; 1[, convient...

8.b. IR est-il dénombrable?

Par 'absurde, supposons que R est dénombrable.

Puisqu’il existe une bijection de ]0;1[ dans R, I'intervalle ]0;1[ est également dénombrable. Notons
alors x1,x7,... les éléments de ]0; 1] et considérons les écritures décimales (éventuellement) infinies de

ces réels.

Définissons maintenant a le réel de ]0; 1[ par : pour tout k € IN¥, la k-ieme décimale de a est

e soit 7 sila i-ieme décimale de x; est différente de 7,
e soit 0 silai-ieme décimale de x; est égalea 7
De cette facon, le réel a est bien dans |0;1[ mais également :

YkelN, a=xi

Ce qui contredit le fait que ]0; 1[={xy / k € IN}.

Conclusion : ]0; 1[ n’est pas dénombrable, et R non-plus.

eeee EXERCICE 12 - THEOREME DE CANTOR-BERNSTEIN

Le but de 'exercice est de démontrer le théoreme de Cantor-Bernstein : si E et F sont deux ensembles tels
qu’il existe une injection de E dans F et une injection de F dans E, alors il existe une bijection de E dans

F.

Considérons deux ensembles E et F ainsi que f : E— F et g¢: F — E deux injections.

On définit également :

Ag=g(F) ; YnelN, Apsr =(gof)(A,) 5 B= ] Ay
nelN

1. Construction de l'application.

1.a. Démontrer que pour tout x € B, il existe un unique z € F tel que x = g(z). On notera @(x) = z.

e Unicité.

['unicité d’un tel z découle immédiatement de I'injectivité de g.
e Existence.

Soit x € B.

D’apres les lois de Morgan, on a :

B= ﬂ A
nelN

VnelN, xe A,

Ainsi :

En particulier :

xeAg=g(F)

Par définition, il existe alors z € F tel que x = g(z). D’ou l'existence recherchée.

Conclusion : pour tout x € B, il existe un unique z € F tel que x = g(z). On notera @(x) = z.

1.b. SixeB,on pose @(x) = f(x).
Démontrer que l’'on a ainsi bien défini une application ¢ de E dans F.
Par définition de la famille d’ensembles (A,),eN, ona:
VnelN, A, CE

Par conséquent :
BCE

Et puisque (B,B) est une partition de E, I'application ¢ est entiérement définie sur E par la donnée
de @(x) pour x € B (dans I"énoncé de la question 1.b.) et de ¢(x) pour x € B (défini dans la question

précédente).

Conclusion : @ est bien une application, définie sur E, a valeurs dans F.

2. Injectivité de .

2.a. Démontrer que @ et P sont injectives.

e Pour @ :
Soient x,x” € B. Supposons que @g(x) = @p(x’).
Mais x,x” € B, donc Qp(x) = f(x) et q)lﬁ(.\‘) = f(x). D’ou :

Et par injectivité de f sur E, on obtient :

Conclusion : g est injective.

e Pour B

Soient x,x” € B. Supposons que Pplx) = (PE('\',)-
D’ou, en appliquant g :

g(eg(0) = g(wp())

— Pourquoi?

R est dénombrable, il existe
donc une bijection ¢ : R —

( IN. Mais alors, la fonction @o f

(ou f est la bijection exhibée
a la question 8.a. est bijective,
de ]0;1[ dans IN...

— % SUBTILE... %

4 Cette construction garan-

tit que pour tout k € IN*, la
k-iéme décimale de a est dif-
férente de la k-iéme décimale
de x... Par conséquent, a est
différent de tous les x.

IMPORTANT!

L'unicité de ce z est fonda-
mentale pour pouvoir écrire
@(x) = z. C’est bien parce-que,
pour tout x, ce z est unique,
qu’on peut créer une fonction
qui a x associe ce z.

— VOCABULAIRE
Une partition d’un ensemble
E est une famille (Aj)jey de
sous-ensembles de E telle
que :
e les A; sont d eux a deux
disjoints

o Jai=k

ielN
1 RAPPEL...
¢p: | B — F

X — ¢x)
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Mais, puisque x € B, (PIE(X) est 'unique solution de I’équation x = g(z); par conséquent, g((pg(x)) =
x. De méme : g(npg(x’)) =x’. On obtient finalement :

/
X=X

Conclusion : Pyp est injective. ‘

2.b. Soient x € B et p € B tels que @(x) = ¢(v). Démontrer que x = (g o f)(1).
Puisque x € B, ¢(x) = ¢g(x), et donc, par définition :
g(og(x) =x
Mais, puisque ¢(x) = (), on a ainsi :
g(e(v)=x
Or, v € B. Donc @(v) = f(v)...
Conclusion: go f(v) = x.

2.c. En déduire que @ est injective.
Soient x,x” € E. Supposons que ¢(x) = ¢(x”). Trois cas se présentent :
e Premier cas: x,x’ €B.
On obtient ainsi x = x’, par injectivité de ¢g.
e Second cas:x,x’ € B.
On obtient ainsi x = x’, par injectivité de g

e Troisiéme cas : quitte a échanger x et x’, on considére que x € B et x’ € B.
Puisque x" € B, il existe n e N tel que x € A,. Notons ng un tel entier.
Mais, d’apres la question précédente :
x=gof(x)
Donc:
xeg of(AnO)
Or, par définition de la suite (A,), go f(Ay,) = Ayy41. Par conséquent :

Xe AH0+1

erAn:B

nelN

Et ainsi :

Ce qui est impossible puisque x € B.
Par conséquent, il est impossible que ¢(x) = ¢(x’) dans le cas oit x € Bet " € B.

Conclusion : ¢ est injective.

3. Démontrer que @ est surjective.
Soit v € F. Ainsi, g(v) € E.
e Premier cas:sig(y) € B.
Dans ce cas, il existe n € IN tel que g(v) € A,,. Notons ¢ un tel entier.

© Remarquons que, nécessairement, nq # 0.

En effet, si c’était le cas, alors on aurait g(v) € g(F). Mais y € F, donc g(v) € g(F). Absurde!
¢ Ainsi, puisque ng > 1, ona Apy =go f(Ay,-1).
Mais g(y) € Ay, d'ou :
gw)egof(Any-1)
Par conséquent, il existe x € Ay tel que g(v) = g o f(x). Pour un tel x, on a ainsi :

3w =g(f(x)
Et, par injectivité de g, on a:
y=/ ()
Enfin, puisque x € Apy-1,0naxeB, et dans ce cas, f(x) = @(x).
Conclusion : nous avons trouvé un x € E tel que v = ¢(x).

e Second cas:si g(y) € B.
D’apreés la question 1.a., il existe alors un unique z € F tel que g(v) = g(z), avec z = ¢(g(v)).
Mais, par injectivité de g, puisque g(v) = g(z), on obtient :
INTERESSANT...
¥ =2=0¢(g)) Nous avons fait plus que
démontrer 'existence d'une
application bijective entre E

Conclusion : dans tous les cas, v posséde un antécédent dans E par . et F: nous en avons trouvé
une!

Conclusion : nous avons trouvé un x € E (x = g(v)) tel que v = ¢(x).

Conclusion : 'application ¢ est surjective.
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