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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 11

APPLICATIONS...

000 EXERCICE 1 - IMAGE DIRECTE
Dans chaque cas, déterminer f(A).
1. f:x»—>x2+1,A:[0;1]
2. f:x+—>x2+1,A:[—3;2]

X
3. f:x —, A=R"
f “_)x+1

4 f:xr—xe ¥, A=R

ee00 EXERCICE 2 - BECTION ET BIJECTION RECIPROQUE
Dans chaque cas, montrer que f est bijective de son ensemble de départ dans un ensemble a déterminer, puis donner l’expression de
sa bijection réciproque.

fi|R" — R

1. x2
X _
1+x2
f:/lR — R
2. e¥+2
X — _
e*,\
3 fi][-2+0] — R

X — xP+dx+1
f:/R — R

4, eX—e

* 2

!

ee00 EXERCICE 3 - SUR D’AUTRES ENSEMBLES...
Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives de leur ensemble de départ dans leur ensemble d’arrivée?

L [N — N s ] R — R
nor— ol (vy) — (x+px-9)
f:|lzZ — Z
2 n +— n+l 6 f: RZ — RZ
; f|R — R’ ’ X o (x+p,xp)
' x —  (xX)
L f| RS R | PE — PE)
’ (%,y) — x+v ' A — A

o000 EXERCICE 4 - VRAI OU FAUX
1. La composée de deux injections est une injection.
2. la composée de deux surjections est une surjection.

3. La somme de deux bijections est une bijection.

000 EXERCICE 5 - BUECTION & CARDINAL
Soient E et F deux ensembles finis et f : E— F une application. Comparer les cardinaux de E et F dans les cas suivants :

1. f injective,
2. f surjective,

3. f bijective.

eee0 EXERCICE 6 - NOMBRE DE BIJECTIONS
Soit E un ensemble fini de cardinal #, avec n > 1. Combien existe-t-il de bijections de E dans lui-méme?

eeco EXERCICE 7
Soient E, F, G, trois ensembles ainsi que f : E— F et ¢: F— G deux applications. Montrer que :

1. si go f estinjective, alors f est injective;

2. sigo f estsurjective, alors g est surjective.
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EXERCICE 8
Soient E et F deux ensembles ainsi que f : E — F et g¢: F — E deux applications telles que f o g o f soit bijective.
Montrer que f est bijective. En déduire que g l'est aussi.

ExErcice 9
Soient E un ensemble ainsi que f : E— E une application telle que fo fo f =f.
Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective de E dans E.

ExeErcIcE 10 - INJECTIVITE ET IMAGE DIRECTE
Soient E et F deux ensembles, ainsi qu’une application f : E— F.

1. Montrer que pour toutes parties A,Be P(E),ona f(ANB)C f(A)N f(B).

2. Etablir:
(f est injective) <= (VA,BeP(E), f(ANB) = f(A)N f(B))

ExERCICE 11 - ENSEMBLES DENOMBRABLES

Un ensemble E est dénombrable lorsqu’il existe une bijection de E dans IN.

On admet qu’il existe une injection d’un ensemble E dans N, si, et seulement si, E est fini ou dénombrable. Un tel ensemble est dit au plus
dénombrable.

1. Donner un ensemble qui soit au plus dénombrable, mais pas dénombrable; ainsi qu’'un ensemble qui soit dénombrable mais
pas au plus dénombrable.

2. Démontrer que I’ensemble des naturels pairs est dénombrable.
3. Démontrer que I'ensemble IN x {0} est dénombrable.
f N’ — N
(m,n) +— 2M3"°
5. En déduire que si E et F sont deux ensembles dénombrables, alors E x F l’est encore.

f:l%Z — N
6. En considérant 'application . { 2n sin>0 ,démontrer que Z est dénombrable.

4. En considérant I'application démontrer que IN? est dénombrable.

" 2n—1 sin<0

7. 7.a. Justifier que Q est dénombrable.

7.b. Démontrer que Qf n’a pas de plus petit élément; puis en déduire qu’il n’existe pas de suite croissante (g,,) de rationnels,
tels que Qf ={g,, / n € IN}.

8. 8.a. Donner une bijection de ]0;1[ dans R.
8.b. R est-il dénombrable?

eeee EXERCICE 12 - THEOREME DE CANTOR-BERNSTEIN

Le but de I'exercice est de démontrer le théoréeme de Cantor-Bernstein : si E et F sont deux ensembles tels qu’il existe une injection de
E dans F et une injection de F dans E, alors il existe une bijection de E dans F.

Considérons deux ensembles E et F ainsi que f : E— F et g: F — E deux injections.

On définit également :

Ag=g(F) 5 YnelN, Anyr =(gof)(An) 5 B=| A,
nelN
1. Construction de l’application.
1.a. Démontrer que pour tout x € B, il existe un unique z € F tel que x = g(z). On notera @(x) = z.

1.b. SixeB, on pose @(x) = f(x).
Démontrer que l'on a ainsi bien défini une application ¢ de E dans F.

2. Injectivité de .
2.a. Démontrer que @ et g sont injectives.
2.b. Soient x € Bet v € B tels que ¢(x) = ¢(v). Démontrer que x = (g o f)(v).
2.c. En déduire que @ est injective.

3. Démontrer que ¢ est surjective.
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