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EXERCICES DU CHAPITRE 12
PROBABILITE’ZS ET VARIABLES ALEATOIRES EN UNIVERS FINI

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

ee0o EXERCICE 1 - VRAI OU FAUX?

1. On lance une piéce et, pour tout n € IN*, on note A,
premiers lancers". On a ainsi: Yn € IN¥, A, C A,
VRAI
Soit n € IN*. Démontrons que A, C Ay.

: "on n'obtient que des PILE pendant les n

Soit w € Ayy1. On peut ainsi assimiler w a un co-uplet dont les n+ 1 premiéeres composantes sont PILE. En
particulier, les n premiéres composantes de w sont PILE.
Par conséquent w € A,,.

2. On lance une piéce et, pour tout n € IN¥, on note A, : "on n‘obtient au moins un PILE pendant les
n premiers lancers". On a ainsi: Yn e IN¥, A, ;1 CA,.
FAUX
Soit n € IN*. Considérons w = (F,F,....,F,P,%%,...) un co-uplet dont les n premiéres composantes sont FACE. On

a bien w € A, ;1 et pourtant, ® € A, puisque w ne contient aucun PILE sur ces n premiéres composantes.

3. Si A et B sont deux événements, alors P(ANB) <P(A).
VRAI
Si A et B sont deux évenements, alors ANB C A; et par croissance de P, on a : P(ANB) <IP(A).

4. Deux événements A et B sont incompatibles si, et seulement si, A C B.
VRAI

Soient A et B deux événements. Il s’agit de démontrer une équivalence, raisonnons par double-implication.
Supposons que A et B sont incompatibles. Soit w € A. Montrons que w € B.
Par 'absurde, supposons que w € B. Dans ce cas, puisque w € A, on aurait w € ANB. Mais ANB =0 :
absurde! B
Par conséquent : w € B, autrement dit w € B.
Supposons que A C B. Ainsi: ANBCBNB=a.
D'ou: ANB=@: A et Bsont incompatibles.

5. SiANBNC =@, alors au moins une des trois intersections AN B, ANC, BN C est vide.
FAUX
Considérons 'expérience consistant a lancer un dé a quatre faces numérotées de 1 a 4 et a observer la face du
dessous. Prenons les évenements : A = {1;2}, B={2;3} et C={1;3}. On a bien ANBNC = g, et pourtant, aucune
des trois intersections ANB, ANC, BN C n'est vide.

000 EXERCICE 2 - TEST DE DEPISTAGE

On considere une population touchée par une maladie affecte une personne sur 100. Un test de dépistage
est proposé dont voici les caractéristiques :

e sensibilité a 95 % : 95% des personnes malades ont un test positif
e spécificité a 99,9 % : 99,9% des personnes saines ont un test négatif
Discuter de la fiabilité du test en déterminant les deux valeurs suivantes :
e valeur prédictive positive (pourcentage de malades parmi les tests positifs)
e valeur prédictive négative (pourcentage de non malades parmi les tests négatifs)
On choisit un individu au hasard dans la population et on considere les événements :
e M : "un individu, choisi au hasard, est malade"
e T :"un individu, choisi au hasard, a un test positif"
Les données de I’énoncé fournissent ainsi :
P(M) =
On cherche les probabilités suivantes :
Pr(M) ; Px(M)
e Calcul de IP(T).
D’apres la formule des probabilités totales, avec (M, M) comme systeme complet d’évenements, on a :

P(T) = PMNT)+PM QT) J P(M) et IP(M) sont non nulles
= ]P(I\i)]PI\,[(T)+]1-’(I\/I)]PW(T)
1 95 99 1

100
950+ 99
1
4

— PETITE REMARQUE

On peut rédiger autrement,
avec une rédaction un peu
moins mathématiques, mais
tout a fait correcte :
Supposons 1’événement A4
réalisée. Alors on n’a obtenu
que des PILE sur les n+1 pre-
miers lancers. En particulier,
les n premiers lancers ne sont
également que des PILE. Et
donc I’événement A, est réa-
lisé.

Dou: Apy) CA,.

o

PETITE REMARQUE
On utilise ici la propriété
3 du chapitre 7... mais on
pourrait également raisonner
par I'absurde en considérant
un élément dans ANB...

IMPORTANT!
Une expérience aléatoire, c’est
deux choses : une action et
une observation.

v RIGUEUR!
On justifie que les probabili-
tés conditionnelles ont bien
du sens...
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e On en déduit :

et:

P(MNT)
P(T)
950
1002
1049

105
950

1049

Pr(M) =

P(MNT)
P(T)

99 x 999
103
10°-1049
103
99 x 999
103 - 1049

Conclusion : VPP ~90,09% et VPN ~99,94%

PETITE REMARQUE

ecoo EXERCICE 3

Un couple de parents a deux enfants dont vous ignorez le sexe. On suppose qu’il y a équiprobabilité
pour qu’un enfant soit une fille ou un garcon. On considére les événements :

o A:'les deux enfants sont de sexes différents"

e B:'"l'ainé est une fille"

e C:'"le cadet est un garcon"

Montrer que les évenements A,B,C sont deux a deux indépendants. Sont-ils mutuellement indépen-

NE)+P(F NG)

A=(GNE)U(F NGy)

(Frn L’7-)) par incompatibilité de G| NF, et F N Gy

J par indépendance de Fj et Fp

dants?
Notons, pour k € {1;2}, F; I’événement "le k-iéme enfant est une fille".
e Ona:
D’ou :
PA) = P((GNF)U
= PG
1 1
= —4—
4 4
B 1
T2
[ )
[ )

e On aaussi:

D’ou :

Par conséquent :

A et B sont indépendants.
e Onaaussi:

D’ou :

Par conséquent :

A et Csont indépendants.

e Onaaussi:

D’ou :

Par conséquent :

B et C sont indépendants.
e Enfin:

D'ou :

1
P(ANB)=;

P(ANB) = P(A) x P(B)

ANC=F NGy

ANBNC=F NG,

1
P(ANBNC) = 1

Les valeurs approchées se-
raient données.

15 RAPPEL...
Si A et B sont indépendants,
alors il en est de méme de A
et B, mais aussi de A et B.

PETITE REMARQUE

On remarque que ANB =
ANnC=BnC.
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Par conséquent :

P(ANBNC) = P(A) x P(B) x P(C)

Les événements A, B, C ne sont pas mutuellement indépendants; ils sont deux a deux indépendants, mais pas

trois a trois indépendants.

000 EXERCICE 4 - PROBABILITES & SUITES

On considere une urne U contenant deux boules blanches et une boule noire; ainsi qu'une urne V conte-
nant une boule blanche et trois boules noires, toutes indiscernables au toucher. On effectue une succes-

sion

de tirages avec remise d’une boule dans ces urnes comme suit :

e le premier tirage a lieu dans l'urne U,

e sil’on pioche une boule blanche lors d’un tirage, le tirage suivant s’effectue dans I'autre urne,

e sil’'on pioche une boule noire lors d'un tirage, le tirage suivant s’effectue dans la méme urne.

Pour n € IN¥, on note Uy, I’événement : "le n-iéme tirage s’effectue dans I'urne U" et u,, = P(Uy).

1.

Calculer uj.

sait ¢ e premier tirage s’effec ans 1’ e U. Pa équent, U, est réalisé si, et seulement si, ire
On sait que le premier tirage s’effectue dans I'urne U. Par conséquent, Uy est réalisé si, et seulement si, on tire
une boule noire dans I'urne U.

D’ou :
P(U : P(Uy) ’
(Up) = 3 (Uz) = 3
Enfin, d’apres la formule des probabilités totales, avec (UZ,LTZ) comme systeme complet d’évenements, on a :

us = P(U3)
= P(UynU;z)+P(Uy;NU;3)
= P(Uz) x Py, (Us) + P(Uz) x P(Us

) J P(U;) et P(U;) sont non nulles

11 2 1
= —x —4 —x —
3737371
11
= —+ =
975
5
BT

Soit 1 € [2;+0co]. On admet que P(U,) et P(U,) sont non nulles. Donner les valeurs de Py, (Uns1)
et Pg-(Uny1):

e Supposons I'évenement U, réalisé. Dans ce cas, '’événement U, est réalisé si, et seulement si, on tire
une boule noire dans I'urne U.
Par conséquent :

1
D —
F U”(UJ'H»I )= g
e Supposons I'évenement U, réalisé. Sous cette hypothese, I’évenement U, se réalise si, et seulement si,
on tire une boule blanche dans I'urne V.
Par conséquent :

1
Pg,(Uni1) = 5
Etablir une relation de récurrence d’ordre 1 sur la suite () e+
Soit n € IN*.
e Sin>2. D’apréslaformule des probabilités totales, avec (U, U,) comme systéme complet d’événements,
ona:
Un+1 P(Up+1)

- ) J U, NnU —
P(Uy N Ups1) + P(Up N Upp) J P(U,) et P(Uy) sont non nulles car n > 2

= >(U > (U P(U,,) x P—(U
P(Up) x Py, (Uns1) + P(Up) x I L,',,(L”H) J d’apres la question précédente

1 1
= 5“»1*1(1*“”)
1 1
U+ =
2"ty
. . L.
e Mais, on sait que u] =1 et up = —. Ainsi:
J
1 1
—uU +—-=u
A

Par conséquent, la relation établie au point précédent est encore valable si n=1.

1
Conclusion : Vn e IN*, u = —U,+ —
n+1 12Ty

Déterminer le terme général de la suite (u,)eN+-
La suite () e+ est ainsi une suite arithmético-géométrique... On met en place la méthode habituelle.

e SoitxeR.Ona:
3

= x= —
11

5 POUR INFO... ——
< En général, I'énoncé ne men-
tionne pas le fait que P(Uy)
et IP(U,) sont non nulles. Si
besoin, on admettra que c’est

bien le cas.

% SUBTILE... %
Nous allons devoir utiliser la
FPT, puis les proba condition-
nelles. Or P(Uj) = 0... Nous

devons donc distinguer deux
cas!

' REFLEXE!
On pense a la FPT carily a
plusieurs facons d’arriver a
Up41 @ en passant par U, ou

par Uy...

= POUR INFO... ————

Ce sera toujours le cas... mais
si l'on veut faire les choses
proprement, la disjonction de
cas est nécessaire.

4
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e Soit n€IN*. On a ainsi :

3_1 03 1
11’121X11 4
Up+] IZM”+1

D’ou, en soustrayant les deux lignes :

Par conséquent, la suite

Up

3 1 3
e =77 = 73 (= 7
3
1

, L . 1 . 8
) est géométrique de raison — et de premier terme u] — — = —.
nelN* 12 1 11

o

11

PETITE REMARQUE

Sinon, on introduit la

suite (v) e+ définie par:

VnelN*, v, = uy - IR Puis
on montre que (vy),eN* est
géométrique...

X ATTENTION!

Ea suite débute au rang 1, pas
0!l

S . 3 81\
Conclusmn:v’ne]N,un:f+f(i) )
1 11\12

o000 EXERCICE 5 - PROBABILITES & SUITES
Deux joueurs A et B jouent aux échecs. Le joueur B gagne la premiere partie. Ensuite, la probabilité que

3
A remporte la partie sachant qu’il a remporté la précédente est de 3 alors que la probabilité que B

. e , - 1
remporte la partie sachant qu’il a remporté la précédente est de —.

1. Sila troisieme partie est remportée par A, quelle est la probabilité qu’il ait également remporté la
deuxiéme partie?
Notons, pour tout k € IN*, Ay I'évenement "le joueur A remporte la k-ieme partie”. On cherche alors P a4 (A).
e Onsait que la premiére partie a été gagnée par le joueur B. Par conséquent, A est réalisé si, et seulement
si, le joueur B perd la deuxiéme partie.

D'ou :
P(A2) : P(A;) !
a2)= 5 2)= 5
e Puis, d’apres la formule des probabilités totales, avec (Az,g) comme systeme complet d’événements,
ona:

P(A3) = P(A2NA3)+P(A;NA3)

J P(A,) et P(A5) sont non nulles

= P(A2) xPa,(A3) + P(A) x Pi(A3)

2 A,
1 3 1 1
= —X -+ =—x =
25 2 2
- 11
T2
e On en déduit :
> TP(AZQAﬂ
I :'\3("\2) = P(A3)
J
3
_ 10
11
20
- 6
T
6
Conclusion : Pay(Ag) = i

2. On note, pour tout n € IN¥, p, la probabilité que A remporte la n-iéme partie. Déterminer le terme
général de la suite (p,)peN+-

e Soit n € IN*.

o Sin>2. Dapres la formule des probabilités totales, avec (A,, A,;) comme systeme complet d’éve-
nements, on a:

p(Ant1) -
= P(AyNAp)+P(A; N AzL)

Pn+1
J P(A,) et P(A,) sont supposées non nulles
= P(Ay) XIP;\”(A)HI)"'IP(E) x PE("—\YHLI)

3 1 !
= gpn + 5( —Pn)
1 1
BT
. . L.
© Mais, on sait que p; =0 et pp = 5 Ainsi

1 1
oy + —=p>
oPtt7=r2
Par conséquent, la relation établie au point précédent est encore valable si n = 1.

1

1
Conclusion : Yn e IN%, p, 1 = ToPnt s

e La suite (py,)neN+ est ainsi une suite arithmético-géométrique... On met en place la méthode habituelle.

% SUBTILE... %k ———————

Nous allons devoir utiliser la
FPT, puis les proba condition-
nelles. Or P(A1) = 0... Nous
devons donc distinguer deux
cas!

mREFLEXE! —————

On pense a la FPT carily a
plusieurs fagons d’arriver a
Ap41 @ en passant par A, ou

par Ay...

— PETITE REMARQUE
e On doit supposer P(A) et
P(Ay) non nulles (quand n >
2) car ce n'est pas mentionné
dans I’énoncé...

e On ne justifie pas les va-
leurs des probas condition-
nelles ici, c’est identique a ce
qui a été fait lors de la ques-
tion 1., c’est simple et ¢a ne
fait pas l'objet de la question!

— % POUR INFO...

o

Ce sera toujours le cas... mais
4 sil’'on veut faire les choses
proprement, la disjonction de
cas est nécessaire.
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¢ SoitxeR.Ona:

1 5
— X+ &= x=—
10 2 9
o Soit n € IN*. On a ainsi : PETITE REMARQUE
é - L é N l Sinon, on introduit la suite
9 10 9 21 (vn)new+ définie par5:
o - v * = — —. Pui
P+l = 7Pt 5 n €N, vy = py — 5. Puis

on montre que (vy),eN* est

2N . . , aq suiv 13 Sg - 4 Aprd
D’ou, en soustrayant les deux lignes : géométrique...

=75 (e23)
Pnel =g = 10 Pn 9
. . 5 L . 1 . 5

Par conséquent, la suite (pn - 5) est géomeétrique de raison 0 et de premier terme pj — 3=
1€IN*

- X ATTENTION! ———
93 . Ea suite débute au rang 1, pas

() "

0000 EXERCICE 6 - PROBABILITES & SUITES
On dispose d’un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6 et de 2 pieces A et B ayant chacune un c6té
PILE et un c6té FACE. Un jeu consiste a lancer une ou plusieurs fois le dé. Apres chaque lancer de dé, si
I'on obtient 1 ou 2, alors on retourne la piece A, si l'on obtient 3 ou 4, alors on retourne la piéce B et si
l'on obtient 5 ou 6, alors on ne retourne aucune des deux pieces. Au début du jeu, les 2 piéces sont du
coté FACE.

Pour tout entier naturel n, on note :

Conclusion : Yn e N¥, p, =

o U
o‘_

e A, l'événement : "a l'issue de n lancers de dés, les deux piéeces sont du c6té FACE"

nx

e B, I'événement : "a I'issue de n lancers de dés, une piece est du coté PILE et 'autre c6té FACE"
e C, l'événement : " a l'issue de n lancers de dés, les deux piéces sont du coté PILE"
De plus on note, pour ne€ N : a,, = P(A,); b, = P(B,) et ¢,, = P(Cy).
1. Donner les probabilités ag , bg et ¢ ; puis calculer ay, by et cy.
e Initialement, les deux pieces sont coté FACE, donc :
ap=1; bg=0; cpg=0

e Puisque les deux pieces sont initialement coté FACE, I’événement A est réalisé si, et seulement si, on
obtient 5 ou 6 au lancer de dé. D’ou, le dé étant équilibré :

1
a1 =P(A])==
1 (A1) 3
Egalement, I’évenement B est réalisé si, et seulement si, on obtient 1,2,3, ou 4 au lancer de dé. Ainsi :
2
b1 = =
3
Et I’évenement C; ne peut étre réalisé :
c1=0

1
2. Justifier que pour toutn€ N, ona Pp (A1) = .

Soit n € IN. Supposons I’événement A, réalisé (donc de probabilité non nul).
Dans ce cas :

Ay estréalisé  si, et seulement si, aucune piece n'est retournée lors du n + 1-ieme lancer
si, et seulement si, on obtient 5 ou 6 au n+ 1-ieme lancer

D’ou, le dé étant équilibré :
1
Pa,(An+1) =3

. 1
Conclusion : pour tout € N, ona Py, (Apy1) = 3

3. Pour tout entier naturel n, exprimer ¢, en fonction de a, et b,.
Soit n € IN. Puisque (A, B,;,C;,) est naturellement un systeme complet d’événements, on a :

ap+by+c,=1

% SUBTILE... %k ——————

Nous allons devoir utiliser la
FPT, puis les proba condition-

Conclusion:VnelN, ¢, =1-a,-b,.

2 1. . 1 2 nelles. Or P(C C
4. En déduire que, pour tout entier naturel n, b4 = —gbn +3 Nous devoni doo)nc dl(stllrzguer
4
Soit n € IN. des cas!
e Sinx>2:

D’apres la formule des probabilités totales, avec (A, B, C;) comme systéeme complet d’évenements, on
a:
bpr1 = P(Bpy1)
= ]P(AVIOBIH»])+IP(BHHBVH>I)+P((—’P‘IQB/H»

on suppose P(A,), P(By) et P(Cy) non nulles quand n > 2
= PAyP A-\H(BVI+1)+HB,7<B?Z+1)+H C, (Bnst1) J

J analogue a la question 2.

2
- ;fﬂ% w+§f~2 , Jcarcn=1-a,~by
= ?ﬂr7+*bn+* ap ?bn
3 3 3 3 3
1 2
= T3ints
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e Sinef0;1}.

o Sin=0: | 5
—bhg+====b
370737377
o Sin=1:
-1 2 -2 6 4
— 01 + =—+ ===
3 3 9 9 9

Or, d’apres la formule des probabilités totales avec (A, By, Cy) comme systéeme complet d’évene-
ments,on a:

by P(B;)
= P(AINB)+P(BrNB)+ P(CiNB2) ) p,ccy et P(Cy) =0, done P(C; nBy) =0
= P(A1NBy)+P(B1NBy) J P(A;) et P(By) sont non nulles
= P(A])P4, (By)+P(By)Pp, (B2)
_ 12 21
33 33
-
9
Par conséquent, on a bien :
-1 2
—by+=-=b
3 17372
Conclusion : la relation établie est encore valable quand n € {0;1}.
. . 1 2
Conclusion : pour tout entier naturel n, b,y = -3 b, + 3

5. Ecrire une fonction Python qui prend un entier naturel 7 en argument d’entrée et renvoie la valeur
de b, en sortie.

def suite_b(n):
b=0
for k in range(1,n+1):
b=-1/3xb+2/3
return b

oW N

o

6. Déterminer le terme général de (b,,) puis en déduire sa limite. Interpréter le résultat.
La suite (b,) est arithmético-géométrique... Méthode habituelle.

Conclusion: VnelN, b ! 1(_1)74
usion : vn=5-5(5)-

. -1 P - s . 1
Puisque — €]-1;1[, on a ainsi lim (—): 0,dou: lim b, =—.
3 n—+oo\ 3 n—+co 2
Au bout d’un grand nombre de répétition de I'expérience, il y aura 1 chance sur 2 qu’a chaque étape, une piece

soit coté PILE et 'autre coté FACE.

0000 EXERCICE 7 - PROBABILITES, SUITES & MATRICES

1. Calcul matriciel. On considére les deux matrices :

1 1/2 1/4 1 1 1
M=|0 1/2 1/2| et Q=0 -1 =2
0 0 1/4 0 0 1

l.a. Justifier que la matrice Q est inversible puis déterminer Q_l.
Q est triangulaire a coefficients diagonaux non nuls, elle est donc inversible.
De plus, en mettant en place l'algorithme du pivot de Gauss, on trouve Q7 '=q.

Conclusion : Q est inversible et Q_l =Q.

1.b. Calculer la matrice QMQ. On notera D la matrice obtenue.

Conclusion: D=QMQ =

1 0 0
0 172 0 ]

0 0 1/4

1l.c. Justifier que M = QDQ puis démontrer que : Yn € N, M" = QD"Q.

e On sait que D= QMQ. Ainsi, QDQ = Q*MQ?. Mais Q =Q~!, donc Q% =15...

Conclusion : M = QDQ.

e Par récurrence...
o Initialisation. Pour n=0:
QD%Q = QI5Q = Q% =1=M": I'initialisation est vérifiée.
o Hérédité. Soit n € IN fixé. Supposons que M" = QD"Q et montrons que M"*! = QD" Q.

Ona:
Ml M x M" o ) o
—  QDQxQD"Q par hypothese de récurrence et premier point
— QDLD'Q JearQi=ls
_ QD"H Q

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : YneIN, M" = QD" Q.
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2. Etude d’une expérience aléatoire. On dispose de 2 pieces de monnaie équilibrées et on effectue
des lancers successifs selon le protocole suivant :

e al’étape 1, on lance les 2 pieces,
e al’étape 2, on lance les pieces ayant amené PILE a I’étape 1 (sil en existe),
e al’étape 3, on lance les pieces ayant amené PILE a I'étape 2 (s’il en existe),
et ainsi de suite. On suppose que les lancers successifs éventuels d’'une méme piéce sont indépen-

dants et que les deux piéces sont indépendantes I'une de l'autre.
On considére, pour tout entier naturel n non nul, les événements :
e A, :"obtenir 0 PILE a I'étape n"
e B, :"obtenir 1 PILE a lI'étape n"
e C, : "obtenir 2 PILE a I’étape n"
et on note a, = P(A,), b, =P(B,) et ¢, = P(C,).
2.a. Calculer ay, by et cy.
Al’étape 1, on a encore 2 pieces... Les issues possibles sont alors : (P, P), (P, F), (F,P) et (F, F). Et puisque

les pieces sont équilibrées, ces issues sont équiprobables.
D’ou immeédiatement :

a =PA) =PRI = 5 b =PB1)=PUPEHEPN =3 5 1 =P(Cy)=P((P.P) = |

1 1 1
Conclusion : a) = T by = 3 etcp = T

2.b. Soit n € IN*. Déterminer les trois probabilités conditionnelles P5, (Ayy1), Pp, (Apsq) et
IPCn (Aps1)-
° PA,, (Aps1)
Supposons A, réalisé : a I’étape n, aucun PILE n’a été réalisé. Dans ce cas, nous sommes certains
de n’obtenir aucun PILE a I’étape d’apres.
Dot: Py, (Ap1) =1
° PB,, (Apy1) :
Supposons B, réalisé : a I’étape n, un seul PILE a été réalisé. Dans ce cas a I’étape n+ 1, le jeu se
1
poursuit avec une seule piece... Donc la probabilité de n‘obtenir aucun PILE est alors de 5
1

Dot : Pg, (Ans1) = 5

° PC,, (Aps1)
Supposons C,, réalisé : a I'étape n, deux PILE ont été réalisés. Dans ce cas, a I'’étape n+1, le jeu se
poursuit avec deux piéces... Donc la probabilité de n'obtenir aucun PILE est alors de T
. , 1
D'ou: IPC” (Apt1) = 1

2.c. Etablir: .
an+l =Aan+ Ebn tyn

" 1 1
VTZEIN, bn+1:5bn+§Cﬂ

c = lC
n+l = 1n
Il faut appliquer trois fois la formule des probabilités totales ici... Soit n € IN*.
e Pour A, ,q:
D’aprés la formule des probabilités totales, avec (A, B, C,) comme systéme complet d’évene-
ment,on a:
ant1 = P(Apy) R
= PANAp 1)+ PByNAp )+ P(C N AR)
= Pa, (Aps1) x IP(Anl) +Pp, (Ans1) xP(By)+Pc, (Apt1) x P(Cy)
= PAy)+ SP(B,)+ 7 P(Cy)
2 4

= a,+ Eb” +

J on suppose P(A,), P(B,) et P(C,,) non nulles
J d’apres la question précédente

—c
-l n
e Pour By q:

1 1
C’est identique, en utilisant les probabilités : Pa, (By41) =0, P, (Byy1) = 3 et Pc, (Byy1) ==

on 2
. 1 1
Conclusion : by, = =b, + =¢y.
2 2
e Pour C,,q:
1 1
C’est identique, en utilisant les probabilités : Pa, (Cpy1) =0, Pp, (Cpyq) = 3 et Pc, (Cypy1) = 1
Conclusion : ¢, = icy,.

2.d. Que peut-on dire de la suite (¢,;) e+ ? En déduire son terme général.

RSP . . 1

(cn)neN* est une suite géométrique de raison 1 et de premier terme ¢} = 1
1\n-1

Ainsi, pour tout n € IN¥, ¢, = ¢1 x (1) .

Conclusion : pour tout n € IN*, ¢, = IR
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an
2.e. Pour n € IN*, on note X, = | by, |. Démontrer : ¥n € N, X,, = M""1X;, ot M est la matrice
Cn
étudiée dans la question 1..
Grace au résultat de la question 2.c., nous pouvons déja remarquer que pour tout n € IN¥, X1 = MX,,.
Démontrons ensuite le résultat voulu par récurrence.
e Initialisation. Pour n=1:
MITIX, = MOX, = 13X, = X : linitialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN*. Supposons que X, = M" "1 X; et montrons que X, = M"X;.
Ona:
MX,,

MM 1x,
M"X,

Xnt1 J par hypothése de récurrence

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : Vn € N*, X,, = M"1X;.

2.f.  2.fi. En déduire que pour tout n € IN*:

1 2 2 2 1
]P(An):1+4—n—2—n, =
Soit n € IN*.
e On sait que M""! = QD" Q.
Comme D est diagonale, D"~ g’obtient directement, puis on calcule ensuite ML On

trouve :
1 1 2 1
- on-1 B on-1 * 4n-1
' ) 1 2 2
M = ( on—1 on—1 - 4n—1
1
0 0
4n—1

o D’aprés la question précédente : X, = M"1X.

ay l/-l
Or Xy = bl][l/Z]A
Cl 1/4
D’ou :
11 1 2 1 1
- on-1 B on—1 * 4n-1 111
( 1 2 2 1
Xn on-1 on-1 - 4n—1 E
1 1
0 0 pr| 1
Par conséquent :
P(C,) = 6,14
T
P(B,) = bn
1 1 2 2
= — 4 - —
n 4 ( on=1 gn-1
B 1 N 1 2
= wtyw
B 2 2
= ww
P(Ay) = ay
11 1 1 1 1 2 1
1+§( _zn—l)+1( _zn—l +4/7—1)
1 Jrl 1 N 1 1 . 1
T4 2 2m 4 2n g
B 1 2
= 1+47—27

2.f.ii. Vérifier que la somme de ces trois probabilités est égale a 1 et donner la limite de
chacune d’elles. Interpréter le résultat obtenu.

e Sans mal, on vérifie que pour tout n € N*, P(A,) + P(B,) + P(C,) = 1.
e Ensuite: lim P(A,)=1, lim P(B,)=0et lim P(C,)=0.
n—-+o0o n—-oo n—+oo

Cela signifie que, a terme, seuls les événements A, seront réalisés. C’est naturel : on s’attend
a ne plus avoir de pieces...

ee00 EXERCICE 8 - AvEC oU SANS REMISE?
Soit n € [2;+00[. On dispose de n urnes, numérotées de 1 a n. Pour k € [1;1], l'urne numéro k contient k
balles blanches et n — k balles noires.
1. On choisit au hasard une urne puis on tire simultanément 2 balles dans I'urne. Quelle est la pro-
babilité d’obtenir deux balles blanches?
e Notons A I’événement "obtenir 2 balles blanches a 'issue de ’expérience".
Notons également, pour tout k € [1;n], U I'’événement "le tirage s’effectue dans l'urne k".
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o Drapres la formule des probabilités totales, avec (Uy)e[1;,) comme systeme complet d’événements, on

a:
P(A) = ZIP(UkﬁA)
k=1
= IP(UlﬂA)+ZIP(UkmA
k=2
n
= ZIP(UkﬁA)
k=2
n
= ) P(UPy,(A)
k=2
O]
= ) CPua)
k=2

) J Uj ne contient qu’une balle blanche, donc U NA =@
J Yk e [2;n], P(Ug) =0

J équiprobabilité du choix de 'urne

PETITE REMARQUE

On peut se dispenser de dis-
tinguer le cas ot k = 1 en

1
considérant que (2) =0...

e Soit k € [[2;n]. Supposons I'événement Uy réalisé. Dans ce cas, A est réalisé si, et seulement si, on obtient
2 balles blanches dans 'urne k. Ceci équivaut a choisir un sous-ensembles constitué de deux balles

blanches.

k
Or, 'urne k est composée de k balles blanches et 7 — k balles noires, il y a donc ( ) sous-ensembles

constitués de 2 balles blanches; sur un total de (;) sous-ensembles possibles. Par équiprobabilité du

choix du sous-ensemble, on a ainsi :

— = POuR INFO...

On pouvait procéder autre-

ment en mentionnant qu'ef-

fectuer un tirage simultané de
( 2 balles équivaut a effectuer
une succession de 2 tirages
d’une balle sans remise (puis-
qu’on ne tient, ici, pas compte
de l'ordre).

5)
Py (A) = =
()
k!
21(k-2)!
- n
21(n-2)
k(k—1
n(n-1
e Par conséquent :
1 n
PA) = k(k-1
(A) ”2(”_])k:2 ( ) sz—k:Oquandk:l
1 n
= K2 —k
”2(”_])1(:1( )
1 n n
= K=Y k
”2(”1)[1; k=2 ]
B 1 (n(n+1)( n+l) (n+1))
T on2(n-1) 6 2
- 1 (n+l)(2n+1)_n+1
T on(n-1) 6 2
- 1 (n+1)(2n-2)
T on(n-1) 6
_ on+l
B 3n
Conclusion : P(A) = el .
3n

2. Méme question si le tirage des balles se fait successivement et avec remise.
e Notons B I’événement "obtenir 2 balles blanches a 'issue de I'expérience”.

Notons également, pour tout k € [1;n], U I'événement "le tirage s’effectue dans I'urne k".

e Drapres la formule des probabilités totales, avec (Ug)e[1;,] comme systeme complet d’évenements, on

a:
n

Z]P(Uk NB)

k=1
n

- Z]P(UkﬂB)

k=1
n

= ) P(UPy,(B)
k=1

P(B) =

0 1
= P
" Uk (B)

k=1

e Soit k € [1;n]. Notons, pour i € [1;2], B; I'événement "obtenir une balle blanche au tirage i".

Dans ce cas :
IPUk(B) = IPUk(Bl mBZ)
= Py, (By) =Py,
kZ

n2

J Yk e [1;n], P(Up)=0

J équiprobabilité du choix de 'urne

(Bo) J indépendance de By et By, car tirage avec remise
2

X ATTENTION!
Tirage avec remise ici. Donc
méme dans l'urne 1, I’éveéne-
ment A peut se réaliser...
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e Par conséquent :

I v 5
P(B) = ;Zk‘

k=1
1 n(n+1)(2n+1)
nd 6
(n+1)(2n+1)

=
6n-

(n+1)(2n+1)

Conclusion : IP(B) = 5
6n-

3. Quelles sont les limites de ces deux probabilités quand n tend vers +o0?
Sans difficulté particuliére, on remarque que :

lim ]P(;\):% ;

n—+oo

1
lim P(B)= =
im IP(B) 3

n—+oo

eeco EXERCICE 9
Soit n € IN*. On considére une expérience aléatoire telle dont l'univers est [1; 7] et on suppose qu’il existe
une probabilité P telle que :
INe Rt/ Vk e [1;n], P([1;k]) = Ak?
Déterminer, pour tout k € [1;n], la probabilité de I’événement {k}.

Remarquons déja que P([1;n]) = 1, d'ott An® = 1.
Par conséquent :

1
A==
n2
Soit k € [1;n].Ona:
e Sik=1: {
P{1}) =P([;1]) =A% = —
n?
e Sik>2

P({k}) = P([[l;k]])—k)([[l;k—l]])
= AP -Ak-1)?
= M2k-1)
2k-1

}12

2k -1

n<

Conclusion : Yk € [1;n], P({k}) =

ecoo ExERcICE 10
Pour chaque variable aléatoire ci-dessous, donner X(Q2).

1. X est le nombre de PILE obtenus en lancant quatre fois consécutives une piéce équilibrée.
X(Q) = [0;4].

2. X est le minimum des nombres obtenus en langant deux dés équilibrés.
X(Q) = [1;6].

3. Xestlerang du premier PILE pour une succession infinie de lancers de piéces et X prend la valeur
0 si aucune PILE n"apparait.
X(Q)=N

4. Pour tout n € IN*, X,; est le nombre de fois que 'on obtient 6 en lancant # fois un dé.
X, (QQ) =[0;n].

eooo EXERcICE 11
On consideére la variable aléatoire X, dont la loi de probabilité est :

valeurs de X 1 5181 10
probabilités | 0,2 | p | g | 0,1

Déterminer les valeurs de p et g, de sorte que I'espérance de X soit égale a 5, 6.
On doit avoir :

Z P(X=x)=1 ; EX)=56

xeX(Q)
Or:
ZIP([.\:XD = 1 p + g = 07
eX(Q) - 5p + 8q = 4,4
E(X) = 5,6
p = 04
— {? 7o

‘ Conclusion: p=0,4etg=0,3.

eeoo EXERCICE 12
Soit p €]0;1[. On lance une piéce donnant PILE avec la probabilité p jusqu’a obtenir le premier PILE; et
dans tous les cas, on s’arréte apres le cinquiéme lancer. Les lancers sont supposés indépendants.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués.

Nous verrons, dans le pro-
chain chapitre de probabili-
tés, que I’événement "aucun
PILE n’apparait" est de proba-
bilité nulle.

En toute rigueur, I'’énoncé
doit préciser la valeur que
prend X dans le cas ot aucun
PILE n‘apparait (I’co-uplet
(F,F,F,...,) est la seule issue
de cet événement, qui est
donc non vide); méme si
I’événement [X = 0] est de
probabilité nulle.
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1. Calcul préliminaire. Etablir :

n—1

4 ="l em-1)x"
VnelN¥, Vx€]0;1], kak 1_ : (2 )
k=1 (1=x)
n—-1
Posons f : x> Zxk, définie sur ]0; 1[.
k=0
f étant une fonction polynomiale, elle est dérivable sur |0;1[.
n—1
Soit x €]0;1[. Puisque f(x) =1+ xk, on obtient, par linéarité de la dérivation :
k=1
n—-1
Flay=) k!
k=1
—x"
Mais on sait aussi, puisque x €]0;1[, que f(x) = 1 . D’ou, en dérivant sous cette forme :
’ -Xx
—nx" (1 = x) = (1 =x")(=1)
f = :
(1-x)
B —nx" o 41— i
R (1-x)?
1= nx™ 1 4 (n—1)x"
R (1-x)?
En égalant ces deux expressions, on obtient :
ikvk’l _ 1 —n™ g (n = 1)x"
k=1 (1-x)?
n-1
1—nx""1 4 (n—1)x"
Conclusion : ¥n € IN¥, Yx €]0;1], ek = (2 )
k=1 (1-x)
2. ]?onngfl‘ﬁX(lg ) o . PETIT A PETIT...
Sans difficulté : X(Q) = [1;5]. En effet : Vous devez tous étre en me-
e linclusion X(Q) c [1;5] est immédiate; sure de donner X(Q). En
e pour tout k € [1;5], I’évenement [X = k] est non vide, car réalisé (par exemple) par 'issue comportant revanche, la justification de-
PILE au k-iéme lancer et FACE éventuellement avant ce lancer. mand'e un Fra‘{all de rEd,aCt_‘O“
Dot Iinclusion [1;5] € X(Q) et de justification non négli-
! . geable, qu’il ne doit pas étre
3. Quevaut P([X=1])? la priorité dans votre travail.

Notons, pour tout k € [1;4], Py I'événement "obtenir PILE au k-ieéme lancer" er Fy = E
e L'événement [X = 1] est réalisé si, et seulement si, on obtient PILE au premier lancer.
Ainsi :
(X=1]=P
e D'ou:
P(X=1)=P(P;)=p
4. Déterminer le loi de X.
e Onadéa:X(Q)=[1;5]etP(X=1])=p.
e Ensuite :
o Soit k € [2;4].
~» L'éveénement [X = k] est réalisé si, et seulement si, on obtient que des FACE jusqu’au k-iéme
lancer, qui donne PILE.
Ainsi :
k—
F [N Pk

1
=1

[X—k}—[

~ Par conséquent :

P(X=k])

I
=

k-1
m E NP J par indépendance des lancers

k=1
[ ]o —P)}P
= (-p*'p

o ~» L'événement [X = 5] est réalisé si, et seulement si, on obtient le premier PILE au 5™ lancer
OU si l'on n’a obtenu aucun PILE.
Ainsi :

[X=5]=(F szmF3mF4mP5)U(F1 NENF;NENFs)
~~ Par conséquent :

P([X=5])

P((F NnF,NF3NE NP5 )U(F N, NF3NELNFs))
= PEENENEBENENP;)+P(FENnE,NENENEs)
= IP(F])><...><]P(F4)x]P(P5)+IP(F])><...><]P(F5)

4 — PETITE REMARQUE
= (1-p)p+(1-p) - rewAre
_ 1 )4( +1-p) On aurait pu raisonner autre-

(I-p Ap p ment en disant que [X = 5]
= (1-p) est réalisé si, et seulement si,
aucun PILE n’a été obtenu a
I'issue du 4¢™e lancer.
Par conséquent :
[X=5]=FN..NF
Exercices DU cHAPITRE 12 - Page 11/33

Ps NFs =@, donc F; N...NF4 NP5 et Fj N...NF5 sont incompatibles
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Conclusion : X(Q) = [1;5];
Vke[L4], P(X=K)=(1-pp 5 P(X=5)=(1-pk

5. Calculer l'espérance de X.
X(Q) = [1;5] est fini, donc :

EX) = ZkIP([X =k])
k=1

4
k=1, . = _ X ATTENTION!
Zk(lfp) p+5P([X=5]) Jp¢0, doncl-p=1 On doit décomposer la
k:14 somme, car il y a deux ex-
ressions de IP([X = k]) selon
p Zk(l _ P ( )

Pl 5(1-p)t

h J d’apreés la question 1. que k=5 ou k € [1;4].
k=1
1-5(1-p)*+4(1-p)*
- (1-p) (2 p) +5(1-p)*
(l—&l—p)) i
— g . / . J
_ 1-50 p)p+4(l p) +5(1-p)*
_1-5(1-p)t+4(1-pP+5p(1-p)*
p
L+(1-p)*(-5+4(1-p)+5p)
- —
_ 1+(1-p(=1+p)
P
_ 1-0-pp
P
1-(1-p)°

Conclusion : E(X) =

p

6. Reprendre l'exercice en considérant au plus n lancers, avec n € IN*.
e Danscecas,ona: X(Q)=[1;n].
o [X=1]=P,donc P(X=1])=P(P;)=p
e Soitke[2;n—1].Ona:

k-1
[x—k}—[ﬂﬁ]m

i=1
D’ou :
k-1
P(X=k)) = P mFi NP Jpar indépendance des lancers
i=1
k=1
= (1-p)|p
i=1 .
= (1=-p)'p

e L'événement [X = n]est réalisé si, et seulement si, on obtient le premier PILE au n-iéme lancer OU si l'on
n’a obtenu aucun PILE.
Ainsi :
n
F,']
i=1

n—1
[X:n]:{ ﬂF,-]nP”]u[
i=1

Par conséquent :

n—1 n
P([X=n) = P ﬂ Fn P”] U m Ff] J P, NE, = @, donc il s’agit d’une union d’événements incompatibles
i=1 i=1
n— n
= P F NP, |+P m F; J par indépendance des lancers
i=1 | i=1 — PETITE REMARQUE
n- n
= (I1-p)"" p+(-p) On aurait pu raisonner autre-
= (1-p)"p+1-p) ment en disant que [X = 7]
= (1- )n—l est réalisé si, et seulement si,
p aucun PILE n’a été obtenu a
I'issue du n —1-iéme lancer.
Par conséquent :
Conclusion : X(Q) =[1;n] et
Vke[;n—1], P(X=k])=(1-p)*1p 5 P(X=n])=(1-p)" L. X=n]=(F
i=1
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e X(Q)=[1;n] est fini, donc :

n
EX) = ) KP(X=K])
k=1
n—1
= Zk(l_P)kilp*'”IP([X:”]) ino,doncl—pil
k:l]
k- n—
= PZ‘kU*P) l*”(I*P) 1 Jd’apréslaquestinnl.
k=1
lfﬂ(l*p)”fl+(”*1)(1*.U)H n-1
= +n(l -
(1 (1-p))? e
B _\n— _ _ o\
_ 1-n(-p)" +(n-1)(1-p) Fn(1—p)!

n—1

p
1-n(1-p)" L+ (n=1)(1-p)" +np(1-p)
p
L+(1=p)" Y (=n+(n-1)(1-p)+np)

p
1+(1-p)"H(-1+p)

f

1-(1-p)
p

ee00 EXERCICE 13 - C’EsT FaUX!
Chacune des affirmations suivantes est fausse. Dans chaque cas, fournir un contre-exemple permettant
de I'infirmer.

1. Si X ne prend que deux valeurs opposées, alors nécessairement E(X) = 0.
Considérons la variable aléatoire X, sur un certain univers Q, telle que X(Q) = {-1;1} ainsi que P([X =-1]) =
0,1etP((X=1])=0,9.
X ne prend que deux valeurs opposées, et pourtant E(X) = 0,8 = 0.
2. Pour toute variable aléatoire X, on a [E(Xz) = [E(X)z.
D’apres la formule de Koenig-Huygens, il suffit, pour fournir un contre-exemple, de trouver une variable
aléatoire telle que V(X) # 0.
Pour cela, il suffit de prendre une variable aléatoire non constante... Prenons la méme variable aléatoire que
dans la question précédente.
On avait :
E(X)=0,8
Et, par théoréme de transfert :
EX?) = (-1)*P(X=-1)+1°P([X=1]))
= 1

Par conséquent : E(Xz) * E(X)z.
3. Pour toute variable aléatoire X, les lois de X et X? sont différentes.
. . . .. , , .2 N -
En effet, il est possible de trouver une variable aléatoire X telle que X et X< ont méme loi. Exemples :
e Les variables aléatoires constantes égales a 0 et constantes égale a 1 conviennent.
e Toute variable aléatoire X telle que X(€2) ={0;1} convient.

4. Si X etY ont méme espérance et méme variance, alors elles ont la méme loi de probabilité.
Considérons les variables aléatoires X et Y définies par :

o X(Q)={-22), P(X==2))=P(X=2]) = %
o Y(Q)={=3;-1;1;3}, P([X = =3]) = P([X = 3]) = % et P(X=-1))=P(X=1]) = %

Ona E(X)=E(Y)=0et V(X)=V(Y) =4, pourtant X et Y n'ont pas la méme loi.
Comment trouver de tels contre-exemples ?
e Prendre déja des cas simples en imposant E(X) = 0. Ainsi, par la formule de Koenig-Huygens, V(X) =
[E(XZ) (que l'on obtient aisément par théoreme de transfert).
e Une variable aléatoire symétrique a une espérance nulle... On en prend un avec deux valeurs pour X. On
trouve sa variance (ici 4).
e Puis on prend une autre variable aléatoire Y qui prend ses valeurs "autour” de celles de X (pour espérer
avoir la méme variance...)
e Ici,onapris Y(Q)={-3;-1,1,3}. Ennotant a=P([Y =-3]) = P([Y=3]) et b =P([Y =-1])) = P([Y = 1)),
on doit avoir: 2a+2b=1et V(Y) =4, dou [E(Yz) =4,dou 18a+2b=4..

o000 EXERCICE 14 - SUITES DE VARIABLES ALEATOIRES & MATRICE
On dispose d’une urne contenant quatre boules numérotées 1,2,3 et 4. On effectue dans cette urne une
succession de tirages d’une boule avec remise et on suppose qu’a chaque tirage, chacune des boules a la
méme probabilité d’étre tirée.
On note pour tout n de IN*, X,, 1a variable aléatoire égale au nombre de numéros distincts obtenus en n
tirages.
Onadonc X =1 et par exemple, si les premiers tirages donnent 2,2,1,2,1,4,3 alorsona: X; =1,X; =1,
X3=2,X3=2,X5=2,Xg=3,Xy=4.

X ATTENTION!
On doit décomposer la
somme, car il y a deux ex-
pressions de IP([X = k]) selon
que k=nouke[l;n-1].

PETITE REMARQUE
Pour résumer, toute variable
aléatoire X telle que X(Q) c
{0;1} vérifie "X et X2 ont la
méme loi".

PourqQuoi?

SiY ne prend que deux va-
leurs opposées : soit elles
sont a I'extérieures de celles
de X et la variance sera plus
grande, soit a I'intérieur et la
variance sera plus petite...
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L'espérance et la variance d’une variable aléatoire Z sont notées respectivement E(Z) et V(Z).
1/4 0 0 0

Soit A la matrice carrée d’ordre 4 définie par : A = 364 }Z 3(/)4 8 . On pose pour tout n de IN¥,
0 0 1/4 1
]P([Xn = 1])
- B =2) |
" ]P([Xn = 3])
]P([Xn = 4])

1. 1l.a. Déterminer la loi de la variable aléatoire X5.
Notons, pour tout i € [1;4] et j € IN*, B; ; I'évenement "on tire la boule numéro 7 lors du j-iéme tirage".

e Commencons par remarquer que X,(Q) = [1;2].
° o L'événement [X; = 1] est réalisé si, et seulement si, les deux tirages ont fourni la méme boule.
Ainsi :

4
[Xo=1]= U(Bi,l NB;2)
=1

o Par conséquent :

=

i

N~

I

I

=
C o+

(Bi,1n Bf,Z)J J par incompatibilité, pour i # k de B; ; et B ;

-

P(B;1 NBi2)

J par indépendances des tirages, car effectués avec remise

e

IP(B,‘[} )IP(B,',z) J par équiprobabilité des boules

1
'M_,_
>—“'_‘
(o)}

=1 =7

e On en déduit, puisque X5(Q) = {1;2}, et donc que ([Xz =1],[X; = 2]) est un systéeme complet
d’évenements : N
P(X;=2])=1-P(X;=1])= 1

Conclusion : X5(Q) ={1;2}

P =1))= § et P(Xy =2)) = 2.

1.b. Calculer E(X3) et V(X5).
Puisque X»(Q2)={1;2},ona:

[ )
E(X2) = IP(Xz =1))+ 2P(X2 = 2)
1
e Par théoreme de transfert :
EX3) = 17P([Xy=1])+2P([Xs=2))
13
T4
e D’ou, d’apres la formule de Koenig-Huygens :
¢ 2 F )2
V(X2) = E(X3)-(E(Xy)
13 49
T4 16
5249
: 516
T 16

7 3
Conclusion : E(X;) = 1 et V(Xp) = T

1.c. On note F la fonction de répartition de X,. Déterminer I'expression, pour tout x € R, de
F(x) en fonction de x, puis tracer sa courbe représentative.
Soitx€R.On a:

six<0

sixe[1;2]

six>2

F(x) =P([X; <x]) =

e = e

D’out on déduit sa courbe, que je n’ai pas envie de tracer.

2. 2.a. Déterminer Uj.
On sait que X est constante égale a 1.

1
. 0
Conclusion : U} = ol

0
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2.b. Préciser I'ensemble des valeurs prises par X,,.
Soit n € IN".
e Sin=1,alors X,(Q)={1}.
e Sin=2,alors X,(Q)=1{1;2}.
e Sin=3,alors X,(Q) ={
e Sin>4, alors X,(

Q 1;2;3}
Q) =1{1;2;3;4}.
2.c. Etablir pour tout n € IN¥, la relation suivante : U, 1 = AU,,.
Soit n € IN*. PETITE REMARQUE

Méme dans lescasn =1,

e D’apres la formule des probabilités totales, avec ([X,, = k])ke[[l;4]] comme systeme complet d’éve- = 2etn =3 lafamille

nements, on a: ([Xn = k]ke[1;4] est un sce (au
4 pire, certains évenements sont
_ _ o _ vides).
P(Xp41 =1]) = ZP([M*H”[XHH =1)) ) stk (2354, alors [Xy =K N [Xpr1 = 1]= 2
k=1
= P(X,=1]Nn[Xp41 =1]) P(X,=1])=0
= Py = )P (Xnr = 1) <

Supposons I'événement [X,, = 1] réalisé.

Dans ce cas, I'évenement [X,;11 = 1] est réalisé si, et seulement si, on tire encore la méme boule
au n+ 1-ieme tirage (la méme qu’aux n tirages précédents).

Par équiprobabilité des boules, on a ainsi :

Prx,=1)([Xn+1 =1]) =

RN

Par conséquent :
1
IP([XrH—l - 1]) = EIP([Xﬂ = 1])
e De maniere analogue, on obtient (sous réserve que P([X,, = 2]) = 0) :
P([Xpe1 =2]) = P([Xy = 1DPx,=1)(Xns1 = 2D + P([Xy = 2])P[x =21 ([Xp11 = 2])
Ensuite :
o Supposons I’événement [X,, = 1] réalisé.
Dans ce cas, I’événement [X, 1 = 2] est réalisé si, et seulement si, on tire une boule qui n’est

pas celle tirée jusqu’alors.
Par conséquent :

3
Pix,=1)([Xnr1 =2)) = 5

o Supposons I’événement [X,, = 2] réalisé.
Dans ce cas, I’évenement [X,,41 = 2] est réalisé si, et seulement si, on tire une boule qui a déja
été tirée
Par conséquent :

Prx,=2)(Xns1 =2]) =

N =

3 1 .
P([Xpe1 =2]) = 3 P(Xy = 1)+ 3P(X, =2)
e Et dela méme facon, puisque [X,; =1]N[X;;+1 =3] =9, on obtient :
, 1 | 3
P([Xp41 =3]) = EIP(D‘H =2])+ EIP([XH =3])

e Ainsique:

P([Xpi1 =4]) = 7PN, = 3] + (X, = 4)

Conclusion : Yne IN¥, U, = AU,,.

1
3. On considére les quatre matrices Vi, V,, V3, Vy a 4 lignes et 1 colonne, définies par: V| = _33 , Vo =
-1
0 0 0
1 0 0
_2 ;V3 - 1 1V4 - 0 -
1 -1 1

3.a. Démontrer:
1 n—1 1 n—1 3 n—1
VneN%, U”:(Z) V1+3(§) V2+3(Z) V3 +Vy

Par récurrence...
e Initialisation. Pour n=1:

Uy = 8,Ct:
0
1 1-1 1 1-1 3 1-1
(1) v1+3(5) vz+3(1) V34+Vi = Vi +3V543V34Vy
1
o
= o
0

L'initialisation est ainsi vérifiée.
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n-1 n-1

e e + 1\t 1
e Heérédité. Soit n € IN". Supposons U, = (1) Vi +3(§) /34 V4 et montrons que

. 1 n 1 n 3 n
Ln+]:(1) \71+3(§) '72+3(1) \'73+V_;.
D’apres la question 2., on a :

AU,
1\n-1 : 171 ) 3 n-1
A((I) vi+3(3) vees(y)
1

1 n—1
- (-] av +3(7
(4) ! 2

Or, apres calculs, on trouve :

2+3(3)
270\g

Upe1 = J par hypothése de récurrence

3+ \’4)

3 n—1
AV +3 ( 1 ) AV3 +AVy

1 1 3
AVi==-V]; ; AVo ==V, ; AV3=-3V3 ; AVy;=V.
1 1 1 2 52 3 1 3 4 4
D’ou : .

l n 1 { 3 n
U,,H:(l) vl+3(5) vz+3(1) Vi +V,

L’hérédité est ainsi vérifiée.

1 n—1 1 n—1 3 n—1
Conclusion:Vne]N*,U,,:(I) vl+3(§) \’2+3(1) V3 + V.

3.b. En déduire, pour tout n € IN*, la loi de la variable aléatoire X,,.
Pas de difficulté particuliere, mais long a écrire...

Calculer, pour tout n de IN¥, la valeur de E(X},).
Pareil...

4.b. Calculer lim E(X,). Commenter.
n—+oo

e De téte, on trouve :
lim E(X,)=4

n—+oo

e Au bout d’un grand nombre de lancers, les 4 boules auront été tirées (c’est plutot normal!).

eeco EXERCICE 15
Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On lance n fois une piece donnant PILE avec la probabilité p €]0;1[ et donnant FACE avec la probabilité
g =1-p. On suppose les lancers indépendants et on note :
e pour tout k € [1;n], Px I’événement : "obtenir PILE au k-iéme lancer" et F, = P
e X, la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenues avant 'apparition du premier PILE.
On convient que X,, prend la valeur n si aucun PILE n’est obtenu au cours des # lancers.
1. Préciser X, (Q).
Assimilons chaque issue de cette expérience a un n-uplet composé de P (PILE) ou de F (FACE).
e Soit w € (). Sans difficulté, X, (Q) est un entier compris entre 0 et n. Ainsi: X,,(Q) c [0;n].
e Réciproquement, soit k € [0;n].
o Sik=0:o0nremarque que l'issue, qui est un n-uplet, (P, P, ..., P) réalise I'événement [X,, = 0].
o Sik=n:onremarque que l'issue (F,F,..., F) réalise I'évéenement [X,, = n].
o Sike[l;n—1]:onremarque que l'issue (F,..., F,P,..., P) composée de k FACE puis des PILE réalise
I’événement [X,, = k.
Par conséquent, I’évenement [X,, = k] est toujours non vide.
On a ainsi établir :
[0;n] € X,,(Q2)

PETITAPETIT.. ——
Vous devez tous étre en me-
sure de donner X,(Q). En
revanche, la justification
demande un travail de rédac-
tion et de justification non
négligeable, qui n'est pas la
priorité dans votre travail.

Conclusion : X, (Q) = [0;n].

2. Calculer P([X, = 0]) ainsi que P([X, = n]).
e [X,=0]=P;, donc P([X,, =0]) =P(P)=p.
. o L'événement [X,, = n] est réalisé si, et seulement si, on obtient n FACE sans jamais obtenir PILE.
Ainsi :
n
[X,=n]=F NFN..NE, = ﬂFk
k=1
o Par conséquent :

n

ﬂ Fk] J par indépendance des lancers
k=1
n

= e
k=1
=9

P(X,=n) = P

n

Conclusion : P([X,, =0]) = p et P([X,, =n]) =q".

3. Déterminer, pour tout k € [1;n—1], une expression simple de P([X,, = k]).
Soit k € [1;n—1].

b REFLEXE!
On travaille sur les évene-
ments avant de calculer les
probabilités!

PETITE REMARQUE

L’écriture avec ﬂ et n’est
pas indispensable (méme si
elle ne devrait pas trop poser
souci); on peut se contenter
de l'écriture avec les poin-
tillés.
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e L'éveénement [X, = k] est réalisé si, et seulement si, on obtient k-FACE puis un PILE. Ainsi :
k

[(Xy=k]=F NP NN BN Py :[ﬂﬁ
i=1

N Prs1

e Prconséquent :

P(X,=k) = Pl|[]F

i=1

N P ] J par indépendance des lancers

= 4qp

Conclusion : pour tout k € [1;7-1], P([X,, = k]) = ¢*p.

n
4. Vérifier que ZIP([Xn =k])=1.

X ATTENTION!

I n’y a pas qu’une seule ex-
pression de P([X,, = k]) pour

Ona:

n n—1

Z]P([Xn =k]) = P(X,=0D+ Z]P([Xn =k])+P([X, =n]) tous les k de [0;n] (méme si
k=0 k=1 les cas P([X,, = 0]) peut étre
n-1 inclus dans le cas de la ques-
= p+ qup + qn J qo . tion précédente.
k=1
n—1
_ qkarqn
k=0
n—1
= py d+q" Jae
=
_ -9 n
= Pa— g1 Jp=1-4
L=q"+q"
n
Conclusion : ZIP([XH =k])=1.
k=0
n—1
5. Considérons la fonction f définie sur |0;1[ par: Vx €]0;1[, f(x) = Zxk.
k=0

5.a. Soit x €]0;1[. En exprimant de deux facons différentes f’(x), établir :

rikxk— x—nx"+(n-1

k=1 (1-x)2

)xn+l

n-1
e f étant une fonction polynomiale, elle est dérivable sur ]0;1[. Et comme f(x) =1+ Zxk, on
k=1
obtient, par linéarité de la dérivation :

_
D’ou, en dérivant sous cette forme :

e Mais on sait aussi, puisque x €]0; 1[, que f(x) = | .
—x

—nx" (1= x) = (1 -x")(-1)

7
filx) = 102
N —nx"l 4y 41—y
- (1-x)?
B 1—nx"1 4 (n=1)x"
- (1-x)?

En égalant ces deux expressions, on obtient :

=14 (n—1)x"

n—1 )
Zk.\_k—l _ 1 —nx
k=1 (1-x)?

Puis, on obtient le résultat voulu en multipliant par x.

n—1
Conclusion : kxk =
k=1

x—nx" +(n—1)x"t1
(1-x)?2
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5.b. En déduire I'espérance de X,,.
Puisque X,,(Q) =[0;n],ona:

EX,) = ) KP(X,=K])
k=0

n
= ZklP([Xn =k]) X ATTENTION!
k=1

n—1 L'expression de P([X,, = n])

k " n’est pas la méme que celle
= qu p+ng des P([X, = k]), avec k €
k:ll [1;n=1].

n—
_ k n
- pqu +nq Jquesli(m précédente, g €]0; 1]

k=1

N -1 n+1
B il +(n-1)q +ng" L

(l,q)z pr q

] -1 n+1

o 4zt Dgt
l-q
3 g-ng" +(n-1)g"*" + ng"(1-q)
= -
_ g+q"(-n+(n-1)g+n(1-q))
I-q

_ q+9"(=9)

el
_ 4-9

I-q

q_qrwl
Conclusion : E(X;;) = ]
-9

5.c. Calculer lim E(X,).
n—+oo

P11ig . P H n+l _
Puisque g €]0;1[, on a : nngq =0.

a1
PP

n—-+oo 1-—

Conclusion: lim E(X,)= Lq -

eee0 EXERCICE 16 - Lo1 p’'UN MINIMUM
Dans toute I'exercice, n est un entier supérieur ou égal a 2. Soit () I'univers d’une expérience aléatoire
muni d’une probabilité P. On dit qu’une variable aléatoire X, définie sur (), suit la loi uniforme sur [1; 7]
lorsque :
o X(Q)=[1;n]
1
o Yke[L;n], P([X=k])=-
n
1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur (), suivant toutes deux la loi uniforme
sur [1;n]. On note M = min(X, Y).
l.a. Déterminer, pour tout k € [1;n], P([X > k]).
Soit k € [[1;n].
Ona:

P(X2K) = ) P(X=i)

‘ Conclusion : pour tout k € [1;n], P([X > k]). ‘

1.b. Justifier que M est une variable aléatoire sur ().
Puisque X et Y sont deux applications définies sur () et a valeurs réelles, alors M 'est également.

‘ Conclusion : M est une variable aléatoire. ‘

1.c. Déterminer, pour tout k € [1;n], la valeur de P([M > k]).

Soit k € [1;n]. Pourquor?
Ona: %; min(a,b) & (x>aETx>
P(M=>k]) = P(min(X,Y)=>k])
i P([\ 2k]N[Y > k]) par indépendance de X et Y
= P(X= k])ﬂj(h > k]) J d’apres la question 1.a. et comme X et Y ont méme loi
n—k+1\"
a n

n—k+1 2

n

Conclusion : Yk € [1;n], P(IM > k]) = (

1.d. En déduire la loi de M.
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e Remarquons déja que, puisque X(Q) = [1;n] et Y(Q) = [1;n], alors M(QY) C [1;n].

e Soit k € [1;n].
o Sik=n:

Puisque M(Q) C [1;n],ona:

D'ou :

o Sike[l;n-1]:
Ona:

P(M

=n])

I

hac

=
%

[M>k]=[M=kU[M>k+1]

Puis, par incompatibilité des évéenements [M = k] et [M > k + 1], on obtient :
)

P(M>k])=P(M=k])+P(M>k+1])

D’ou :

P(M=k) = P(M>k)-P(M>k+1))

question précédente
n—k+1\> (n-k\ J
n n
(n—k+1-(n—-k)(n-k+1+n-k)
2
2n—2k+1 !
n2

Les deux cas peuvent se regrouper pour conclure...

Vk e [1;n], P(IM = k))

Conclusion : M(Q) = [1;1]
2n-2k+1

2
n?

- Soient maintenant (X;);[1;,] une suite de variables aléatoires indépendantes sur (, suivant toutes

la loi uniforme sur [1;7]. On note M = min(Xy, X5, ..., Xp).
2.a. Déterminer, pour tout k € [1;1], la valeur de P([M > k]).

Soit k € [1;n].

Ona:

P(M=>k]) = P([min(
= P(X; =
= P(X; >
- n—k+
_ ( :

J par indépendance des variables aléatoires X;
J d’aprés la question 1.a. et comme les X; suivent toute la loi uniforme sur [1;1]

Conclusion : Yk € [1;n], P(IM > k]) = (7

2.b. En déduire la loi de M.

e Remarquons déja que, puisque, pour tout i € [1;n], X;(Q) = [1;n], alors M(Q) c [1;n].

e Soit k € [1;n].
o Sik=n:

Puisque M(Q) c [1;n],ona:

D’ou :

o Sike[l;n-1]:
Ona:

=
'z
—
I
=
I

M >n]=[M=n]

lPl([Nl > n)) J question précédente

”H

[M>k]=[M=k]UM>k+1]

Puis, par incompatibilité des évenements [M = k] et [M > k + 1], on obtient :

P(M>k))=P(M=k)+P(M>k+1])

D'ou :

Il
=~
1l

P(M>k])-P(M>k+1]

question précédente
n—k+1\" (n-k\" J
n

n
(n—k+1)"—=(n—Fk)"

”V‘l

Les deux cas peuvent se regrouper pour conclure...

Cette écriture de [M > k|

est trés utile pour retrouver
la loi a partir de la fonction
de répartition (il y en a une
analogue sur [max(X,Y) <k]...
voir exercice suivant).

— IMPORTANT! ———

— ¢ RIGUEUR!

4 On voit bien qu'il fallait pro-

céder a une disjonction de
cas : pour utiliser le résultat
de la question précédente
sur P([X > k + 1]) il faut que
k+1<n..

PourqQuol? ——
On peut maintenant conclure
que M(Q) = [1;n], car pour
toutk € [1;n], M =k] = &
(car de probabilité non nulle).

v RIGUEUR! —————
On voit bien qu'il fallait pro-
céder a une disjonction de
cas : pour utiliser le résultat
de la question précédente
sur P([X > k + 1]) il faut que
k+1<n..

Conclusion : M(Q)) = [1;n]

Vk e [1;n], P(M=k]) =

(n—k+1)"=(n—-k)")

n n

n
2.c. Notons A = U[Xi =1]. Démontrer : P(A)>1—¢ L.

=1

i=
Indication : Vx €] = 1;4o00[, In(1 +x) < ....

PourQuol? ———
On peut maintenant conclure
que M(Q) = [1;n], car pour
toutk € [1;n], M =k] =@
(car de probabilité non nulle).
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e Onrappelle que:
Vx€]—1;+0c0[, In(1+x) < x

si, et seulement si,
si, et seulement si,

L’événement A est réalisé il existe i € [1;n] tel que A; soit réalisé

I’événement [M = 1] est réalisé
Par conséquent :

On en déduit :

-1
e Or, en utilisant le rappel donné, avec x = — €] —1;+o0[ (car n>2),0ona:
n
1 -1
In (1 - 7) < —
n n
D’ou, puisque n > 0 et par croissance de I’exponentielle sur R :

exp(ln(l - %)) <e!

Autrement dit :

n
-4 <
n
Ainsi :
1 n 1
17(177) >1-e"
n

Conclusion : IP(A) > 1 —e L

eee0 EXERCICE 17 - Lor D’UN MAXIMUM

Soit n € [2;400[. On considére une urne composée de n boules, numérotées de 1 a n, indiscernables au
toucher. On tire simultanément deux boules dans cette urne. On note X la variable aléatoire égale au

plus grand des deux nombres obtenus.

1. Justifier que pour tout k & [2n], P([X < k]) = %ﬁ—: 1))

e ['expérience consiste au tirage de 2 boules dans une urne en contenant n, toutes indiscernables au tou-

cher.

Par conséquent, Q) est 'ensemble des sous-ensembles de [1;1] a 2 éléments; donc Card(Q)) = (;)

e Soit k € [2;n].

L'évenement [X < k] est réalisé  si, et seulement si,

si, et seulement si, on a tiré 2 boules parmi les boules 1 a k

k k
Or, puisque k> 2,ilya (2) sous-ensembles de [1;k] a deux éléments. Ainsi : Card([X < k}) = (2)

Par équiprobabilité (boules indiscernables au toucher), on a ainsi :

Card([X <Kk])

P(X<k]) = Card(Q)
(5)
_ K2Un-2)!
T 21(k=2)n!
_ k(k-1)
T on(n-1)
Conclusion : pour tout k € [2;1], P([X <k]) = :EI;: i))

2. En déduire la loi de X.

e Commencons par remarquer que, puisqu’il est impossible que les deux boules tirées soient toutes deux
numérotées 1, on a X(Q) = [2;n].
e Soit k € [2;n].
o Sik=2:
Puisque X(Q)=[2;n],ona:
M<2]=[M=2]
D’ou :

P(M=2]) = 2 J question précédente

TRIVIAL! ———
Bien entendu, tout le monde
sait redémontrer ce résultat
en moins de 2 minutes si
besoin.

le plus grand des deux nombres est inférieur ou égal a k

— © ASTUCE DU CHEF! © —

On peut retrouver X(Q) a
partir de la fonction de ré-
partition, donc a partir du
résultat de la question précé-
dente (méme si nous n‘avons
I'expression de la fonction de
répartition que sur [2;1] et
pas sur R).

En effet, la fonction de répar-
tition est nulle "avant" X(Q),
constante égale a 1 "apres”
X(Q), et possede des disconti-
nuités en chaque élément de
X(Q).

V'S

Exercices pu cHAPITRE 12 - Page 20/33



o Sike[3;n].Ona:
M<k]=[M=kJUM<k-1]
Puis, par incompatibilité des évenements [M = k]| et [M <k —1]:

P(M<k])=P(M=k])+P(M <k—1])

D’ou :

P(M =k = P(M<k])-P(M<k-1 . -

(1 D B k((l{(*f) ])(kf(l[)(kiZ) D Jquestmn précédente, car k—1>2
B rz(rzfl)_ n(n—1)
_ k= Dk=(k=2)

nn-1)

o 2(k-1)
T on(n-1)

Les deux cas peuvent se regrouper pour conclure...

Conclusion : X(Q) = [2;1]

k—
Vke[2n], P((X=k]) = jzn—i;

3. Calculer l'espérance et la variance de X.
Puisque X(Q) =[2;n], ona:

EX) = ZkIP([X:k})
k=2

J question précédente et linéarité de la somme

B 2 nn+1)2n+1) n(n+1)
nn—-1) 6 2
B 2 (n+1)2n+1)=3(n+1)
n—1
(n+1)(2n-2)
3(n—-1)
_ 2(n+1)
B 3
e Par théoréme de transfert :
n
2 _ 2 ;
EXT) = Zk P(X=k) Jqucstion précédente et linéarité de la somme
=2
= 2 ikz(k—l)
T on(n-1)
k=2
n n
= ’ k=) k2
nn-1)
k=2 k=2
2 n 3 n )
= ”(nl)[Zk‘—l—[ k-1
k:vl k=1
B 2 (rz‘(rz+l)2_n(n+l)(2n+l)
T on(n-1) 4 6
B 2 3n(n+1)2-2(n+1)(2n+1)
Ton-1 12
_ (n+1)@Bn(n+1)-2(2n+1))
B 6(n—1)
 (n+1)(3n*-n-2)
- 6(n—1) J | est racine de x — 3x2 —x—2
_ (n+1)(n-1)(3n+2)
B 6(n—1)
_ (n+1)(3n+2)
B 6
e D’ou, d’apres la formule de Koenig-Huygens :
VX = )~ (E00)’
B (m+1)(3 2) 4(n+1)2)
a 6 9
(n+1)(3(3n+2)-8(n+1))
- 18
_ (n+1)(n-2)
a 18

ee0o EXERCICE 18
On dispose d'une urne Uy contenant deux boules noires et deux boules blanches, et d'urnes Uy, Uy, Us, ...

contenant chacune deux boules blanches. On effectue des tirages selon le protocole suivant :

IMPORTANT!
Cette écriture de [M < k] est
trés utile pour retrouver la
loi & partir de la fonction de
répartition.

v RIGUEUR!
On voit bien qu'il fallait pro-
céder a une disjonction de
cas : pour utiliser le résultat
de la question précédente
sur P([X < k- 1]) il faut que
k-1>2..

VERIFICATION!
Deux vérifications pour se
conforter :
Puisque n > 2, la variance est
bien positive...
Pour n = 2, la variable aléa-
toire X ‘est constante égale a
2 : son espérance doit donc
valoir 2 et sa variance 0...
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e on pioche au hasard deux boules dans l'urne Uy, une par une et sans remise, et on les place dans
I'urne Uy ;

e on pioche au hasard deux boules dans l'urne Uj, une par une et sans remise, et on les place dans
I'urne Uy;

e on pioche au hasard deux boules dans l'urne Uj, une par une et sans remise, et on les place dans
I'urne Us; et ainsi de suite.

Pour tout entier naturel n non nul, on note X,, la variable aléatoire égale au nombre de boules noires
contenues dans l'urne U, aprés y avoir introduit les boules piochées dans l'urne U,_1, mais avant de
procéder au tirage suivant. On pose X = 2.
1. Déterminer la loi de X ainsi que son espérance.
Notons, pour i € [1;n], Nj I'événement "on pioche une balle noire lors du i-iéme tirage dans 'urne Up".
e Commencons déja par remarquer que X1(Q) ={0;1;2}.

e o L'évenement [X| = 0] est réalisé si, et seulement si, aucune balle noire n’a été piochée dans l'urne

Uop.

D’ou : -
[X1 =0]=N; NNy

Par conséquent :

P([Xl :0]) ]P(EHNifZ) P(N7) =0
= PN )]PW(NZ) J tirage sans remise
11
T 23
1
6
o L'événement [X| = 1] est réalisé si, et seulement si, une seule balle noire a été piochée dans 'urne
Up.
D'ou :

[X1=1]=(N; NN2)U(N] NNy)
Par conséquent :

— PETITE REMARQUE
On aurait aussi pu calculer
deux probabilités, puis dé-
duire la troisiéme du fait que
X1(Q) = {0;1;2}. L'avantage
de la méthode proposée, bien

P(Xp=1])) = P((Nl 072) UNLN NZ)) J par incompatibilité de Ny et Ny, donc de Ny NN et Ny NN,
= P(N10N2)+P(Nlﬂ7\2) IP(T\Il)i(J,IP(W)i()
= P\ )]PI\I (N2) +P( l)lPNl (N2) J tirage sans remise
_ L2 12
T 23723
-
3
o L'événement [X| = 2] est réalisé si, et seulement si, les deux balles noires ont été piochées dans
l'urne Ug.
D'ou:
(X1 =2]=N; NN,
Par conséquent :
P(X1=2) = PN nN) P
(N1)#0
= P(Np)Py,(N2) 1

J tirage sans remise

O\ | —
W=

Conclusion : X{(Q)=1{0;1;2}

P(X) =0) = ¢, P(X; =1])= 3, P(X; =2]) = .

2. Déterminer, pour tout n € IN, la probabilité de ’évenement [X,, = 2].
e Puisque X est constante égale a 2, on a IP([Xp =2]) = 1.

1
e On sait déja que P([X] =2]) = e
o

e Soit n € [2;+0o].
Notons, pour tout k € IN, Ay I’événement "on pioche les deux balles noires dans 'urne Ug".

o L'événement [X, = 2] est réalisé si, et seulement si, pour tout k € [0;n — 1], on a pioché les deux
balles noires dans I'urne Uy.
Ainsi :

n—1
[X, =2]= ﬂAk
k=0

o D’apres la formule des probabilités composées (les conditionnements étant effectués par des éve-
nements de probabilité non nulle) :

= P(APAy (A1) x . x Pagn.na,_, (An-1)

Or, pour tout i € [0;n - 2], ’événement ﬂ Aj est égal a I'’évéenement "'urne U;;1 contient les deux

k=0
balles noires".

De plus, le tirage étant effectué sans remise, la probabilité, de piocher les deux balles noires dans

que plus longue : elle permet
une vérification des résultats
(la somme des trois probabili-

tés doit étre égale a 1).
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3.

. . 111
une urne les contenant, et contenant également les deux balles blanches, est égale a 5*3¢
Par conséquent :

Les trois cas peuvent se regrouper en un seul...

n
Conclusion: Yne N, P([X, =2]) = (—) .

. 1
3.a. Pour tout entier naturel #n non nul, montrer que l'on a : P([X,;41 =1]) = E]P([X" =1]) + PETITE REMARQUE
2 /1\" Le résultat a établir est égale-
Z (_) ment valable si n =0...
3\6
Soit n € IN*. Pourquoi?
D’aprés la formule des probabilités totales, avec ([X,, =0),[X, =1L[X,; = 2]) comme systéme complet C’est bien le cas, puisque,
d’événements, on a : F(’ur t}OUt ne N, X,(Q) =
0;1;2}.

P([Xp1=1]) = Xy =0]N[Xy41 = 1))+ P([X
Xp =1]N[Xyp1 = 1)) + P([X,
Xp= l])]P[Xn_l (Xp+1 =1])+

= P(Xy = 1)Px,=1)(Xns1 = 1]) +

1N [ Xy = 1)+ P([X, =210 X4 = 1])

2] {Xnﬂ - 1])

(Xn= 2])IP[\ =2] [>§”+1 =1]) J question précédente
([XHH - 1] (6

1 car [Xy =0]N[Xp41 =1] =

P
+Prx

Or:

e Supposons I’évenement [X,, = 1] réalisé. Dans ce cas, l'urne U, contient, avant d’y effectuer les
tirages, trois balles blanches et une balle noire.
Par conséquent :

1%

les évenements [X, = 1] et [X,, = 2] sont de p

I'événement [X,,;1 = 1] est réalisé  si, et seulement si, 1'urne X, contient, avant d’y effectuer les tirages, trois balles blanches et un

si, et seulement si, la balle noire a été tirée dans I'urne Uy,

Or, les tirages étant effectués sans remise, la probabilité de tirer la balle noire dans 'urne Uy, est
1 3 1 1 1 1
égalea — x = +—x—-=—-=—=—,
Bea T 3713717172
e Supposons I’évenement [X,, = 2] réalisé. Dans ce cas, l'urne U, contient, avant d’y effectuer les
tirages, deux balles blanches et deux balles noires.
Par conséquent :

I'événement [X,,;1 = 1] est réalisé  si, et seulement si, 1'urne X, contient, avant d’y effectuer les tirages, deux balles blanches et ur

si, et seulement si, une balle noire a été tirée dans l'urne U,

Or, les tirages étant effectués sans remise, la probabilité de tirer une balle noire dans I'urne Uy,
121 2 2
estégalea - x =+ - x = = =.
2 3 2 3 3

On en déduit : 1 .
P ([Xp41 :]]):E]P([Xn:]])+§(g)

Conclusion : Pour tout entier naturel n non nul : P ([X,;41 =1]) =

1 n
3.b. Posons, pour n € N*, u, = P([X,, = 1]) + 2(3) . Montrer que (uy),eN+ est géométrique puis

en déduire, pour tout n € IN*, I’expression de P([X,, = 1]) en fonction de n.
Cette expression est-elle encore valable pour n =07

e SoitneIN*.Ona:

l”+l
Upyl = P([Xn+1:l])+2(6) Jquestionprécédente

1 2/1\" 1 n+1

- teo w2 ()
;P (X =10+ 313 6 J B0 =1) =1, -2(]
1 1\" 2/1\" 5 1 n+1 6
su-(g) +5(5) +2(3)

= lu +(£)n( 1+E+21)

o2 e 376

= lu +(1)n( 1+2+1)

2" e 33
1

= Eun

1
Par conséquent, la suite (u,),eN* est géométrique de raison 3 et de premier terme u; = P([X] =
1
1)+=-=1
D+
e On en déduit :

)n—l

e, Bx,=1)=(5) 7 ()

VnelNY, un:(

N —

D’ou :

Exercices pu cHAPITRE 12 - Page 23/33



1\n-1 1\
Conclusion : Vn e N, IP([X,,:I]):(E) _2(8) .

3.c. Donner, pour tout n € IN, la valeur de P ([X,, = 0]) en fonction de n.
=2

Soit n € IN. Puisque ([X” =0],[X, =1],[X, }) est un systéme complet d’éveénements, on a :
P([Xp =0+ P([X,; =1])+ P([X, =2]) =1

Puis, on utilise les résultats des questions 2. et 3.b....

1\n-1 1\
Conclusion: Yne N, P([X,, =0]) = 1—(5) +(?) .
o

4. Calculer, pour tout entier naturel n, 'espérance de X,,. Déterminer la limite de cette espérance
lorsque n tend vers +oco.

e Soit n € IN. Puisque X, (Q2) ={0;1;2},on a:
E(X,) = OIP([\T =0])+ 1P([Xy, = 1]) + 2P([X,, = 2]) J
e

;i

questions précédentes

1
e Puisque 3 €]-1;1[,ona:
lim E(X,)=0

n—+o0o

eeeo EXERCICE 19
Un mobile se déplace sur un axe comme suit : a I'instant 0, il est au point 0. Puis, pour tout n € IN*, si
le mobile est a I'instant n sur le point d’abscisse k, alors a 'instant n + 1, il sera sur le point d’abscisse
k+ 1 avec probabilité p €]0;1[, sur le point d’abscisse 0 sinon. On appelle X, la variable aléatoire égale a
I’abscisse du mobile a I'instant #n. On a donc Xy = 0.
1. Donner la loi de Xj.
o X1(Q)={0;1)
e De plus:
o [Xy =1]="le mobile est passé du point 0 au point 1"; d'ou P([X; =1])=p
o etainsi: P([X; =0])=1-p
2. Démontrer par récurrence que pour tout n € IN¥, X,,(Q) = [0;n].
e Initialisation. Pour n =1.
On a vu, a la question précédente, que X;(CQ2) ={0;1} : I'initialisation est ainsi vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN*. Supposons que X,(Q) = [0; 1] et montrons que X4 1(Q) = [0;n+ 1].
Par hypothése de récurrence, X,;(Q2) = [0;n]. Donc, a l'instant n, il existe k € [0; 1] tel que le mobile se
situe en position k.
Par conséquent, a ’étape n + 1, le mobile peut se déplacer en position 0 ou en position k + 1. Ainsi, les

points possibles pour la position du mobile a 'instant 7+ 1 sont : 0 et tous les k + 1, avec k € [0;n].
Autrement dit : X;;41(Q) =[0;n+ 1] : 'hérédité est établie.

Conclusion : pour tout n € IN¥, X,,(Q) = [0; n].

3. Montrer que pour tout n € IN* et tout k € [1;n] : P([X,, = k]) = pP([X,,1 = k- 1]).
Soit n € IN* et soit k € [1;n].

D’aprés la question précédente, X,,_1(Q) = [0;n — 1]. Ainsi, la famille ([Xn—l = 1]) est un systéme

i€[0;n-1]
complet d’événements, et d’apres la formule des probabilités totales, on obtient :

n—1
P([X, =k]) = ZIP([XH—I =i]N[X, = k])
i=0
Or, le mobile se déplace seulement de deux facons différentes : soit d’un point 7 au suivant, soit d’un point i
au point 0. Par conséquent, puisque k = 0, pour étre au point k a I'instant n, il faut avoir été au point k—1 a
I'instant n—1.
D’ou :
Vizk-1, [X,o1 =ilNn[X, =k]=92
Et ainsi :
P(X,=k) = P([Xo1=k-1]n[X,=k])
= P(Xpo =k=1]) < P, k1) ([Xn = k)
= pﬂ)([xn—l :k*l])

Conclusion : pour tout n € IN* et tout k € [1;n] : P([X,, = k]) = pP([X-1 =k—1]).

4. En déduire que pour tout n € IN*, E(X,,) = pE(X,,_1) + p; puis déterminer I'expression de E(X,;) en
fonction de n et p.

VERIFICATION!
On vérifie le résultat pour
n=0etn=1en utilisant le
fait que P([Xp = 0]) = O et

P([X; =0])= é C’est bon!

— VERIFICATION!

On vérifie le résultat pour n =
0: puisque X est constante
égalea 2,ona E(Xp) = 2...
c’est bon!

— PETITE REMARQUE

o

11 est normal que cette es-
pérance tende vers 0... En
fait, la variable aléatoire X,
va tendre (si I’on définit une
notion de limite de variable
aléatoire...) vers la variable
aléatoire suivant la loi cer-
taine égale a 0.

Au bout d’un "grand nombre"
de tirages, les urnes ne
contiendront presque-
stirement pas de balle noire.

PourQuol? ————
Eous les termes de la somme

pour i # k —1 sont nuls.
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e Soit n € IN*. Puisque X,(Q) = [0;n], on a:

e On remarque alors que la suite ([E(Xn))

5.b.

n
EX,) = ) KP(X,=K])
k=0
n
= ZkIP([Xn =k]) J question précédente
k=1
n
= ka]P([XH*l =k-1]) J changement d’indice i = k-1
k=1
n-1
= p) (+DP(Xyo1 =)
=
;71—1 n-1

= p) iP(Xp1 =il +p) P(Xy1 =i]) )%t (@)=[on-1]
i=0 =0
= PE(Xy1)+px1

Conclusion : pour tout n € N*, E(X,;) = pE(X,,_1)+p

est une suite arithmético-géométrique...

nelN*
o Point fixe de x> px +p: lpp (carp#1).
o Notons (i) e+ la suite définie par: Vn e N, u, = E(X,)— IL On vérifie sans mal que () eN*
P p__-p
est géométrique, de raison p et de premier terme uy = E(X1) - T =p- T = T
—p?
Dot : ¥neN*:u, = ——p" L
L=p

n
Conclusion : Vn e IN¥, E(X,,) = L(l —Lp”_l): L(l— P )
1-p 1-p -

Soit n € IN*. Calculer P([X,, = n]) et P([X,, = 0]).

e L'éveénement [X, = n] est réalisé si, et seulement si, a chaque étape, le mobile s’est déplacé sur le

point suivant. Par conséquent : P([X,, = n]) = p".

e Ensuite, d’aprés la formule des probabilités totales, avec ([Xn—l = i]>[e[[0'n—l]] comme systeme

complet d’événements :

I
|

P(X,=0]) = P([Xpy =0]N[Xp—y =1])

[
[l
—o

M

P([Xy-1 =1) x ]P[Xn,lzi]([xn =0])

i

- P([X;—1 =i]) x (1 -p)
i=0 .

= (1-p)) P(Xy1=i) J Xn1(@) = [0n-1]
. i=0

= 1-p

En utilisant la question 3., démontrer que pour tout n € IN* et tout k € [0;n—1], P([X,, =
k
kD) =p*(1-p).
Par récurrence...
e Initialisation. Pour n =1.
Ainsi n—1=0, et donc [0;n—1] ={0}.
Or, on sait que P([X;, = 0])=1-p d’aprés la question précédente.
Et comme p®(1 —p) =1—p, on a bien : P([X,, = 0]) = p°(1 — p). L'initialisation est bien vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN*. Supposons "Vk € [0;n — 1], P([X,, = k]) = pk(l —p)" et montrons "Vk €
[0;n], P([Xs1 = k]) = p(1-p)".
Soit k € [0;n].
o Sik =0, lerésultat est valable, d’apres la question 5.a.
o Sike([l;n], d’apreés la question 3.,on a:
P([Xpe1 =k]) = PIPk([Xn =k-1]
= i)
p (1-p)

) J par hypothése de récurrence

L’hérédité est établie.

Conclusion : pour tout n € IN* et tout k € [0;n—1], P([X,, =k]) = pk(l -p).

n
Vérifier que pour tout n € IN¥, ZP([X” =k])=1.
k=0

X ATTENTION!
La récurrence porte ici sur n...
et le résultat a établir inclut la
quantification en k!
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n—1

SoitneIN*.Ona:
Y P(X,=k) = ) P(Xy=k)+P(X,=n])
k=0 k=0

n—1
_ Zpk(l*P)JrPn
k=0
n-1

_ (]7P)Zpk+prz
k=0

n

J questions 5.a. et 5.b.

inl

n

+p

= (1-p)
= 1

l-p

eeeo EXERCICE 20
Soit n un entier naturel tel que n > 2. On dispose d’'un paquet de n cartes Cq, C», ..., C,; que l'on distribue
intégralement, les unes apres les autres entre n joueurs Ji, J2, ..., J,; selon le protocole suivant :

e la premiére carte Cy est donnée a J;;
e la deuxiéme carte C; est donnée de facon équiprobable entre J; et J;;
e la troisiéme carte C3 est donnée de fagon équiprobable entre Jy, J; et J3;

e et ainsi de suite, jusqu’a la derniere carte C,, qui est donc distribuée de facon équiprobable entre
les joueurs Jq,..., J.
On suppose l'expérience modélisée sur un espace probabilisé (QQ, P(Q), P).
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de joueurs qui n'ont requ aucune carte a la fin de la
distribution.
1. Déterminer X, (Q) et calculer P([X,, = 0]) et P([X,, = n—-1]).
e X, prend des valeurs entieres entre 0 et n; et le joueur J; a toujours au moins une carte. Par conséquent :
X,(Q) c [0;n-1].
Réciproquement :
o L'événement [X,, = 0] est réalisé en donnant, pour tout i € [1;1], la carte C; au joueur J;.
o Pour réaliser '’événement [X,, = 1], il suffit que pour tout i € [1;1n - 1], la carte C; soit donnée au
joueur J; et que la carte C,, soit donnée a J;.
o Soit k € [2;n—2]. Pour réaliser I'événement [X,, = k —2], il suffit que, pour tout i € [1;n—k], la carte
C; soit donnée au joueur J; et que pour tout i € [n—k+1;n—1], la carte C; soit donnée au joueur J;.
o L'événement [X,, = n— 1] est réalisé en donnant toutes les cartes au joueur J;.
Ainsi, pour tout k € [1;n—-1], [X,, = k] = 2.

Conclusion : X,,(Q) =[0;n—1].

— PETITE REMARQUE
11 s’agit de démontrer ’égalité
de deux ensembles. On pro-
cede par double-inclusion.
Pour vérifier que [0;n—1]
X, (Q), il faut démontrer que
chaque entier de [0;n— 1] est
dans X, (Q). Mais, "k € X,(Q)"
équivaut a "k est I'image d’au
moins une issue par X,", ce
qui équivaut a également

"[X;; = k] est non vide" (on
rappelle que [X,, = k] est en
fait 'ensemble des issues dont
I'image par X, est égale a k).

V'S

e L'événement [X, = 0] est réalisé si, et seulement si, pour tout i € [1;n— 1], la carte C; est donnée au
joueur J;.
Notons justement, pour tout i € [1;n], I'’événement A; : "la carte C; est donnée au joueur J;.
Par conséquent :

Et ainsi :

P P

Xy =0])

n
ﬂr\f

J indépendance des distributions
i=1

i1

2=
-] =

e L'événement [X,, = n— 1] est réalisé si, et seulement si, pour tout i € [1;n—1], la carte C; est donnée au

joueur Jj.
Notons justement, pour tout i € [1;n], I’événement A[/ : "la carte C; est donnée au joueur Jj.

Par conséquent :
n

IX,,:nflI:ﬂA;

i=1

Et ainsi :

P(X,=n-1) = P

J indépendance des distributions

]_[ P(A;) J équiprobabilité du choix des joueurs : 1 favorable (J;), sur i joueurs au moment de distribuer C;

J équiprobabilité du choix des joueurs : 1 favorable (J1), sur 7/ joueurs au moment de distribuer C;
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2. Pour tout i de [1,n], on note B; la variable aléatoire qui vaut 1 si J; n’a recu aucune carte a la fin
de la distribution et vaut 0 sinon.
Déterminer la loi de B;. Exprimer X, en fonction des B; et en déduire I'espérance de X,,.
e Soit i€ [1;n].
o Puisque le joueur J; recoit toujours au moins une carte, on a By = 0.
o Soit i € [2;n].

I’évenement [B; = 1] est réalisé  si, et seulement si, J; n’a recu aucune carte a la fin de la distribution

. . Ji n'est pas présent lors des préc
si, et seulement si, J; n’a regu aucune des cartes C;,C;1,...,Cy, J !

Pour tout j € [i;n], notons D; j I"événement "la carte C; nest pas donnée au joueur J;". Ainsi :

n
- ﬂ D;
j=i
Et ainsi :

J par indépendance des distributions
n
- H P(D; ] equiprobabilité du choix des joueurs : j — 1 favorables sur j

n
- H JT J télescopage
1

Et puisque B;(Q2) ={0;1}, on a ainsi :

Conclusion : By est constante égale a O;

Vie[2;n], BA(Q)={0;1}, P([B; = 1]) = (Bi=o)=1-"=1

e Puisque X, est le nombre de joueurs n‘ayant recu aucune carte, on a :

n
Xy=) B
i=1
e Onaainsi:

EX,) = [E[ Bi]

J par linéarité de I'espérance

JB“Uetv:e[[zn]] B;(Q2) ={0;1}

= 0+) (OP([B; = 0])+ 1P([B; = 1)

=i
- Z, n J changement d’indice k=i -1

3. Donner la loi de Xy4.
e On sait déja que X4(Q) =[0;3].
e On sait également que :

1
o P(X4=0)=5;
o P(X4=3)=5;
Or, on doit avoir :
3
Y P(Xy=k)=1
k=0

3
mais aussi, puisque E(Xy) = 5 on doit avoir :

3
) KP([X4 = k)
k=0
11
, [ PMXa=1)#P(Xa=2) = = \
Autrement dit, on doit avoir : H Apres résolution de ce systeme,
P(Xy=1)+2P(X4=2) = —
11
) P([Xg=1) = =
on obtient : %”11
P([X, =2 = =
(Xa=2)) 71
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Conclusion : X4(Q) = [0;3]

P(X4=0)=P(Xs=3) = 57 5 PXa=1)=P(Xs=2)) = 3,

=5

4. 4.a. Montrer que pour i et j dans [1,n] telsque i <j,ona:

(i-1)(G-2)
([ 1 ] [ ] ]) 1’1(1’1— 1)
Soient 7,j € [1;n] tels que i < j.
L'évenement [B; = 1] N[B; = 1] est réalisé si, et seulement si, les cartes C;,Cj4q,...,Cj_1 ne sont pas
données a J; ET les cartes Cj,Cj4q,...,Cy ne sont donnéesnia J; nia Jj.
Par une démarche analogue a celle mise en place en question 2., on a ainsi :

k-1 k-2
P([B;=1]n[B;=1]) = | | élescopages
( ] ) 2 k D k JJtl pag
i1 (j=2)(-1)
IS T P
o i=1)(j-2)
a nn—1)
(i-1)(j-2)

Conclusion : pour tous 7,j € [1,n] tels que i < j,on a ]P([B,' =1]n[B; = l]) =

nn—-1)

4.b. Soienti,j € [1;n], aveci = j. Les évenements [B; = 1] et [B; = 1] sont-ils indépendants?
Quitte a échanger i et j (roles symétriques), on peut supposer que i < j.
D’apreés la question précédente, on a :

(i-1)(j-2)

P([B; =10 [B; = 1])= =7

Et, d’apres la question 2. : _ _
P(B=1)="1; P(p;=1)=L"1
e Sii=1:
Alorsona: PETITE REMARQUE

On sait que [B] = 1] = @ et

P([B; =1]n[Bj =1])=0=P([By =1]) x P([B; = 1])

Dans ce cas, les évenements [B; = 1] et [Bj = 1] sont indépendants. que I’événement impossible
Siizl- est indépendant de tous les
e o=l autres... C’est cohérent!
Alors :
([B,‘zl]et [Bj = 1] sont indépendants) — IP([B[:]]O[B]-:I}):P([BI = 1)« P([Bj =1])
(i-1G=2) _=DHiG-1)
— nn-1)  n2 Jim120n=0
j=2j-1
— —
n—1 _n ) J nz0,n=l
= n(j-2)=n-1)(-1)
= nj-2n=nj-j-n+l
— j=n+l

Or on sait que j € [1;n], donc j # n+ 1. Par équivalences, on a ainsi :
P([B; = 1]n[Bj =1]) = P([By = 1]) x P([B; = 1])

Les événements [B; = 1] et [B; = 1] ne sont pas indépendants.

Conclusion : pour tout j € [2;1], les événements [By = 1] et [Bj = 1] sont indépendants
pour tous i, j € [2;n] tels que i # j, les évenements [B; = 1] et [B; = 1] ne sont pas indépendants.

eseo ExERcCICE 21
On considere une urne contenant n + 1 boules numérotées de 0 a n. On y effectue une suite de tirages
d’une boule a la fois avec remise. On définit la suite de variables aléatoires (Xj)xen+ de la maniere
suivante :
e X est une variable aléatoire constante égale a 1,
e pour k € [2;+00[, Xg =1 si le numéro obtenu au k-iéme tirage n’a pas déja été obtenu au cours des
tirages précédents, et Xy = 0 sinon.
1. Déterminer la loi de X5.
e Remarquons déja que X,(Q) ={0;1}.
e Ensuite :

’évenement [X; = 1] est réalisé  si, et seulement si, le numéro obtenu au deuxieme tirage n’a pas été obtenu au premier tirage
si, et seulement si, on pioche une des n balles non tirées au premier tirage

Par équiprobabilité du tirage des boules, on a ainsi :

P([Xp=1])= —

e Puisque X»(Q2) ={0;1} et que ([Xz =0],[X; = l]) est alors un systeme complet d’événements, on a:

no 1

P([X,=0])=1- =
(X2 ] n+1 n+1
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Conclusion : X,(Q) ={0;1}

P(Xo=0)= —— ; P(X=1])=

n

n+1’

. Soit k € [2;+oo[. Montrer :

n k-1
Xel) = {031} 5 (X =1) = ()
En déduire I'espérance de Xj.
e Montrons que X;(Q) ={0;1}.
De facon immédiate, on a Xy (Q) c {0;1}.

Montrons que {0;1} € X (€).
~ Pour réaliser I’évenement [X; = 0], il suffit que la boule 1 soit tirée aux tirages 1 a k. Ainsi
[Xk = 0] +J.
~» Pour réaliser I’événement [Xj = 1], il suffit que la boule 1 soit tirée aux tirages 1 a k—1 et que
la boule 2 soit tirée au tirage k. Ainsi [Xx = 1] = 2.

Conclusion : X;(Q) ={0;1}.

e Notons pour tout j € [0;n], et tout i € [1;k], B; ; I'événement "le numéro obtenu au i-ieme tirage n'est
pas le numéro j".

On a ainsi :
[Xk=1] = (B,o0NBy0N..NBk_1,0NBro)U(B11 NBoy N MB_y,1 N B 1)U U(Byy N By N N By N By )
n (k=1
= U ﬂ B,"]' N Bk,/'
=olli=1
Par conséquent :
n (k-1
P([Xp=1) = P U Bjj | B, J pour tous j,j” € [0;1], les événements By ; et By ;7 sont incompatibles...
izolliz1 .
n k-1
= ZIP Bi,f n Bk'] J tirages avec remise, d’'ou indépendance des événements
j=0 i=1
n (k-1
- P(B;;) |P(By,j) J équiprobabilité des choix de la boule
i=oli=1
- n (k-1 » 1
- n+l|n+l
j=0\i=1

j=0
k-1 1
= (n+ l)( " )
+1 n+1
3 ( n )k*l
T o \n+1
n \k-1
Conclusion : P([X} =1]) = ( ) .
n+1 PETITE REMARQUE
AUTRE METHODE POUR CALCULER CETTE PROBABILITE On procéde ;ci a rebours...
Ensuite, commencons par remarquer que, puisque les tirages sont effectués avec remise, il y a toujours QI} peut, puisque pour tous
n+ 1 boules dans 'urne. éveénements A1, Ay, ..., Ak,

ona: A NAYN..NAL =
A NAg_1 N NAY.
I'événement [X; = 1] est réalisé  si, et seulement si, le numéro obtenu au k-iéme tirage na pas été obtenu aux précédents tirages
si, et seulement si, pour tout 7 € [1;k — 1], le numéro obtenu au i-éme tirage n’est pas celui obtenu au k-ién
si, et seulement si, pour tout i € [1;k — 1], on pioche au i-ieme tirage une des n balles non tirées au k-ieme

Aussi :

Par indépendance des tirages (ceux-ci étant effectués avec remise), puis équiprobabilité des boules tirées :

e Puisque Xx(QQ)={0;1},ona:

EXx) = OP([Xg=0])+1P([X=1])
= P(Xp=1])
n \k-1
- (m+1)

Conclusion : E(X )
onclusion : (k)_(nJrl) .

3.a. Montrer : . ..
(n_l)l—ln]—z

Vi<j, P([X;=1]n[X;=1])= BT

Soient i,j € [1;n] tels que i < j.
En reprenant les événements définis & la question précédente et en notant, pour tous N,N’ € [0;n] et
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tout m € [1;n], By, NN/ I'évenement "le numéro obtenu au m-ieme tirage n'est ni le numéro N ni le
numéro N’", on a :

n n i-1
Xi=1nx;=1= | | [{ﬂ Bm,N,N/]ﬂBf,Nﬂ

N’=0| N=0 \\m=1
N=N’

j-1

m Bm,N’

m=i+1

mBj,N

Par incompatibilité puis indépendance :
j-1
x P(BjN) x ( ]_[ P(By,N7)

m=i+1

i-1 j-1
n—1 1 ]—[ n 1
) n+1 Xn+lX n+1 Xrz+l

m=i+1

n—1\-1 1 n o \j-i-1 1
) )
n+1 n+1 n+1 n+1

(n—1)i~Lpi=i-1
(n+l)f

P(X;=1]n[X;=1]) = < P(BjN)

J équiprobabilité des choix de la boule
N’=0

—_——

N’=0 I\':O/
n

-y IZ;

N’=0

N=N’

1=

N’=0| N
N=

" . o
_1)i—lyj-i-2
-y (nx u)
(n+1)i-1
PETITE REMARQUE

N’=0 i
n-1)"‘nl7""
()7. Champagne!!!
i o (n+1) Sinon, on aurait pu "expli-
(n—1)i=1pi-i quer" cette probabilité...

(n+1)i-1

0
)

= (1’1+1)><7’Z><

3.b. En déduire, pour tous i <, la loi du produit X;X;.
Soient 7,j € [1;n] tels que i < j.
e Puisque X;(Q) ={0;1} et X;(Q) ={0,1}, on a X;X;(€2) c {0;1}.
e Ensuite puisque X; et X;j ne prennent que 0 et 1 comme valeurs, I’évenement [X;X; = 1] est réalisé
si, et seulement si, les évenements [X; = 1] et [X; = 1] sont simultanément réalisés.
Ainsi :
(XiXj=1]=[X;=1]n[X; =1]

Par conséquent, d’apres la question précédente :

(n—l)i_lnj_i
P(X;Xj=1])= ———————
XXy =)=
On en déduit [X;X; = 0] = et:
(n—1)i=lpj-i
P(X;X;=0)=1-—" "
XXy =0) = 1=
Conclusion : X;X;(Q) = {0;1},
(nfl)i’ln/’i (nfl)i’ln/’i
POXXi=0)=1- 2" ™ o px;Xi=1])= 2 "
(XiXj =0 = 1= ot e Pl = 1) = Ul

. Soit N € [2;+oo[. On note Zy la variable aléatoire égale au nombre de numéros distincts obtenus
au cours des N premiers tirages. Exprimer Zy en fonction des X et en déduire son espérance.

N

e De facon immeédiate, on a Zy = ZX[‘
i=1

e Ensuite, on avait obtenu :

. 0 k-l
Yk e [2;+oof, E(X :( )
[2;+oo, E(X%) = -

Et on sait que X est constante égale a 1, donc E(X1)=1.

1-1
. n
Puisque (?) =1, ces deux cas peuvent se regrouper :

n k-1
Yk eV, [E(Xk):( +1)
n
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e Onaenfin:

E(Zn) = E J linéarité de I'espérance
i=1
n
= Z[E(‘\f) J par ce qui précede
i=1
N n \i-1
- Z( ntl ) J changement d’indice k =i -1

(77) -
= n
n+l J;H—lil

0000 EXERCICE 22 - VARIABLES ALEATOIRES INDICATRICES
Soient () I'univers d’une expérience aléatoire et IP une probabilité sur P(Q2). Pour tout A € P(Q), on note
14 la variable aléatoire définie par :

1 siweA

Yo eQ, Talw) = { 0 sinon

1. Quedirede 1l etly?

Pour tout A € P(Q), la variable aléatoire 1 prend la valeur 1 si I’événement A est réalisé, 0 sinon. Ainsi :

e 1) est constante égalea 1;
e 1. estconstante égalea 0.
2. Soit A € P(Q)). Déterminer la loi de 1 ainsi que son espérance.
e On sait déja que 1 (QQ) c{0;1}.
e Par définition, on a, pour tout w € (3 :
wellp=1] &= weA

D'ou :

Par conséquent :
P([1p = 1)) =P(A)
Et ainsi :
P([15 =0])=1-P(4)
e On en déduit :
E(La) = OP([1a=0])+1P([1, =1])
= P(A)

3. Soient A,B e P(Q). Etablir :

Igx=1-1o ; 1anB=1ax1p ; Taup=1a+1p-1anB

e Montrons que Iy =1-1x.
Soit w e Q.
o SiweA.
~» Par définition, on a ainsi 15 (w) = 1.
~» Mais, puisque w € A,ona w & A. Dot ]lX(m) =0.
Ainsi :
Tx(w) =1-1a(w)
o SiweA.
~» Puisque w € A,onaweA,dou La(w)=0.
~ Orwe A, donc, par définition : ]lg(m) =0
Ainsi :

Tx(w) =1-1a(w)

— PETITE REMARQUE
Onaainsi _lim E(ZN) =
N—-+oo

(n+1). Au bout d’un grand
nombre de tirages, on obtien-
dra en moyenne n + 1 boules
différentes. C’est normal : si
on effectue un grand nombre
de tirages, on tirera vraisem-
blablement toutes les boules
possibles...

V'S

VOCABULAIRE
Si une variable aléatoire est
constante égale a un réel ¢, on
dit qu’elle suite la loi certaine
égaleac.

% SUBTILE... %
IIn’y a pas 15(Q) = {0;1}
siA=QouA = @ par
exemple...

X ATTENTION!
Il s’agit d’établir une égalité
entre deux applications X et
Y toutes deux définies sur Q.
On montre donc que pour
tout w € Q, X(w) = Y(w).

Conclusion : Yw € O, Ix(w) =1-1x(w).
Autrement dit : Iy =1-14.

e Montrons que Iang =1 x 1p.
Soit w e Q.
o Siwe ANB.
~» Alors, par définition, 1pnp(w) = 1.
~+ Aussi, puisque w € ANB,onaweA ET weEB.
Par définition, on a alors : 15 (w) =1 T 1p(w) = 1.
D'ou :
Ia(w) x Ig(w) =1
Ainsi :
Ianp(w) =1a(w) x Lp(w)
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o Siwe ANB.

~» Alors, par définition, 1pnp(w) = 0.

~~ De plus, on sait, d’aprés la loi de Morgan: ANB = AUB.
Ainsi, puisque w € AUB,onaweAouweB.
D’ou, par définition : 15 (w) =0 ou 1g(w) = 0. Ce qui donne (régle du produit nul) :

Ipa(w)ipg(w)=0
Ainsi :
LanB(w) = 1a(w) x 1p(w)

Conclusion : Yo € Q, 1xAp(w) =L (w) x Lg(w).
Autrement dit: T1poqg =1 x 1p.

e Montrons que Loyg =14 + 1 —LanB-
Utilisons les deux points précédents pour établir celui-ci...

On sait que AUB=ANB. Ainsi :

TauB = ]]'XOE J premier point de la question
= 1-1z5 deuxiéme point de la question
= 1- ]]'K x ]]'E

remier point de la question
B R TN T T Il !
1-(1-1A-1p+1anB)
= 1a+1p-1anB

Conclusion : 1oy =1 + 1 —LANB-

REMARQUE

AUTRE METHODE POSSIBLE :
Soit w € Q.

o Siwe AUB.
~» Alors, par définition, Toyp(w) = 1.

deux a deux incompatibles... Trois cas se présentent alors :
— SiweANB.

Ce qui donne :
]].,_\(u)) + ]].lg(u)) 7]1,_\03((0) =1+1-1=1

— SiweANB.

]].,_\(u)) + ]].lg(u)) 7]1,_\0[;((0) =14+0-0=1

— SiweBNA:analogue au cas précédent :

La(w)+1pg(w)—Lpanp(w)=0+1-0=1

Ainsi :
Laup(w) = 1a(w) + 1p(w) = Lanp(w)
Ainsi :
Lane(w) =1a(w) x 1p(w)
o Siwe AUB.

~» Alors, par définition, Toyp(w) = 0.

~ De plus, on sait, d’aprés la loi de Morgan : AUB=ANB.
Ainsi, puisque w € A NB,onaweAETwEB.
D’ou, par définition : 14 (w) =0 et 1g(w) = 0.
Puisque w € A, on aw € AN B, donc 1pnp(w) = 0. D'ou :
La(w)+1p(w)—Lan(w)=0+0-0=0

Ainsi :
LanB(w) = 1a(w) x 1p(w)

~» Aussi, remarquons que AUB = (Aﬂﬁ) U (Bﬂg) U (Aﬂ B); et que c’est une union de trois événements

Alors par définition, 15p(w) = 1. Mais on a aussi w € A eT w € B, donc 15 (w) =1 er Ig(w)=1.

Alors on a 1 (w) = 1,1p(w) =0, et puisque w & B, L1ynp(w) = 0. Ce qui donne :

Conclusion : Yo € Q), 1ayp(w) =1z (w) + 1g(w) — LanB-
Autrement dit : Loy =1a + 1 —LanB-

4. Soit A un événement tel que 0 <IP(A) < 1. Si X est une variable aléatoire telle que X(Q) est fini, on
définit la variable aléatoire, notée E (X), par :

1 1
Ea(X) = M[E(X]].A) xLa+ m[E(X]lx) « 1y

4.a. Déterminer la loi de la variable aléatoire Ez(14).
On a déja:

Ea(la) ;[E(]].A><]]_A)><ZU.A+%[E(]].A><]lx)><:ﬂ_

P(A) P(A
1 1
= P E(La) < Ta + ﬁﬂo) < Ix J question 2. : E(14) = P(A)
= 1a+0
= 1A

X ATTENTION!

1 1
BA) E(X1a) et ) E(X13)
sont des réels!

Donc E (X) est bien une
variable aléatoire : c’est une
combinaison linéaire des
variables aléatoires 15 et 13

A J d’apres les questions précédentes : 1y x 1y =Iana =Tp ety x1x=1, +=1g =0
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Conclusion : Ep(1p) et 14 suivent la méme loi, donnée en question 2..

4.b. Soient X et Y deux variables aléatoires prenant un nombre fini de valeurs. Démontrer :

Ona:
EA(X+Y) = !
: P(A
B 1
= W
1

4.c.

e Puisque 1 et Iy

de variables alcatmrcb discrétes finies :

Ea(

espérance. On a:

E(EA(X))

e Par définition, on a:

Ea(X1a)

D’autre part :

EA(X) x1a

On a bien :

>

S E(XLA)TA + E(YLA) x Ta + =
)+ Ea(Y)

—(E(XTA)+E(YLA)) x Tp +

EA(X+Y)=EA(X)+EA(Y)

ﬁ([g(mgpr E(Y1y)) 1

1
K) [E(X]]'K)]]'K + [E(Y]lg) x 1

A

Soit X une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs. Démontrer :

E(EA(X))=E(X) ; Ea(XLa)=Ea(X)x1a

sont des variables aléatoires discretes finies, Ea (X) est une combinaison linéaire

elle est donc également discrete finie, et admet ainsi une

=

1 1
(IP A) (\ﬂ.q)x]l,\wLIP(A)[E(X]lK)x]lK)

J linéarité de l'espérance

1 1 |

m E(XLa) x E(La) + ﬁ[(xi ) ” IE( J question 2.: E(15) =1P(A)
1 1 |

B E(X14) x P(A) + ﬁ[E(P\JlK) «P(A)

E;‘;( A)+ ;EO)()]IK) linéarité de l'espérance
Ia+ osti . -
X) J question 3.: 1x +1y =1

FH:H?

(A)
1

1

=

1
E(XLALA) x Tp + —— E(XLo L) x
Ala) xTa P (X1a1x

A J]lf\:]lA etTolg=0

) E(XLp)x1La

=

—

1 1
—  E(XLaLp) x Lp + ——
bA) (XTALA) x Tp —

1
E(XTATA) x LALp + ——
ALA) x Tplp N

[E(X]ll_\]lg) Ry LN

(A)
1

(A)

2
1 A

)

E(XTALR) x IxTA J =lpetlIply=0

E(XLp) x 1

)

Ea(XLa) = EA(X) x 15

< e Dans cette question,

— % SUBTILE... %

Si on note V(Q),R) I'ensemble
des variables aléatoires défi-
nies sur Q,ona:
e L'application

E: | VQR) — R

X —  EX)

est une application linéaire
(voir chapitre).

on demande presque (il
faudrait travailler sur une
combinaison linéaire de X
et Y, pas juste sur X + Y) de
montrer que l'application

" Ea: | VIQR —  V(Q,
E((X+Y)1a) x 1p + —=E((X + Y)15) x I an | VOR)— [E;()
q est également linéaire.
E(XTA+YLA) xTp+ o= P A) [E()\]l +Ylx ) ]l~\ J par linéarité de l'espérance
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