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/ ' Les
I; CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 13

CONTINUITE LOCALE ET GLOBALE DES FONCTIONS

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

0000 EXERCICE 1 - ETUDES DE CONTINUITE LOCALE
Etudier la continuité de f sur R dans chaque cas.

X .
e six>0
1. fix+— .
f x+1 six<0
e f estcontinue sur | —oco;0], comme fonction affine sur cet intervalle, v RIGUEUR!
e f est continue sur ]0;+oco[, comme fonction exponentielle sur cet intervalle, On demande la continuité
Eno: sur R... On commence donc
e fnl: . . par régler la continuité sur
lgﬁof(,\‘) =1; f(0)=1; Eiﬂ()f(\) =1 les plus grands intervalles
“x<0 x>0 possible, puis on s’intéresse

précisément a la continuité en

Par conséquent, f est continue en 0. e PSS
/ les points "problématiques”.

‘ Conclusion : f est continue sur R.

x2 six<l1

2. fixr— .
f In(x) six>1
e f estcontinue sur | —oo; 1], comme fonction carrée sur cet intervalle,

e f est continue sur |1;+co[, comme fonction logarithme népérien sur cet intervalle,

e Enl:
l,irqﬂ-\'):l ; f)=1; lirrllf(X)ZO
#\Z)l '\v\;)l

Par conséquent, f nest pas continue en 1.

‘ Conclusion : f nest pas continue en 1, donc n'est pas continue sur R.

VY x>0
3. fix— .

0 six<0
. . . — [
e f estcontinue sur | —oo;0], comme fonction constante sur cet intervalle, X ATTENTION!

. P . . . . Pas de "composée de fonctions
e f est continue sur |0;+oco[, comme composée de fonctions continues sur les intervalles adéquats, continues sur ]0; +oo[". Cest

o

e Eno0: comme pour la dérivabilité :
On sait que : a chaque fois qu’il y a une
composée, il doit y avoir cor-

lim — =-co ; lim e respondance des intervalles
‘j\j(f) x X—-00 d’arrivée de u et de départ de
N . v pour parler de v o u. Deux
D’ot, par composition : facons de rédiger :
lim e /¥ = 0 © 50it on pose clairement les
l‘\joo fonctions et on détaille,
’ e s0it on se contente d'une
Or: phrase plus large en men-
f(0)=0; lim f(x)=0 tionnant nécessairement "les

\\?00 intervalles adéquats".

X_o

Par conséquent, f est continue en 0.

‘ Conclusion : f est continue sur R.

0 six<0
4. fixr— - .
f 1-e* six>0
e f estcontinue sur | —oo;0[, comme fonction constante sur cet intervalle,

° f est continue sur [0;+oo[, comme sommes d’une fonction constante et de x —> f"‘, toutes deux conti-
nues sur [0;+ool.

e EnO0:
lim f(x)=0; f(0)=0; lim f(x)=0
x—0 x—0"
x<0 >0

Par conséquent, f est continue en 0.

Conclusion : f est continue sur RR.

0000 EXERCICE 2 - PROLONGEMENT PAR CONTINUITE
Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. Déterminer I'ensemble de définition de f : x — exp (——2) et vérifier qu’elle est prolongeable par
X
continuité sur R.
e La fonction f est définie sur R”.
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e La fonction x — — est continue sur R, et sur R} ; donc la fonction f est continue sur Ry et sur R} .

e Eno0:
" -1
lim — = lim — = -o0
x—0 x2  x—0 x2
x<0 x>0
Et: ) « #1 REDACTION
Xlir?ooe =0 O}’l Prend le temps d.e bien
). - détailler les compostions de
D’ow, par composition : . . limites, dont la rédaction s’est
lim f(x)=lim f(x)=0 dégradée depuis quelques
x—0 x—0
x<0 x>0 temps...

Par conséquent : f est prolongeable par continuité en 0, en posant f(0) = 0.

Conclusion : f est prolongeable par continuité sur R, en posant f(0) = 0.

In(1
2. Déterminer I'ensemble de définition de f : x +— H(T-HC)

et vérifier qu’elle est prolongeable par
continuité sur |- 1;+oo[.
e La fonction f est définie sur |- 1;0[U]0;+oo|.

e La fonction f est continue sur |—1;0[ et sur ]0;+oo[, comme quotient de deux fonctions continues sur
ces intervalles, dont le dénominateur ne s’annule pas sur ces intervalles.

e En0: In(1 In(1
lim n +'\):lim n(t+x)

- PourqQuoi?
x—0 X x—0 X C’est une limite usuelle!
x<0 x>0

Par conséquent : f est prolongeable par continuité en 0, en posant f(0) =1.

Conclusion : f est prolongeable par continuité sur |- 1;+oo[, en posant f(0) = 1. ‘

x2 - 5x—

3. Déterminer I'ensemble de définition de f : x +— 1

est vérifier qu’elle est prolongeable
par continuité sur R.
e La fonction f est définie sur | —oo;—1[U] - 1;+00].

e La fonction fest continue sur | —oco;—1[ et sur | — 1;+00[ comme quotient de fonctions continues sur ces
intervalles, dont le dénominateur ne s’annule pas sur ces intervalles.

e Fn—1: =" RAPPEL...
Remarquons >, pour tout x # —1 : Dans le cas d’une fraction
¢ quons que, pour tou rationnelle (quotient de deux
f(\) _ (x+1)(x-6) polynomes), la FI "9” en un
! T+ 1 J x+1#0 . . . 0
- -6 réel xg implique que xg est
: racine du numérateur et du
Or: dénominateur...
lim (x—6)=-7
x—-1
Ainsi :
lim f(x)= lim f(x)=-7
x—-1 x—-1"
x<-1 x>-1

Par conséquent : f est prolongeable par continuité en —1 en posant f(-1)=-7.

Conclusion : f est prolongeable par continuité sur R, en posant f(-1)=-7.

1+x-1
4. Déterminer I'ensemble de définition de : x Tx et vérifier qu’elle est prolongeable par

continuité sur [—1;+oo][.
e La fonction f est définie sur [—1;0[U]0;+oo].

e La fonction f est continue sur [—1;0[ et sur |0;+co[, comme quotient de deux fonctions continues sur ces
intervalles, dont le dénominateur ne s’annule pas sur ces intervalles.

e Eno0:
Pour x suffisamment proche de 0, on a:

Vi+x-1

(\/lix—l)(\/l+x+l)
,\'\(\/l+x+1)

x(VI+x+1) J“"“
1
Vi+x+1

flx) =

Or:
X 1 1
lim — =
—=0VI+x+x 2
Ainsi : |
lim f(x)=lim f(x)= =
,Hof( ) ,\'~>Of( )=3
x<0 x>0

Par conséquent : f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) =

Mo | =

Conclusion : f est prolongeable par continuité sur [-1;+oco[, en posant f(0) =
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5. Déterminer I'ensemble de définition de f : x +—> e\f_—I_ Est-elle prolongeable par continuité sur
R*? )
e La fonction f est définie sur R .
e La fonction x — v/x est continue sur R}, donc la fonction x —> c‘ﬁ I'est également.

Ainsi, la fonction f est un quotient de deux fonctions continues sur R dont le dénominateur ne s’annule
pas sur R, elle est donc également continue sur Ry .

e EnO:
Pour x suffisamment proche de 0, on a:

T
fo =
Vo1

Or:
hm\ﬂ—O 5 lim

; 0 - 1 -1 PourqQuoi?
x—0 X-0 X Gimiteusuelle!

Ainsi, par composition :

lim Vi1 =

x—0 \/T
D’ou, par produit :

N1 1

lim +00

x—0 \/T x$:

Par conséquent : f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

Conclusion : f n’est pas prolongeable par continuité sur R*, car ne I’est pas en 0.

ee00 EXERCICE 3 - THEOREME DE BIJECTION
Dans chaque cas :

e dresser le tableau de variations complet de f sur I
e démontrer que f est bijective de I dans un intervalle & préciser
e donner le tableau de variations complet de f_1

1. fixr— (x+2)e ¥ sur [~1;+00[
e La fonction f est le produit de deux fonctions usuelles dérivables sur [-1;+oo], elle est donc dérivable
sur cet intervalle.
e Soitxe[-1;+00[.Ona:

f(x) e —(x+2)e "
= —Y(x+1)
D'ou :
x |1 +00
flx)[0 -

Justification de la limite en +oo :
Pour x suffisamment proche de +oo :

X+2
fo = =
x 2
TeX X
Or, par croissance comparée :
x
m — =
xX—+o0 ¥
D’ou, par opérations :
lim f(x)=0
X—+00"

e Onsait que:

. L. . 1
o f est continue sur [—1;+oo[ car dérivable sur cet intervalle, X ATTENTION!

Ne pas oublier la stricte mo-

o f eststrictement décroissante sur [—1;+oo[. notonie dans les hypothése du
D’apres le théoréme de bijection, f est bijective de [=1;+oo[ dans f([-1;+co[) =]0;e]. théoréme de bijection!
Et:
x |0 e

f_l +oo\_1

2. fixr— ln)((x) sur ]0;1][.

e La fonction f est le quotient de deux fonctions usuelles dérivables sur ]0;1[ dont le dénominateur ne
s’annule pas sur |0;1[, elle est donc dérivable sur cet intervalle.
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e Soit x€]0;1[.Ona:

In(x)—x2
f = ——t
(In(x))
_In(x) -1
- 2
(In(x))
Or:
In(x) =120 & In(x)=1 J par stricte croissance de exp sur R
— Xx=e
Or, on sait que x €]0;1]...
D’ou :
x |0 1
f(x) -
0
f N o
Limites :
o EnO:
limx=0; limIn(x)=-co
x—0 x—0
x>0 x>0

D’ou, par quotient :

lim f(x)=0
x—0°
x>0
o Enl:
limx=1>0; limIn(x)=0"
x—1 x—1
x<1 x<1

D’ou, par quotient :
lim f(x) = -0
x—1
x<1
e Onsait que:
o f est continue sur ]0;1[ car dérivable sur cet intervalle,
o f eststrictement décroissante sur ]0;1[.
D’apreés le théoréme de bijection, f est bijective de ]0;1[ dans f(]0;1[) =] — c0; 0[.
Et:

X |—o0 O‘

)1
1 \0‘

e000 EXERCICE 4 - DES HISTOIRES DE POINT FIXE...
Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. Soit f une fonction continue sur [0;1] a valeurs dans [0;1]. Démontrer que f posséde au moins un
point fixe.
Posons g : x +> f(x)—x, définie sur [0;1]. On sait que :
e g est continue sur [0;1] (car f lest)
e g(0)=f(0)etg(l)=f(1)-1.
Or f est a valeurs dans [0;1], donc pour tout x € [0;1], f(x) € [0;1].
Par conséquent : f(0) >0et f(1)<1.D’u: g(0)>0et g(1)<0.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 posséde donc au moins une solution sur
[0;1].

’ Conclusion : f possede au moins un point fixe.

2. Soit f une fonction continue et décroissante sur R. Démontrer que f posséde un unique point fixe.
Posons g : x +> f(x)—x, définie sur [0;1]. On sait que :
e g est continue sur R (car f l'est)

e Puisque f est décroissante sur R, d’apres le théoréme de limite monotone, elle admet une limite en —co
et en +oo; et de plus, lim f # —oco et limf # +00.
—00 (o)

D’ou, pas de forme indéterminée pour les limites de g et, par opérations :

limg =0 5 limg=-oo

D’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires, ’équation g(x) = 0 posséde donc au moins une solution sur R.

’ Conclusion : f possede au moins un point fixe.

3. Soit f une fonction continue sur [0;1] a valeurs dans [0;1] telle que f o f = f. Préciser I'ensemble
des points fixes de f.
Notons & I'ensemble des points fixes de f.
e Puisque f est définie sur [0;1] et a valeurs dans [0;1], I'intervalle [0;1] est stable par f; donc f o f est
bien définie sur [0;1].
. o De plus:

Vxel0;1], f(f(x) = f(x)

Donc pour tout x € [0;1], f(x) est un point fixe de f. Autrement dit :
fo;i)ce

IMPORTANT! ———
+7On précise les signes pour

conclure!

— '"mREFLEXE!

4 Une histoire de point fixe de
f? On travaille sur g = f —id.
Ainsi : « est point fixe de f ssi
gla)=0.

Ensuite : soit un TVI soit un
théoréme de bijection (selon
que l'on souhaite une unicité
ou non).
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o Montrons £ C f([0;1]).
Soit o € E. On a ainsi : f(a) = a. Il existe donc x € [0;1] (en fait, x = a convient) tel que a = f(x).
Donc a € f([0;1]). On a ainsi :
£c£([0:1)

’ Conclusion : I'ensemble des points fixes de f est f([0;1]).

o000 EXERCICE 5 - UNE AUTRE HISTOIRE DE POINT FIXE!
Soit f continue sur R. Démontrer que s’il existe 2 € R tel que f o f(a) = a, alors f posséde au moins un
point fixe.
Supposons qu’il existe un réel a tel que f o f(a) = a, et considérons-en un...
Posons g : x > f(x) —x, définie sur R. On sait que :
e ¢ estcontinue sur R (car f l'est)

e g(a)=f(a)—aet g(f(a)) = f(f(a)) —fla)=a-f(a). PETITE REMARQUE
On a donc montré que si f est
continue et que f o f posséde

D’apres le théoreme de valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 posséde donc au moins une solution entre a et f(a). au moins un point fixe, alors
f également.

Ainsi, g(a) et g(f(a)) sont opposés.

’ Conclusion : f possede au moins un point fixe.

eee0 EXERCICE 6 - ENCORE UNE!
Soient f et g deux fonctions continues de [0;1] dans [0;1] telles que go f = f o g. Le but de I'exercice est
de montrer qu’il existe x € [0;1] tel que f(x) = g(x).
1. Démontrer que la fonction f posséde au moins un point fixe sur [0;1].
Posons g : x +> f(x)—x, définie sur [0;1]. On sait que :
e g est continue sur [0;1] (car f 'est)
e ¢(0)=f(0)etg(l)=f(1)—1.0Or f esta valeurs dans [0;1], donc pour tout x € [0;1], f(x)€[0;1].
Par conséquent : f(0) >0et f(1)<1.D’u: g(0)>0et g(1)<0.
D’aprés le théoréme de valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 posséde donc au moins une solution sur
[0;1].

Conclusion : f possede au moins un point fixe sur [0;1].

2. Considérons alors a € [0;1] tel que f(a) = a puis définissons la suite (u,) par:

upg=a
VnelN, upy = g(uy)

2.a. Démontrer que pour tout n € IN, u, est un point fixe de f.
Par récurrence...

e Initialisation. Pour n=10:

D’apres I’énoncé, a est un point fixe de f : initialisation vérifiée.
e Heérédité. Soit n € IN. Supposons que f(uy) = u, et montrons que f(uy41) = Up4]-

Ona:

flunst) = f(g(un) ) fog=gof
g(f(un )) J par hypothése de récurrence

gluy)
Un+1

Hérédité établie.

Conclusion : pour tout n € IN, u, est un point fixe de f.

2.b. Etablir le résultat voulu dans le cas ol (1) est monotone.
Supposons donc que la suite (u,) est monotone. Etant bornée par 0 et 1 (car g est a valeurs dans [0;1]),
elle est convergente. Notons ¢ sa limite. Montrons que ¢ répond au probléeme...
e Puisque pour tout n € IN, f(uy,) = uy,, par passage a la limite, f étant continue en ¢ (car continue
sur [0;1]et £ €[0;1]): f(€)=¢.
e Et puisque pour tout n € IN, u,1 = g(u,), par continuité de ¢ en ¢ et unicité de la limite, on
obtient également ¢ = g(¢).

Par conséquent :

f)y=¢=g(0) PETITE REMARQUE
. . . , Dans ce cas, on a méme
Conclusion : il existe donc un réel x € [0;1] tel que f(x) = g(x). mieux : ce réel est également

point fixe de f et g.

2.c. Etablir le résultat voulu dans le cas oti (1,;) nest pas monotone.
Supposons donc que la suite (u,) n’est pas monotone. Il existe alors n,m € IN tels que u,41 —u, >0 et
U1 — U < 0.
On a ainsi :
gluy)—up >0

et puisque uy, est point fixe de f :

g(up) = fuy) <0
De méme :

gluy) = flum)>0
Par conséquent, on a :

e g— f est continue sur [0;1], donc sur [uy; uy] (ou [uy;u,])
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o (§—f)(un)<0et(g—f)(um)>0
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, la fonction g — f s’annule au moins une fois entre u,, et

Um-

‘ Conclusion : il existe donc un réel x € [0;1] tel que f(x) = g(x).

eeco EXERCICE 7
Soient f et ¢ deux fonctions continues sur [0;1] telles que :

Vxe[0;1], f(x)>g(x)
1. Démontrer : dm>0/VYx e[0;1], f(x)> g(x)+m.

Posons h: x > f(x)—g(x).
La fonction h est continue sur le segment [0;1]; elle y est donc bornée et atteint ses bornes. Autrement dit, h
posséde un minimum et un maximum sur [0;1]; notons m = min(h).
On a ainsi :
Vxe[0;1], h(x)=m
Autrement dit :
Vxel0;1], f(x)=g(x)+m

De plus, puisque pour tout x € [0;1], &(x) > 0, son minimum est également strictement positif.

‘)
Conclusion : 3m>0/VYx € [0;1], f(x) > g(x)+ m (le minimum de f — g convient).

2. Ce résultat est-il encore valable si f et g sont définies et continues sur R?
Non... Le résultat précédent repose sur le fait que m est le minimum de f —g; et ce minimum existe bien (et
est strictement positif), puisque les fonctions sont étudiées sur un segment.
Posons, par exemple : )
fixr—e'; gixr—0
On a bien :
VxeR, f(x)>g(x)
Et pourtant, s’il existait un réel m > 0 tel que pour tout x, f(x) > g(x)+ m; on aurait ainsi :
VxeR, e* =m

Ceci contredit le fait que lim f = 0...
—00

eee0 EXERCICE 8 - LEs RENNES DU PERE NoEL
Afin d’étre opérationnels le jour de Noél, les rennes du Pére Noél suivent un entrainement intensif...
Ceux-ci doivent parcourir la distance entre Vancouver et Montréal (soit 4000 km environ) en 5 secondes!
Montrer qu’il existe un intervalle d'une seconde pendant lequel les rennes parcourent exactement 800
km.
Indication : on notera d(t) la distance totale parcourue par les rennes au bout de t secondes et D(t) =d(t+1) -
d(t) la distance parcourue par les rennes sur I'intervalle [t;t + 1] d'amplitude 1 seconde...
L'objectif est de montrer qu’il existe un réel ty € [0;4] tel que D(tg) = 800.
Avec les notations de I’énoncé, on a :
d(0)=0 ; d(5)=4000
et ainsi :
D(0)+ D(1) + D(2) + D(3) + D(4) = ... = d(5) - d(0) = 4000
Par conséquent :
e Si D(0) = D(1) = D(2) = D(3) = D(4) = 800, alors les rennes parcourent 800km sur chaque intervalle d'une
seconde... C’est réglé!
e Sinon, il existe au moins une de ces 5 valeurs qui soit strictement inférieure a 800 et une autre qui soit stricte-
ment supérieure a 800; notons alors i et j deux entiers tels que D(i) < 800 et D(j) > 800.
La fonction D étant continue sur [0;4] (puisque d est : les sauts spatiaux et temporels n'existent pas, méme
pour les rennes du Pére Noél), le théoreme des valeurs intermédiaires assure qu’il existe un réel ¢y €]i; [ (ou
j;1[) tel que D(tg) = 800.
Autrement dit, il existe un intervalle d’une seconde sur lequel les rennes ont parcouru exactement 800km.

o000 EXERCICE 9 - ETUDE DE FONCTIONS
On consideére la fonction f : x = ¢ —In(x), définie sur ]0;+oo[ ainsi que ¢ : x —> xe* — 1, définie sur
[0;+00].
1. 1l.a. Dresser le tableau de variations complet de g sur [0;+oo].

g est dérivable comme produit et somme de fonctions dérivables sur R*.
Soit xe R*.Ona:

g'(x) = er+xet
= eY(x+1)
Or x e R*, donc ¢’(x) > 0. Dot :
x [0 +00
¢ (%) +

+00
g -1 /
La limite en +co étant obtenue par opération.

1.b. Montrer que I’équation g(x) = 0 posséde une unique solution a dans [0;+oo[. Vérifier que
a €]0;1].

e Ona:

o g est continue sur R, car dérivable,
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o g est strictement croissante sur R*.

Ainsi, par théoréme de bijection, g est bijective de R* dans g(R*) = [~1;+c0[. Or 0 € [~1;+00[,

donc 0 posséde un unique antécédent dans R* par g.

Par conséquent : I’équation g(x) = 0 posséde une unique solution sur R*.

e Onaaussi:
g(0)=-1; g(a)=0; g(1)=
Et commee>1,0na:
8(0) <g(a) < g(1)
Puis, par stricte croissance de g’l sur [-1;+c0[, on obtient :

O<ax<l

e—1

PETITE REMARQUE
o Ou par stricte croissance de
gsur RY...
eLa stricte croissance de g_1
est nécessaire pour conserver

Conclusion : I'équation g(x) = 0 posséde une unique solution a dans [0;+oo[, et on a méme « €]0;1[.

les inégalités strictes.

l.c. Préciser le signe de g(x) selon les valeurs de x.
On sait que g est croissante sur R* et que g(a)=0,d’ou:
X 0 a +00
<(x) -0 + |

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et préciser les asymptotes

de sa courbe représentative.
e Eno0:
Par opération :

lim f(x) = +o0
x—0"

Et ainsi, la droite d’équation x = 0 est asymptote "verticale" a la courbe de f au voisinage de 0 (par la

droite).
e En +oo:
Pour x suffisamment proche de +co :
. In(x
f(\)—@"(l - (, ))
L;v\
Or, par croissance comparée :
In(x
lim (, ) =0
Xx—+o0 et
D’ot, par opérations :
. In(x
lim 0‘(1— ( ))7
X—+0co ‘

Par conséquent :

3. Dresser le tableau de variations complet de f.

f est dérivable sur R} comme somme de fonctions usuelles dérivables sur Ry .

SoitxeRf.Ona:

;1
fl = e
X
- xe¥ -1
REFLEXE! X
_ 8(x)
x
D’apres la question 1.c., on obtient alors :
x |0 a +00
Fwll - 0
+ +
f OO\ / o0
flo)
1
4. Montrer: f(a) =a+ —.
a
Ona: N
flo) = gl ~In(a) Jg(a):() et a0, donc e“:l
= —-In(a) _ 1 _ :
cly J a= =
= —+a

ee00 EXERCICE 10 - SUITE RECURRENTE D'ORDRE 1
On consideére la fonction f définie sur [0;1] par : Yx € [0;1], f(x) = 2xe™.

1. Montrer que f réalise une bijection de [0;1] sur un ensemble que I'on déterminera. Donner le

tableau de variations de f~!.

e f estdérivable sur [0;1], comme produit de deux fonctions dérivables sur [0;1].

Soit x €[0;1]. On a:

Fl(x)=e"(2x+2) = 2e*(x + 1)
Or x>0, donc f’(x) > 0.
D’ou :

/) o+
f 0/26

2
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e Onsait que:
o f est continue sur [0;1], car dérivable
o f eststrictement croissante sur [0;1]

Ainsi, par théoréme de bijection, f est bijective de [0;1] dans f([0;1]) = [0; 2e?].
On a aussi :

x [0 2¢?
1 1
o
2. Vérifier qu’il existe dans [0;1] un et un seul réel noté « tel que ae® = 1. Montrer que « # 0. IMPORTANT!
e Soitxe[0;1].Ona: On vient de trouver une bi-
) o ) X _ X _ jection : on cherche donc le
el e =2 lien entre cette question et la
fl=2 précédente...

Or f est bijective de [0;1] dans [0;2¢2].
Et puisque e>1,0on a 2¢% > 2 et ainsi 2 € [0;2¢7].
Par conséquent, I’équation f(x) = 2 posséde une unique solution sur [0;1].

’ Conclusion : I"équation xe* = 1 posséde une unique solution sur [0;1], notée a. ‘

e Si était égala 0, on aurait ae® =0 :absurde!
Ainsi, o # 0.

’ Conclusion : il existe dans [0;1] un et un seul réel noté « tel que ae® =1, et a = 0. ‘

upg =«
YneN, upq = f_l(“n)

3. Montrer que la suite (u,) est bien définie et bornée par 0 et 1.
Par récurrence, démontrons : pour tout n € IN, u, existe et 0 < u,, < 1.

On définit la suite (u,) par : {

e Initialisation. Pour n=0:
up =aetael0;1]: Uinitialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons "u, existe et 0 < u, <1" et montrons "u,,| existe et 0 <uypq <1
o Par hypothése de récurrence, u, existe et 0 < u,, < 1. Donc u, est dans I'ensemble de définition de
f—l
Ainsi, f’l (up) existe; autrement dit, u, ] existe.
o Par hypothése de récurrence :
0<u,<1

D’oll, en appliquant 7!, croissante sur [0;1] :

RO f ) < 71
Or f71(0) = 0 et le maximum de f sur [0;2¢?] est 1, donc f~' < 1.
D’ou, par transitivité :
0<up4 <1

L'hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n € IN, u,, existe et 0 < u,, < 1.
Autrement dit : la suite (u,) est bien définie et bornée par 0 et 1.

4. 4.a. Montrer que pour tout réel x de [0;1], f(x)—x > 0; et qu’il y a égalité seulement pour x = 0.
Soit x € [0;1].

e Ona: )
f(x)—x = 2xe¥-x
= x(2¢*-1)
Or x > 0, dong, par croissance de I'exponentielle sur R : ¢* > 0 et donc 2¢* -1 > 1.
D’ou :

x(2e*-1)>0
Autrement dit :
f(x)=x>0
e Deplus:

fx)=x=0 & x(2*-1)=0 JZv"'—lio
— x=0

Conclusion : pour tout réel x de [0;1], f(x)—x >0, avec égalité seulement si x = 0.

4.b. En déduire que la suite (u,) est décroissante.
Soit n € IN. D’aprés la question 3., uy € [0;1].
On peut donc appliquer le résultat précédent a u,,... On obtient :
flup)—uy 20
D’ou :
fluy) 2 up

Et, par croissance de f_l sur [0; 2(32], on obtient :

Autrement dit :

Conclusion : la suite (u,) est décroissante.
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4.c. Montrer que la suite (u,) est convergente et préciser la valeur de sa limite.
e La suite (u,) est décroissante et minorée (par 0, d’apres la question 3.). D’apres le théoreme de
convergence monotone, (u,) converge donc vers un réel ¢ > 0.
Et comme (u,) est bornée par 0 et 1, on a méme ¢ € [0;1].
e Onaainsi:
lim u,="¢
n—+o0o

Donc, par continuité de f’l en { (car f’l continue sur [0;2¢%] et £ €[0;1] € [0;2¢2]), on obtient :

lim Y u,) = 710

n—+o0o0

Autrement dit :

. _ -
Jim e = £710)

Or, (u,) converge vers ¢; c’est donc également le cas de (1,41).
Par conséquent, par unicité de la limite :

=1

e (est donc un point fixe de f~! dans [0;1]. Résolvons donc, pour x € [0;1], I'équation x = f~1(x).
Soit x€[0;1].Ona:
PSS O c) — 1
x=f7) = flx)=x J question 4.a.
— x=0

Par conséquent :
=0

Conclusion : la suite (u,) converge vers 0.

. 1 P
5.a. Montrer que pour tout entier naturel #, U, = Eu,,e Yn+l En déduire que pour tout n € N,

1
Upyl < E”n-

e Soit n € IN. On sait que uy,y] = ffl (uy), donc uy = f(up41). Autrement dit
Uy = Zun+1€’4n+l

Par conséquent :

1
—u
Upt+1 = Eune el
e Soit n € IN. D’aprés la question 3. :
Ups1 20
D’ou, par croissance de I'exponentielle sur R :
e Untl < 1

Puis, comme u, > 0 (question 3.) :

—_

1 _
S Une Uil <~y

N

Ainsi, par transitivité, avec le point précédent :

1
Uppl < 3 4n

. 1
Conclusion: Vne NN, u .1 < EM”‘

1\
5.b. Etablir alors:VneNN, u, < (E) .
Par récurrence...

e Initialisation. Pour n=0:
1
up=aet|=|] =1.
0 ( 2 )
Or on sait que a € [0;1]. L'initialisation est ainsi vérifiée.
n n+1
e Heérédité. Soit n € IN. Supposons que u, < (5) et montrons que ;41 < (5)

Par hypothese de récurrence :
s - 1
D’ou, en multipliant par 5"

Or, d’apres la question précédente :
Ainsi, par transitivité :

L'hérédité est ainsi établie.

1 n
Conclusion: VnelN, u, < (E) .
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, . . 1\" _ . ., 5In
5.c. Résoudre I'inéquation (E) <107, d’inconnue n € N. Donnée :
SoitnelN.Ona:
1
nin{=|<=5In(10)
51n(10)
— nz

~ In(2)
— nx>17

1\" 5
(E ) <1072 — par stricte croissance de In sur B:J ~In(2) <0

Jr?EW

5.d. Interpréter ce résultat dans le contexte de l'exercice.
D’apres la question précédente, on a :
1\" 5
VYn>17, (7) <107
2
Ainsi, d’apreés la question 5.b. et par transitivité :

Yn>17, uy <1072

Conclusion : pour 1> 17, uy, est proche de 04 107> prés.

@000 EXERCICE 1 1 - SUITE RECURRENTE D’ORDRE 1 AVEC FONCTION DECROISSANTE
ug=0

Considérons la fonction f : x — e~ et la suite (u,,) définie par :
f (1) P VnelN, upiy = f(up)

1. Justifier que la fonction f posséde un unique point fixe sur R, noté «, vérifiant o € [0;1].
Posons h: x > f(x)—x, définie sur R.

e Montrons que 1’équation h(x) = 0 posséde une unique solution sur RR.
On sait que :

o hest continue sur IR, comme somme de deux fonctions continues sur IR,

o h est strictement décroissante sur R, comme somme de deux fonctions strictement décroissantes
sur R (x — ™" et —id).

D’apreés le théoréme de bijection, h est bijective de R dans h(RR) :]ljm hlimh[=R.
(Se) —00

Ainsi, 0 € h(R). Par conséquent, 0 posséde un unique antécédent dans IR par h.
Autrement dit, I’équation h(x) = 0 possede une unique solution sur R.

PETITE REMARQUE
1l se pourrait que u, soit
proche de 04 107 prés avant
le rang 17. Nous avons un
rang a partir duquel c’est
le cas, pas nécessairement
le plus petit rang a partir
duquel c’est le cas...

i REFLEXE!

On parle de montrer l'exis-

tence et I'unicité d’un point
fixe de f? Alors on pose

h = f —id et on montre que

I’équation h(x) = 0 possede

une unique solution sur R...

Conclusion : f possede un unique point fixe sur IR, noté a.

e Ensuite:
h0)=1; h(a)=0; h(l)=e ' =1<0
D'ou :
h(1) < h(a) < h(0)
Puis, par stricte décroissance de hlsurR:

1>a>0

Conclusion : la fonction f posséde un unique point fixe sur R, noté a, vérifiant a € [0;1].

2. Représenter l'allure de Cy ainsi que les premiers termes de la suite ().
3. Démontrer que pour tout n € IN, uy, € [0;1].
Par récurrence...
o Initialisation. Pour n=0:
up =0€[0;1]: l'initialisation est vérifiée.
e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que 0 < 1, <1 et montrons que 0 < uy,; 1 < 1.

Par hypothese de récurrence, on a :
0<u,<1

D’ou, en appliquant f, décroissante sur R :
f(0) = fuy) = f(1)
Autrement dit :
1>upp1 > !
Et comme ¢! > 0, par transitivité :
1>upe1 20

L’hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n € IN, u, € [0;1].

4. Posons ¢ =fof etpourtoutn e N: v, =up, et wy, = Uppi1.
4.a. Démontrer que « est un point fixe de g, puis que c’est le seul.

e Onadéja:

gl@) = f(f(e)
= f(a)

= [

J car a est point fixe de f
J car o est point fixe de f

PETITE REMARQUE
‘ %n a méme établi a €]0;1[.
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4.b.

4.c.

c 12 _p—X
e Considérons h:xr—g(x)-x=¢° —x.

La fonction h est définie et dérivable sur R. Soit x€e R.On a:

W(x) = e

(,7(x+c"") 1

Et: =
é,—(,\'+0 X) >1
—(x+¢7) 20
x+e <0
e <—x

J stricte croissance de In sur Ry

1101

Or, on sait que :
VteR, el >t+1
Dol:e ™ >—x+1,etainsi:
et > —x
Par conséquent :
h(x) <0

Ainsi, la fonction h est strictement décroissante sur R. Et, puisqu’elle s’annule en «, elle ne s’an-

nule alors qu’en a.
Autrement dit, a est I'unique point fixe de g.

Conclusion : « est I'unique point fixe de g.

Soit n € IN. Exprimer v, en fonction de g et v,,.
Ona:
Vn+l = U2p42
= fluzns+1)
= f(f(u2n)

= gvp)

Démontrer que la suite (v,) est croissante et majorée par «; et que la suite (w,) est décrois-

sante et minorée par a.
Par récurrence, démontrons : Yne N, v, <v, | <a <wyp < wy.

e Initialisation. Pour n=10:

vog=ug=0
wog=up =1
1/1:6’71
-1
wy=e*

On a déja:
VoSV 5 Wl S W
De plus :
o Puisque a >0, 0na: vy <a. Or gest croissante (car g= f o f), d'ou : g(vo) < g(a).
D’apres les deux questions précédentes : g(vg) = vy et g(a) = a.
D’ou :
v <«
o De méme :
a<w)
Finalement :
vo<v;Sa<sw; Sw
L'initialisation est vérifiée. Et on sait que o € [0;1] : I'initialisation est vérifiée.

e Hérédité. Soit n € IN. Supposons que v, < v, < a < wyy < wy et montrons que vy < vypn <

QS Why) S Wiyl -
Par hypotheése de récurrence :
Up SVptl SASWpy) S Wy
D’ou, en appliquant ¢ = f o f, croissante sur R :
g(vn) <g(vns1) < gla) < g(wps1) < g(wy)
Or, a est point fixe de ¢ et, d’apres la question précédente, et un résultat similaire sur (w,) :
Vn+l SVUn42 SAS Wpid S Wpyl

L’'hérédité est établie.

Conclusion:¥nelN, v, <v,,; <a<w,, | <wy,.

Autrement dit : la suite (v,) est croissante et majorée par «; et que la suite (wy) est décroissante et

minorée par a.

4.d. En déduire les limites des suites (vy) et (wy,).

e Traitons (vy) :

o (vy) est croissante et majorée par «, ainsi,d’aprés le théoréme de convergence monotone, la

suite (vy,) converge vers un réel ¢ € [0a] (car (v,) est bornée par 0 et a).

o Ainsi:
lim v, =¢
n—+oo
et par continuité de g en ¢ (car g continue sur R) :

lim g(v,)=g(¢

Lim g(vn) = g(0)
Mais :

YnelN, g(vy) =vps1

Or, lil}rq V1 =€ ((vp41 est une suite extraite de (v,)). D’ou, par unicité de la limite :
n—+oo

g(O=¢

PourqQuoi?
On procéde comme pour
montrer que pour tout t €
]=1;+00[, In(1+1) < t...

— O ASTUCE DU CHEF! © —

 Clestla petite astuce du jour,
puisqu’il serait compliqué de
comparer vy et wy avec a (que
l’'on ne connait pas). Le seule
fagon de faire serait de mon-
trer que h(vy) > 0et h(wy) <0,
c’est a dire h(vy) > h(a) et
h(w1) < h(a), puis de com-
poser par k™!, décroissante
sur R... Mais ¢a a 'air un peu
technique. D’ou cette petite
astuce ici.

Au passage, cela aurait aussi
pu nous aider dans les exer-
cices 18 et 19 du chapitre 10,
mais on pouvait procéder au-
trement dans ces deux cas (on
connaissait la valeur de a...).
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o Donc ¢ est un point fixe de g. Or, d’apres la question 4.a., a est le seul point fixe de g.
Par conséquent; = a.

’ Conclusion : (v,;) converge vers a. ‘

e On procede de la méme facon pour (wy,).

’ Conclusion : (w;,) converge vers a. ‘

5. Que peut-on en conclure sur la suite (u,)?
D’apreés la question précédente, les suite (up,) et (17,41) convergent toutes deux vers a.

’ Conclusion : par théoréme de recouvrement, la suite (u,) converge vers a. ‘

@000 EXERCICE 1 2 - Sulte II\;ICPLICITE
e

Considérons f : x > T
x—

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
f est définie sur R\ {1}.
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

e En—co:
lim e“*=0et lim x—1=0.
X—>—00 X—>—00

Ainsi, par opération :

lim f(x)=0 IMPORTANT!
X—>—00 O s . .

n précise les signes pour
conclure. Le "0™" n’est pas
justifié : il s’agit ici du signe
d’une fonction affine. Si ce

e En l,égauche:
lime*=e>0et limx—-1=0".

x—1 x—1 , P
x<1 x<1 n'est pas évident, remettez
Ainsi, par opération : le nez dans le cours de troi-
i sieme...
lim f(x) =—c0
x—1
x<1

e En 1,adroite:
lime¥=e>0et limx—1=0".
x—1 x—1
x>1 x>1
Ainsi, par opération :

lim f(x) =+oc0

x—1
x>1
e En+co:
Pour x suffisamment proche de +co :
X
e
flx) =
x-1
e
. 1
<(1-1)
et 1
T oy _1
x 1-41
1 X
Or, par croissance comparée :
E,,\'
lim — =+c0
X—+00 X
et par opérations :
. 1
lim ——— =1
X—+00 1 — 1
X

D’ou, par produit :

Par conséquent :

lim f(x)=+o0
X—+00"

3. Dresser le tableau de variations complet de f.
exp

e Posons v:x+— x—1 desorte que f =

exp et v sont dérivables sur ]—oo; 1] et ]1;+0co[ et v ne s’annule pas sur ces intervalles; donc f est dérivable
sur |—oo; 1] et ]1;+00].
e SoitxeR\{1}.Ona:

fix) = o1
o ef(x-2)
S (-1
e Diou:
X |—oo 1 2 +00
f'(x) — - 0 +

4. Représenter l'allure de Cy.
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5. Démontrer que f est une bijection de ] - co; 1[ dans un intervalle a préciser.

On sait que :

e f estcontinue sur | —oo; 1], car dérivable sur cet intervalle,

e f eststrictement décroissante sur | —oo;1[.

Conclusion : d’apres le théoreme de bijection, f est bijective de | —oo; 1[ dans f (] —oo;1[) =] — 00; 0[.

6. Justifier que, pour tout n € IN*, I’équation f(x) = —n posséde une unique solution dans ]—oo;1[. On
notera uy, cette solution.
Soit n € IN*. On sait que :

e f est bijective de | —o0;1[ dans | —oo; 0]

e neIN*, donc —n €] —o0; 0]

Par conséquent, —n posséde un unique antécédent dans | —oo; 1] par f.

Conclusion : I'équation f(x)

= —n possede une unique solution dans |- oo; 1{, notée u,,.

7. Exprimer, pour tout n € IN¥, u,, en fonction de n et f_l.

Soit n € IN*.

Puisque f(u,)=-n,ona u, = f’l(—n).

‘ Conclusion : ¥n € IN*, u,, = f~(=n).

8. En déduire les variations et la limite de (u,);enN+-

e SoitneIN*.Ona:

D’ou :

n<n+1

-n>—(n+1)

Et par stricte décroissance de f_l sur |—oco;0[,on a:

FHen) < fH=(n+1))

Autrement dit :

Up < Uptl

Conclusion : la suite (u;),eN+ est strictement croissante.

e On sait que liml f(x)
X—

Or:

co; donc:

Ainsi, par composition de limites :

lim iy =1

X——00

lim -n=-c0
n—+oo

lim f(-n)=1

n—+oo”

Conclusion: lim u, =1.
n—-+oo

ee00 EXERCICE 13 - SUITE IMPLICITE
Pour n € IN¥, on considére la fonction f, définie sur R par Vx € R, f,(x) = xe

1. Soit n € IN*. Déterminer les limites de f, en +co.

e lim (n—x)=+oco, d’ou par composition et opérations :
X—>—00

e Pour x suffisamment proche de +o0:

Or, par croissance comparée :

D’ou, par opérations :

ngpwfn(x) =-
falr) = xe"
n 1
= e o
im — =0
X—+o0 ¥
xgl}:loofn(«\') =-1

2. Soit n € IN*. Dresser le tableau de variations de f,,.

o Puisque la fonction x — n —x est affine, la fonction x — ¢~ est dérivable sur R.

Ainsi, f, est dérivable sur IR.

e SoitxeR.Ona:

e Dou:

f”/(\) = elTY X
"Y1 -x)
X |—o0 1 +00
fulx) + 0 -
n—1

fn

— v RIGUEUR!

En toute rigueur, on devrait

-1 ) P .

noter f|]—oo;l[ : la bijection ré-

ciproque de la restriction de f
€4 ]-o0;1]. En effet, la fonction
f n’est pas bijective sur son
ensemble de définition...
Mais I’énoncé n'impose pas
cette notation ici.
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3. Démontrer que pour tout n € IN¥, I’équation f,,(x) = 0 posséde une unique solution sur [0;1], que

l'on notera a,.
Soit n € IN*.

e On sait que :
o fy est continue sur [0;1], car dérivable sur cet intervalle,
o fy est strictement croissante sur [0;1].
D’apreés le théoréme de bijection, f, est alors bijective de [0;1] dans f,([0;1]) = [-1;¢" 1 —1].
e Or,n>1,doncn—12>0.D’u, par croissance de I'exponentielle sur R :
|
Par conséquent :
0e[-1;¢" 1t —1]

Par conséquent, 0 posséde un unique antécédent dans [0;1] par f,.

Conclusion : pour tout n € IN*, I’équation f,,(x) = 0 posséde une unique solution sur [0;1], que I'on notera a,.

4. Erablir que pour tout € N, fo.1(@n) > fo(ctn), PUIS QUE fre1 (@) > fr1 (Gire1)
Soitne .

e On sait que:
n+l>n
D’ou :
n+l—-ay,2>2n+l-ay
Puis, par croissance de l'exponentielle sur R :

(,VHI—QH > o/=0n

Et, puisque o, > 0, on obtient :

aﬂcnﬂ—a” > O‘n(,n—an
Ainsi :

frv1(en) = fulan)
e Mais, on sait que :
fulan) =0 et fur1(apge1))=0
Ainsi :
fulen) = fur1(@ns1)

D’ou, d’apres le point précédent :

frr1(0n) = fupr(aper)

Conclusion : pour tout n € N, f,,.1(ay) > fre1(Qpne1)-

5. En déduire que la suite () e+ est décroissante

Soit n € IN*. D’apreés la question précédente :
Frr1(an) 2 fus1(oner)
Or, la fonction f,; est strictement croissante sur | —oo; 1] et ay, a1 €] —o00;1], d'ou:

Qp 2 0yt

Conclusion : la suite (ay),eN+ est décroissante.

. Justifier que la suite (o, ) e+ converge vers un réel £ qu'on encadrera par deux entiers consécutifs.

La suite (oy)peN+ est décroissante et minorée par 0, donc, d’apres le théoréme de convergence monotone,
() neN* converge vers un réel .
Et comme (o) ,eN* est bornée par O et 1, ona ¢ € [0;1].

En raisonnant par I'absurde, démontrer que ¢ n’est pas strictement positive.
Raisonnons par I'absurde.

Supposons que ¢ est strictement positive. On sait que :
VnelN*, a,e % —-1=0

Or (o) neN* est convergente, donc, par opération : ,1£Tw(n — ;) = +o0. Ainsi, par composition :
lim "% =400
n—+oo
Or, lim a, =¢>0,dou, par opérations :
n—+oo
lim a,e" % = 400
n—s+oo

Ceci contredit le fait que :
VnelN¥, a,e % —1=0

Conclusion : ¢ n'est pas strictement positive.

Conclure sur le valeur de ¢.
D’aprés la question 6., € € [0;1]. Et, d’apres la question précédente, ¢ n'est pas strictement positive...
Par conséquent :

=0

Conclusion : la suite (o ),eN+ converge vers 0.

= POUR INFO...

L'enchainement des questions
4. et 5. est trés fréquent (sys-
tématique?) pour étudier les
variations d’une telle suite
implicite.

— PETITE REMARQUE
On peut aussi "appliquer
fn_+11 ", mais, en toute ri-
gueur, on appliquerait plutot

f"_*lll[o-l] : 1a bijection réci-
4 proque de la restriction de

fn41 sur [0;1]... et comme
c’est lourd a écrire, jutilise
l'argument sur f,41, qui est
équivalent (on le répéte suffi-
samment non?).

= POUR INFO...

On emploie trés fréquem-
ment un raisonnement par
I'absurde pour déterminer la
limite d’une telle suite impli-
cite.
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ee00 EXERCICE 14 - Surte mMpLICITE
Pour tout entier n € IN*, on définit sur R la fonction f; : x > ™™ —x.

1. Soit n € N". Déterminer xglzloofn(x) et Xl_lgloofn(x).

e En—oo:
Puisque n#0,ona:
lim —nx =+co
X—>—00

D’ou, par composition et somme :

lim f,(x) =400

X—>—00
e En +oo:
Puisque n#0,on a:
lim —nx=-c0
X—+00

D’ou, par composition et somme :

lim f,(x) = —oo
X—+00

2. Soit n € IN*. Dresser le tableau de variations de f,.

e f, est dérivable sur R et, pour tout xe R :

falx) = —ne ™ -1

v RIGUEUR! —————
e Or, pour tout x € R, —ne™™ —1<0. On doit mentionner la stricte
D'otr : négativité de f; ...
X |-o0 +00
fr(x) -
+0oo
Ja ™~ oo
3. Soit n € IN*. Démontrer que 1’équation f,(x) = 0 admet une unique solution dans R. On note o,
cette solution.
e Onsait que:
o f, est continue sur R, car dérivable,
o f, eststrictement décroissante sur RR.
D’apreés le théoréme de bijection, f, est donc bijective de R dans f,,(R) = R.
e Or 0eRR, donc 0 posséde un unique antécédent dans R par f,.
Conclusion : ’équation f,(x) = 0 admet une unique solution dans R, notée a,.
4. Justifier que: YneIN*, 0 <, < 1.
Soit n € IN™.
Ona:
fa0) =15 falay)=0; fa(l)=e" =1
Or n>0, donc —n <0, d’'ou, par croissance de I’exponentielle sur R :
e"-1<0
Par conséquent :
Fn(1) < fulan) < £2(0)
Et, par stricte décroissance de fn’1 sur R :
1>a,>0
Conclusion: ¥ne IN*, 0 < ay, < 1.
5. Démontrer que pour tout n € IN¥, f,,1(ay;) < 0. En déduire que (o) e+ est strictement décrois-
sante.
e Soit n € IN*. Puisque f,(ay) =0, on a, par équivalences : PETITE REMARQUE
On raisonne par équivalences,
fat1(an) <0 f”+1(?”)<f”(a”) au cas ol la question ne vous
= e mrhan_ a, <e Mn—q, inspirerait pas... On pourrait
(,7(n+l)a” < e~ . o N aussi raisonner de fagop di-
stricte croissance de In sur R} recte, comme nous l’avions
— —(n+1)a, <-nay 0 faital . de 1’
B De—n J ay > ait a la question 4. de l'exer-
A (n+1) cice précédent.
— n+l>n

Or, on sait que n+ 1 > n. D’ou, par équivalences :

fnr1(ay) <0
e Soit neIN*.
D’apreés le point précédent :
frr1(0y) <0
Mais f41(au41)=0.Dou:
Sna1(an) < fre1(ans1)

Puis, par stricte décroissance de ﬁ;ll sur IR, on obtient :

Oy > 0pyl

Conclusion : la suite (o, ),eN+ est strictement décroissante.
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6. Justifier que la suite (ot;)eN+ converge et donner un encadrement de sa limite €.
La suite (o) e+ est décroissante et minorée (par 0). Ainsi, d’apreés le théoreme de convergence monotone,
() neN* converge vers un réel .
Puisque (o) e+ est bornée par 0 et 1 (question 4.), on a alors £ € [0;1].

7. Démontrer que ¢ n'est pas strictement positive.
Raisonnons pas I'absurde. Supposons que ¢ est strictement positive.
On a ainsi :
lim oa,=0>0
n—+oco
D’ou, par produit :
lim -na, =-o00
n—+0o
Et alors, par composition :
lim "% =0
n—+oo
D’ou :
lim e~ "%n
n—+oo

—ap=—C=0

Ce qui contredit le fait que :
VneIN*, e —q,, =0

Conclusion : ¢ n'est pas strictement positive.

8. Conclure sur la valeur de ¢.
D’aprés la question 6., € € [0;1]. Et, d’apres la question précédente, ¢ n'est pas strictement positive...
Par conséquent :
=0

Conclusion : la suite (o) ,eN+ converge vers 0.

9. On considére le programme Python suivant :

import numpy as np

def mystere(n)
x=0
while np.exp(-n*x)-x>0
x=x+0.01
return x

oW o =

N o w

9.a. mystere(1) renvoie la valeur 0,57. A quoi cela correspond-il ?
0,57 est la valeur approchée par excés de la solution de I’équation ¢ ™" —x = 0.

, ) o L . N 1 POUR INFO...
C a e X avec S a S x)> 0. 5’2 a C des S
En tffet\, l'algorithme 1ncreme1,1tt \ avec un pas de 0,01 tant que f(x) > 0. Il s’arrétera donc des que, a On parle de méthode par
0,01 pres, fi(x) sera devenu négatif ou nul. balayage.

9.b. Que fait la fonction mystere?

De facon générale, mystere(n) renverra la valeur approchée par excés de «,. v RIGUEUR!

On dit "une valeur appro-
chée" ou "la valeur approchée
par excés" (ou "la valeur ap-

ee00 EXERCICE 15 - Surte impLICITE prochée par défaut").

Pour tout n € IN*, on définit la fonction f,, sur R* par
VxeRY, f(x)=x" 41" -1

1. Montrer que pour tout n € IN*, ’équation f,(x) = 0 admet une unique solution dans R*, notée uy,.

Soit n e IN¥ — v RIGUEUR!
On exclut x = 0 pour mention-
ner la stricte positivité de f,

. N n-1 et donc la stricte croissance
fa(x)=(n+1)x" +nx de fy.
On rappelle que "si la dérivée

. + L est strictement positive et ne

Yx€R,, fu(x)>0 s’annule qu’un nombre fini
D'ou: de fois, alors la fonction est
strictement croissante’.
L'information "Vx €
(x) N RY, f,;(x) > 0" ne nous per-

e La fonction f, est une fonction polynomiale, elle est donc dérivable sur R* et, pour tout x € R* :

o

mettrait pas de conclure...
T +00
fla
La limite en +co étant obtenue par opération.
e On sait alors que :
o f, est continue, car polynomiale,
o f, est strictement croissante sur R*.
D’apres le théoréme de bijection, f, est bijective de R* dans f,,(R*) = [~1;+co].

e Ainsi, 0 € f,(R*). Donc 0 posséde un unique antécédent dans R* par f,,.

Conclusion : pour tout n € IN¥, I’équation f,,(x) = 0 admet une unique solution dans R™, notée u,,.
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2. Déterminer uj.

uy est 'unique solution, sur R*, de I’équation fj (x) = 0.

. . , . -1+
Mais, les solutions, sur IR, de cette équation sont : 5 \f 5 \f
Or,ona:

1= \@
<0
2
et, puisque \5 > Vi= 2,on a bien:
-1+5
>0
2
. -1+v5
Conclusion : uy = B
3. Montrer pour tout n € IN¥, u,, < 1.
Soit n € IN*.
Ona:
fulun) =05 fu(l
D'ou :
ﬁ7 Vl < fVI )
Et, par stricte croissance de f,f1 sur R, on obtient :
u, <1

Conclusion : pour tout n€ N, u,, < 1.

4. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme suivant afin que l'exécution de la
commande suite_u(n) renvoie une valeur approchée de u, a 107> prés obtenue par la méthode

de dichotomie.

1 |def f(n,x):

2 B

3 return y

4

5 |def suite_u(n):

6 a=.

7 b=..

8 whlle abs(a-b)>10x%(-5):
9 m=...

10 if f(n,m==0:

11 a,b=..

12 elif f(n,m)+f(n,a)<0
13 b=.

14 elif f(n,m)xf(n,a)>0
15 a=.

16 return

1 |def f(n,x):
2 y=xX**(n+1)+x**n-1
3 return y

5 |def suite_u(n):

6 a=0

7 b=1

8 while abs(a-b)>10xx(-5):
9 m=(a+b)/2

10 if f(n,m)==0:

1 a,b=m,m

12 elif f(n,m)xf(n,a)<0:
13 b=m

14 elif f(n,m)«f(n,a)>0:
15 a=m

16 return (a+b)/2

5. Soient n € IN* et x € [0; 1], établir : f,41(x) <

Ona:
fre1 (%) = fu(x)

Mais x € [0;1], donc x" > 0 et x> =1 < 0. Dol :

Jn(x).
\n+7 +'\,VH~1 -1 7('\,)’H~1 TV 1)
\n+7 L
X (\2—1)

XM(x2-1)<0

‘ Conclusion : pour tout n € IN* et tout x € [0;1],

Sra1(x) < fu(x) <0.

6. Déterminer la monotonie de (u,),eN+. En déduire la convergence de la suite (u,) vers un réel

Fe[ul;l].
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v/ RIGUEUR!

Cette ligne est indispensable
pour justifier qu’il est licite

e Soit n € IN*. On sait, d’aprés les questions 1. et 3., que u, € [0;1].
Ainsi, d’apreés la question précédente :

Fr1(n) < fu(uy) d’utiliser le résultat de la
Mais, f,,(uy) = 0= fi1(ups1). D'oU: question précédente avec
Jra1(un) < fre1 (Unsr) X = Un-
Et, par (stricte) croissance de fnlll sur RY:
Up < Upg

’ Conclusion : la suite (u,),ecN* est croissante. ‘

e (uy)pelN+ est croissante et majorée (par 1), donc, d’apres le théoreme de convergence monotone, (u;,),cN*
converge vers un réel ¢, avec £ < 1.
De plus (u,),eN+ est croissante, donc minorée par son premier terme. D'ou : ¢ > 1

’ Conclusion : la suite (u,) converge vers un réel £ € [ug;1]. ‘

7. Enraisonnant par l'absurde, montrer que (u,) converge vers 1.

e Parl'absurde, supposons que ¢ < 1. IMPORTANT!
Puisque (u,),eN* est croissante, de limite ¢, et minorée par 0, on a: On essaie de bien comprendre
. I'importance du raisonne-
VnelNY, 0<u, </l ment mis en place.

D’ot, par croissance de x — x" sur R* :
YnelN*, 0<uj <"

Mais, £ €]-1;1[, donc :
lim ¢"=0
n—+co
D’ou, par théoréme d’encadrement :
lim u); =0
n—+oo
De maniere analogue, on obtient :
lim u/tl=0
n—+co

i — 1
Puis, par somme : X ATTENTION!

: n+1 n_q1y— _ On rappelle que I'argu-
V,LHPOO(M” tup—1)=-1 ment "Vn € N, u, <1 donc
. no_ o
Ce qui contredit le fait que : Llim up = 0" est faux. En
VneN, w4y 120 voici un exemple!
’ n n -

Exemple plus simple a rete-

Conclusion : £ n'est pas strictement inférieure a 1. . . 1
nir:¥neIN", 1 - — <1, et

e Mais, on sait que € € [ug;1]. n

pourtant :
Donc : 1\"
=1 lim (1—7) =¢!
n—+oo n
Conclusion : la suite (1,),eN* converge vers 1. 4 Voir exercice 5 du chapitre 6...

eee0 EXERCICE 16 - SuITE mMPLICITE
On considére, pour tout n € IN*, les fonctions polynémes P, définies pour tout x € R* par

1. Montrer que, pour tout n € IN*, ’équation P,,(x) = 2 posséde une unique solution sur R*, notée u,,.

Soit n € IN*.
Ona:
VxeRY, Py(x)=1+x+...+x"

La fonction P, est une fonction polynomiale, elle est donc dérivable sur R*. Soit x € R*. On a : P;(x) =
T42x+3x2 4.+ a1 Et, puisque x € R™, on obtient :

P, (x)>0
On sait alors que :

e P, est continue sur [0;+oo]

e D, est strictement croissante sur I'intervalle [0; +oo]
Ainsi, par théoréme de bijection, P, est bijective de R* dans P,,(R") = [P,(0); lirr Py (x)[= [1;+00].
X—+00

Or, 2 € P,(R*), donc I’équation P, (x) = 2 posséde une unique solution dans R™*.

Conclusion : pour tout n € IN¥, I"équation P, (x) = 2 posséde une unique solution sur R*, notée u,,.

2. Déterminer uq et us.
e Ona, pour tout x € R*, Pj(x)=1+x. D'ou:
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e Ona, pour tout x € R*, Py(x) = 1+ x+x°.

Or, les solutions sur R de I’équation ¥2+x+1=2sont

2
Mais : NG
-1-v5
—— <0
2
et, puisque \FS > Vi = 2,0n a bien :
. \E >0
2
D’ou :
. ~1+45
S
3. Soient n € IN* et x € R*. Comparer Py, 1(x) et Py (x).
Ona:
n+l n
Pyt (x) = Py(x) = WKy
k=0 k=0
_ _\,n+l

Or x e R, donc x"*1 > 0.

71+\Bet -1-15
— et ———.

Conclusion : P, 1 (x) > P, (x)

4. Etudier les variations de (uy,).
Soit n € IN*. On vient d’établir :
VxeRY, Puyp(x) > Py(x)
Donc, puisque u, € R*, on obtient :
Py (uy) 2 Py(uy)
Or Py(uy) =2 =Ppy1(up41), dol:
Ppi1(up) 2 Pryy (up41)

Et, par croissance de la fonction P,;}l sur [1; 400 :

Up 2 Uyl

Conclusion : la suite (u,) est décroissante.

1
5. Montrer que pour tout n € N*, u, € ]5' 1].

Soit n € IN*.

e (uy)peN+ est décroissante, elle est donc majorée par son premier terme, 7, qui vaut 1.

e Ensuite:

PN(%) - i(%)k J%il
)

Il
o
—
—
|
—

ol =
—_
=
3
—_
—

Et comme P, (u;,) =2, on a ainsi :
1
Py (5 ) <Py (up)
D’ou, par stricte croissance de la fonction Py ! sur [1;400 :
1

—<u
> n

1
Conclusion : pour tout n € N, u, € ]5, 1].

1
6. Conclure que (u,),eN+ converge vers un réel ¢ qui vérifie £ € [E' 1].

La suite (u,),eN+ est décroissante et minorée (par 5)' donc d’aprés le théoréme de convergence monotone,

1
(1) nemN+ converge vers un réel £, qui vérifie ¢ € [5, 1] (car (uy) est également majorée par 1).

7. Déterminer la valeur de ¢.
La suite (u;),eN* étant décroissante, on a :

1
Vn e [2;+o00], 5<un5uz<1

Soit n € [2;+oo].

e Onaainsiu, =1 etdonc:

n
1—yntl
= -
k=0 "
Et comme P, (u,) =2, on obtient :
1—yntl
n__o_
l—u,

v RIGUEUR!
Cette ligne est indispensable
pour justifier qu’il est licite
d’utiliser le résultat de la
question précédente avec
X = Uy,

PETITE REMARQUE
On peut aussi calculer P, (1),
et vérifier que Py (1) > 2...

PETITE REMARQUE
Ou par stricte croissance de la
fonction P, sur RT : on a déja
vu que les deux arguments
sont équivalents.

X ATTENTION!
Les inégalités strictes de-
viennent larges en passant a
la la limite...
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o Egalement, par croissance de la fonction x — x! sur R :

1y +1 +1
n n
(E) Sup T Sy

1 n+1
=0. De méme, lim (—) =0.
n—-+oo

Et comme uy €]—1;1[,ona: lim u}*!
n—+oo < 2

Par théoréme d’encadrement, on en déduit :

lim u)] =g
n—+oo
— n+1
Et ainsi, en passant a la limite dans la relation n_ =2, onobtient:
— Uy
LI
1-¢

1
Ce qui donne ¢ = 5

1
) converge vers —.

Conclusion : 5

la suite (uy,

eee0 EXERCICE 17 - SUITE RECURRENTE

Dans tout l'exercice, a désigne un réel strictement supérieur a 1. On définit la suite (u,) par:

ug=1
VneN, uyp =aln

Considérons également la fonction f, : x —> a¥, définie sur R.

1. Etudier les variations de f; sur R.
Puisquea>0(a>1),ona:
VXeR, fo(x) = @
REFLEXE !
La fonction x + In(a)x est une fonction affine, donc dérivable sur R. Ainsi, f, est dérivable sur R et, pour tout
xeR: )
fi(x) = In(@)e* @

Puisque a > 1, on a (stricte croissance de In sur RY) In(a) > 0.

Conclusion : la fonction f; est strictement croissante sur IR.

2. Démontrer par récurrence :
VnelN, uyy > uy
Justifier alors que (u,) posséde une limite en +oo.
° o Initialisation. Pour n=0:
ug =1etu; =a.Puisque a > 1, on a bien uj > ug : 'initialisation est vérifiée.
o Heéréditeé. Soit n € IN. Supposons "u,1 > u," et montrons "u,4o > uyqq "
Par hypothese de récurrence :
Upsl 2 Uy
Puis, en appliquant f,, croissante sur R :
fa(tni1) > falup)

Autrement dit :

Uptl 2 Uyl
L'hérédité est établie.

Conclusion : Vne N, u,,1 > uy.

e Puisque (u,) est croissante, par théoréme de limite monotone, elle posseéde une limite en +oco.

3. Considérons la fonction g, : x > f,(x) — x définie sur [0;+oo].

3.a. Dériver g, puis démontrer :

—In(In(a))
Vx e[0;400[, (¢/(x)>0 = x> ——""

[05+00], (ga(v) @)
e g, est la somme de deux fonctions dérivables sur [0;+o0], elle ’est donc également.
e SoitxeR*.Ona: , ,

&lx) = falx)-1
= In(a)en@
Ainsi :

’

C,\’ln(n) —1>0

(x)>0 < In(a)
,xIn(a)
< In(a)e Y>1 Ja>1,donc]n(u)>0
L,,\‘]n(u) 1 1
— 1n(a)1 J stricte croissance de In sur R} et 7ln(a) >0
— «xIn(a)>1In
In(a )
— «xIn(a) > -1In(In(a)
1
gy ) a0
— .
In(a)

— X ATTENTION!

Le raisonnement mis en place

est indispensable.

On rappelle que I'argu-

ment "Vn € N, u, < 1 donc
lim u); = 0" est faux. En

n—+co

voici un exemple!

Exemple a retenir: ¥n €

1
IN*, 1 - — <1, et pourtant :
n
1 n
lim (1—7) =¢!
n—+oo n

4 Voir exercice 5 du chapitre 6...

— PETITE REMARQUE

Pour voir les courbes de P, et
le comportement de u, :ici
On remarque au passage que
la convergence de (u,) vers

1
3 est rapide... En effet : Vn €
. L n+l
P [2; 3 <= FU7

— PETITE REMARQUE

On aurait aussi pu considérer
x,yE]Ravecx<y

Puis : f5(x) = fo(v) = a*

a¥=%).
Commea>1lety—-x>0,0na
@™ > 1. Dot fox) - faly) <0,
autrement dit f,(x) < f5(v) : fu
est strictement croissante sur
R.

— = RAPPEL...
Le théoreme de limite re-
groupe le théoréme de
convergence monotone et
celui de divergence mono-
tone.
En particulier, si (uy) est
croissante, qu’elle soit majo-
rée ou non, elle posséde une
limite en +oco.
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3.b.

Dans cette question, on suppose a > e.
3.b.i. Dresser le tableau de variations complet de g, sur [0;+oco[.

Ona:
a>e
D’ou, par croissance de In sur R ,ona:
In(e) > 1
Puis :
In(In(a)) > 1
Et enfin :

—In(In(a
lliT;)) <0
D’apres la question précédente, on a ainsi :
VxeRY, g,(x) >0
D’ou :

x |0

8alq / e

+00

Pour la limite en +o0 :
Pour x suffisamment proche de +oc0, on a:

qlx) = C,\'ln(a) oy
X

(el\.)ln(a)

C,\'ln(a) 1—

Puisque a > 1, on a In(a) > 0, et ainsi, par croissance comparée :

. X
lim ——— =0
x—+o0 [ \In(a)
)
D’ou :

lim g,(x) =400
X—+00

3.b.ii. En déduire, pour tout x € [0;+oo], le signe de g,(x).
Puisque g, est croissante sur R*, elle est minorée par g,(0) = 1.

Conclusion : Yx € RY, g,(x) > 0.

Dans cette question, on suppose a < e.

3.c.i. Dresser le tableau de variations de g, sur [0;+oo[.
Ona:
I<a<e

D’ou, par stricte croissance de In sur R, :

0<In(a)<1
Puis :

In(In(a)) <0
Et enfin, puisque In(a) >0 :

—In(In(a))

In(a)

D’ou, en utilisant le résultat de la question 3.a. :

) —In(In(a))
x |0 W +00
20(x) - 0 +
% 1\ 1+ln(ln(a))/+°°
In(a)
Détail du calcul du minimum :
. —In(In(a)) ol —In(In(a))\ —In(In(a))
0”( In(a) exp|In(a) In(a) " In(a)
B 1 —In(In(a))
T In(a  1In(a)
_ 1+In(In(a))
B In(a)

3.c.ii. En distinguant deux cas selon les valeurs de a, dresser le tableau de signe de g,(x),
pour x € [0;+o0].

1 +1In(In(a))

e D’apres la question précédente, g, posséde un minimum, égal a , atteint en

In(a)
—In(In(a)) . .. - - . P
W. Sice minimum est posmf, g, sera positive; en revanche, s’il est negatlf, a chan-
gera de signe!
e Ona:
1+In(In(a)) 20 < ln(ln(_al))2—1 J stricte croissance de In sur Ry
= a>c

PETITE REMARQUE
J'avais oublié que la limite de
gq en +oo était demandée (j'ai
mis "non nécessaire" sur vos
copies).

Bien souvent, la justification
était alors incompléte...
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e D’apres la question précédente, on peut en déduire :
Ll
o Sia>e
Alors le minimum de g, sur R* est strictement positif, et donc :
VxeRY, g, (x)>0
. o1
o Sia=e
Alors le minimum de g, (atteint en ¢) sur R™ est 0.

-1
o Siae€]l;e [:

_~In(In(a))
~s Sur [O, W
= g, est continue sur [0; %Zia))]

= ¢, est strictement décroissante sur In(a)
n(a

mfmummq

—In(l —In(l
Par théoréeme de bijection, g, est bijective de [O; %ﬁa))} dans g, ([0; W]) =

1 +In(In(a)) 1
In(a) |
= 1+In(l
Or, d’apres ce qui précede, puisque a €]1;¢° l[, on a # <0, et donc 0 €
I
1 +1In(In(a)) 1
In(a) |
. i . N . . —In(In(a))
Par conséquent, I’équation g,(x) = 0 possede une unique solution sur |0; “n(@)
notée a.
. . . N . . —In(In(a))
~» Delaméme facon, I'’équation g,(x) = 0 posseéde une unique solution sur “n@ ;00
n(a

notée p.

Conclusion :

. ,—1

e sia>e ,alors:
X 0 +00
ga(x) +

. ol

e sia=e" ,alors:
X 0 e +00
2a(x) + 0 +

. o1

e sia€]l;e® [, alors:
X 0 o B +00
ga(x) + 0 - 0 +

4. Dans cette question, on suppose a = N2 et on admet que 1 +In(In(V2)) < 0.
Montrer que (u,) converge puis déterminer la valeur de sa limite.

e Nous sommes dans le cas ou la fonction N possede un minimum négatif...
Par conséquent, 82 s’annule deux fois. Autrement dit, fﬁ possede deux points fixes.
Or, on remarque que : fﬁ(Z) =2et fi5(4)=4...
Par conséquent : 2 et 4 sont les seuls points fixes de f, /5.

e On sait également que (i) est croissante, et ug = 1. On démontre alors, par récurrence immeédiate, que
(uy,) est majorée par 2.

e (uy) est ainsi croissante et majorée (par 2), donc par théoréeme de convergence monotone, elle converge
vers un réel ¢.
Or (uy) est croissante, donc minorée par son premier terme; d’ou (u,) est bornée par 1 et 2. Ainsi :
le[1;2].

e Par continuité de f\/i sur R (donc en ¢), on a ainsi :

m fs(un) = f5(0)
Et comme on sait que :

VnelN, uyyq :f\ﬁ(“n) ; ”Lirpm“m—l =l
Par unicité de la limite, on a :

t=fy(0)

Or, le seul point fixe de f\/§ dans l'intervalle [1;2] est 2, donc (u,) converge vers 2.

Conclusion : la suite (u,) converge vers 2.

5. On souhaite maintenant déterminer les valeurs de a pour lesquelles la suite (u,) converge.

5.a. Montrer que si (u,) converge vers un réel ¢, alors ¢;(¢) = 0. En déduire que, nécessairement,
-1
a<e’

Supposons que la suite (u,) converge vers un réel .

PETITE REMARQUE
g, atteint son minimum en
—In(In(a))
In(a)
~1
— €
g, indne® ) _

In(e¢™!)

)

PourQuoOIl? ————

On sait que si () converge
vers un réel ¢, alors f,(€) = (...
Puisque (u,) débute a 1 et
qu’elle est croissante, elle ne
peut pas converger vers 4...
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e Par le méme argument que celui utilisé a la question précédente :

0= fal0)

i)’ofl:
g(0)=0

. N . .. ) . -1
e Mais, d’aprés la question 3.c.ii., g; ne s'annule que sia <¢® .

. . 1
Conclusion : si (u,) converge, alors a < e .

s . . -1 .
5.b. Réciproquement, montrer que sia <e® , alors la suite (u,) converge.

Supposons que a < ¢°

e Sia=e .
Dans ce cas, e est le seul réel en lequel g, s’annule; autrement dit, e est le seul point fixe de f,.
On démontre ensuite par récurrence immeédiate que (u,) est majorée par e... Puis, par le méme
raisonnement que ce qui a été fait en question 4., on obtient la convergence de la suite (u,) vers e.

1
e Sia>ef .
Alors on démontre, de la méme fagon, que (u,,) converge vers «, défini a la question 3.c.ii. (le plus
petit zéro de g;).

. . -1
Conclusion :sia<e¢® *, alors (uy) converge.

5.c.  Que peut-on conclure?
On résume les deux questions précédentes...

. . . . -1
Conclusion : la suite (u,) converge si, et seulement si, a < e® .
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