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SERIES NUMERIQUES

INTRODUCTION...

Pour commencer, que penser de I’égalité ci-dessous, que Srinivasa Ramanujan (1887-1920, indien) avait écrite dans une lettre envoyée a
Godfrey Hardy (1877-1947, anglais)?
-1
1+2+3+4+..=—
12

La notion de somme infinie est au cceur des mathématiques depuis plus de deux millénaires... mais elle est en fait liée a la notion de
limite de suite, qui na été rigoureusement introduite qu’aux XVIII et XIX®™e siécles. La conséquence de cet écart entre la volonté de
manipulation d'une somme infinie et sa définition rigoureuse : des confusions, des interrogations et des paradoxes, comme les célebres
paradoxes de Zénon; ou bien des égalités du type de celle écrite ci-dessus.

Dans ce chapitre, nous allons définir ces objets afin de donner un cadre d’étude et de calculs de ces sommes infinies.

Quelques "réponses” a cette fameuse égalité : ici ou la...
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POUR BIEN DEMARRER...
n

1# Soitge]-1;1[. On pose, pour tout n €N, S, = qu. Etablir la convergence de (S).
k=0

2 # Rappeler le théoréme de limite monotone sur les suites.

n 2
k .
3 # Considérons la suite (S,,) définie par: Vne NN, S, = E T Montrer que (S;,) est croissante.
erk!
k=0
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L'objectif de ce chapitre est ’étude de suites un peu particulieres : les suites dont le terme général est de la
n

forme Zuk, ou (uy) est également une suite.

k=0
Par exemple, nous allons étudier (entre autres) les suites (S,) dont voici les termes généraux :

n n n n
_ k _ 1 _ 1 _ 1
«Sy=) k2 *Su=) o «Su=) : ’S”‘Z;Tz
k=0 k=0 k=1 k=1
Dans tout ce chapitre, (u,) désigne une suite définie sur IN.

I NOTION DE SERIES : GENERALITES ET PREMIERS EXEMPLES

DEFINITIONS 1 - SERIE NUMERIQUE

N
D1# La série de terme général u,,, notée Zun, est la suite (Sy) définie par: YN € IN, Sy = Zun.
n=0
D2# Soit N € IN. Le terme Sy de la série est la somme partielle d’indice N (de rang N) de la série; et (Sy)
est la suite des sommes partielles.

‘ DErINITIONS 2 - CONVERGENCE & DIVERGENCE D’UNE SERIE

D1# La série Zun est convergente lorsque la suite (Syy) des sommes partielles converge.

D2# La série u, est divergente lorsqu’elle n'est pas convergente; autrement dit lorsque (Sy) a une
limite infinie ou pas de limite.

D3# Sila série E Uy est convergente, on Notera .................. sa limite : c’est la somme de la série.

& METHODE 1 & Pour étudier la nature (convergence ou divergence) de Zun et si besoin

calculer sa somme.
On peut :

e calculer, pour tout N € IN, la somme partielle Sy,
e étudier la limite de Sy en +oo,

et si besoin, faire un télescopage ou un changement d’indice...

ExEmpLES 1

Etudions la nature de la série Zn.

Conclusion : la série E Tl e e e e e e e

, 1
Etudions la nature de la série Z TR

1
Conclusion : la série Zz—n .......................................................................................

PETITE REMARQUE
A adapter si la suite nest
définie qu’a partir du rang 1,
2 ou autre...

X ATTENTION!

E uy n'est pas un nombre!

EN GROS... ———
+7Une série est une suite de

4

sommes partielles.

— v RIGUEUR!

Zun désigne la série qui est

soit convergente soit diver-
+00

gente; alors que Z uy dé-
n=0

signe la somme de la série (la

limite des sommes partielles,

donc un nombre réel) : a ne

pas confondre avec la série

elle-méme et a ne pas écrire

tant que la convergence de la

série n’a pas été prouvée!
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ip - 1
Justifions que la série Z ——— est convergente et calculons sa somme.
nin+1)
n>1
X ATTENTION!
Les télescopages se font seule-
ment sur les sommes par-
tielles!
. - 1
Conclusion : la série Z e
n(n+1)
n>1
On voit bien que le cours ne peut se résumer a ce qui précede, sinon, quel intérét de faire une chapitre
spécifique? Un des moyens d’étudier la nature de E u, est de passer par la somme partielle, mais l’enjeu
du chapitre est le suivant : MALHEUREUSEMENT...
Seule une partie de la réponse
, . , . sera fournie cette année,
Comment, en étudiant seulement (u,), peut-on déterminer la nature de } Uy ? elle sera étoffée I'année pro-
chaine...

II LieN SERIE / TERME GENERAL...

Avec les notations précédentes, remarquons que, pour tout N € IN :

N+1 N

SN+1 _SN = Zun—Zun R
n=0 n

=0

Ainsi il y a un lien direct entre la série Zun et la suite (u,). Par exemple :

PETITE REMARQUE

e Si Zun est convergente, alors en passant a la limite dans 1’égalité SN41 — SN = uN, on obtient : En pratique, il faudra bien
avoir en téte qu’il y a des liens

entre Zuﬂ et (uy); mais la

400 +00

lim wuny= lim Syy1-— lim S, = E Uy — g U, =0 plupart du temps, I'énoncé

N—+co N—-+oo N->+co 5 i guide relativement bien.
n= n=

e Si (uy) est positive, alors (Sy) sera croissante... (si de plus elle est majorée, alors elle convergera...).

On retient :

II.1 CONDITION NECESSAIRE DE CONVERGENCE

‘ PRrROPRIETE 1 - CONDITION NECESSAIRE DE CONVERGENCE / CONDITION SUFFISANTE DE DIVERGENCE

Voici deux formulations équivalentes du méme résultat :

e Si E uy est convergente, alors nécessairement, (u,) converge vers 0.

e Si (uy) ne converge pas vers 0, alors E u, est divergente; on dit méme que E u, est grossiérement
divergente.

*
DEMONSTRATION : Faite ci-dessus... (le deuxiéme énoncé est la contraposée du premier).
*
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n
E1 |La séri
- aserlezn

N . . n
est grossierement divergente car lim R
1 n—+oo 1+ 1

- 1 1 -\ . .
Les séries E — et E — ne sont pas grossiérement divergentes; elles sont peut-étre convergentes, ou pas...
n n
n>1 n>1

II.2 CAS PARTICULIERS DES SERIES A TERME GENERAL POSITIF

Voyons maintenant quelques propriétés utiles sur les séries a terme général positif : c’est un cas ou les choses
se passent tres bien!

Soient E uy, une série et (S,) la suite des sommes partielles associée. On a déja remarqué que :

VnelN, Sy =Sy =tn41

insi, si (u,) est a termes positifs, alors la suite (S,) est croissante.
Le théoreme de limite monotone permet donc d’obtenir :

e si(S,) est majorée, alors elle est convergente, c’est a dire E uy est convergente;

e si(S,) n'est pas majorée, alors elle diverge vers +oo, et donc ZM” est divergente.

Autrement dit, si (S;) est une série a termes généraux positifs, on a :

E u, est convergente si, et seulement si, (S,;) est majorée.

En pratique, cela fait seulement I’économie d’une étape de calcul et de l'utilisation du théoréme de limite
monotone... Si on veut un résultat plus intéressant, on retiendra surtout le théoréme suivant :

‘ THEOREME 1 - CRITERE DE COMPARAISON SUR LES SERIES A TERME GENERAL POSITIF

VOCABULAIRE

On dit que Zun est a terme
général positif lorsque pour
tout ne N, u, >0.

PETITE REMARQUE
Résultats encore valables si
I'inégalité u, < vy, n'est vraie
qu’a partir d’un certain rang.

Soient (uy,) et (v,;) deux suites. On a:
1.
VnelN, 0<u, <v,
= Zun converge
Zvn converge
2.
VnelN, 0<u, <v, .
. = Zvn diverge
Zun diverge
* z,
DEMONSTRATION :
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. . 1
Soit (u,) une suite telle que pour toutneIN, 0 <u, < —

TR
. 1 PSP 1 PU . PR
Puisque Zz_" est une série géométrique convergente (g = 5 €]-1;1[), par théoréme de comparaison sur les séries a

terme général positif, la série Zu,, est également convergente.

III SERIES USUELLES

Voyons maintenant les séries usuelles, qui seront, en particulier, trés utiles dans les prochains chapitres de
probabilités.

‘ PROPRIETES 2 - SERIES GEOMETRIQUES

Les séries Zq”, an”_l et Zn(n - 1)q"_2 sont convergentes si, et seulement si, g €] —1;1] et, pour tout
nx1 n=2
gel-1;1[:
+00
n 1 fe
P1# Zq =— (série géométrique)
n=0 q
+00 1
P2# an"‘l = 3 (série géométrique dérivée)
(1-4)
n=1
+00 b
P3# Zn(n - l)c;”_2 = 3 (série géométrique dérivée seconde)
= (1-4q)
D£MONSTRATION :
P1# e Sige]—-1;1[, on sait que (¢”) ne converge pas vers 0. Ainsi, Zq” diverge grossierement.
e Sige]-1;1[,ona:
N N+1
l-q
VN e, R
Zq 1- q
n=0
1— qN+1
Puisque g€]-1;1[,ona lim ¢N*! =0; et, par opérations sur les limites : lim ——— = — .
N—+eo No+oo 1-—g 1-g
1
Par conséquent, la suite des sommes partielles converge vers T2 ; autrement dit, la série an est conver-
gente et :
400 1
an -
n=0 1
P2 # e Sige]-1;1[, on sait que (nq”_l) ne converge pas vers 0. Ainsi, an”‘l diverge grossierement.
n>1
N 1= N+l
e Sige]-1;1[. Soit N € N*. En dérivant la fonction x —> x", dont une autre expression est —_ et en
n=0
évaluant en g, on obtient :
N
3 gl = “(N+1)gN(1-q) +1-gN*!
= (1-9)
Puisque g €]-1;1[,ona lim qN+1 =0 et par croissances comparées : lim (N + l)qN = 0. Par opérations
—+00 —+o00
o 1
sur les limites, on obtient ainsi: lim nq”‘l = .
N—-oo = (1-9)2
Par conséquent, la série ann—l est convergente et :
nx>1
+00
1
n-1
ng""t = ——
,; (1-4)?
P3 # e Sige]-1;1[, on sait que (n(n—1)g""2) ne converge pas vers 0. Ainsi, Zn(n— 1)g"? diverge grossiérement.

n>2
e Sige]-1;1[, on dérive a nouveau... et on obtient : la série Zn(n —1)g"? est convergente et :

+0o0

Zn(n - 1)qn—2 = (1 _2q)3

n=2

N

PETITE REMARQUE

Si les termes généraux sont
négatifs, il suffit de les mul-
tiplier par —1... On s’en sort
de la méme facon. Le souci,
c’est quand le terme général
change toujours de signe (vi-
lain)!

X ATTENTION!
+7Ne pas oublier 'hypothese

sur g...

— PETITE REMARQUE

Notons que les séries géo-
métriques dérivée et dérivée
seconde ont respectivement le
premier et les deux premiers
termes nuls. Ainsi, en cas de

convergence :

+00 +00

ann—l — ann—l

n=0 n=1

+0o0 +0o0

Y nn-1)g"2 =) n(n-

n=0 n=2
{192
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ExempLEs 4

Z . ;4 L. 1
Etudions la convergence, et le cas échéant calculons la somme, de la série Z 3

2 n
o 1e L L. e
Etudions la convergence, et le cas échéant calculons la somme, de la série Z(Z) .

Etudions la convergence, et le cas échéant calculons la somme, de la série Z Y

n(n-1)

Etudions la convergence, et le cas échéant calculons la somme, de la série Z T

PROPRIETE 3 - SERIE EXPONENTIELLE

n
, L. X
Pour tout réel x, la série E — est convergente et :
n!

*
DEMONSTRATION : Voir le CB! "

EXEMPLES 5

L. 1
La série > — est convergente et sa somme vaut .......
n!

- -3)"
La série > ( ') est convergente et sa somme vaut .......
n

- -2"
La série E - est convergente et sa somme vaut .......
n!

Et pour terminer sur les séries usuelles, les fameuses :

‘ PROPRIETE 4 - SERIES DE RIEMANN

On peut exprimer la valeur
+00

1 . . 1
E — est convergente si, et seulement si a > 1. de Z a avec des constantes
n

n=1
nx1 connues si « est un entier pair

non nul (merci Euler!); mais

*
DEMONSTRATION : Les cas a < 1 et a > 2 seront démontrés en exercice, le dernier cas dans un prochain chapitre... Poui les autres, cela reste un
* mystere...
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SONt CONVETZRITES & ..ottt ettt e et et e et e e e e

SONt diVErgentes 1 ... ... ..

IV  QUELQUES RESULTATS SUR LA CONVERGENCE...

‘ PROPRIETES 5 - COMBINAISONS LINEAIRES SUR LES SERIES

Soit A € R, (uy) et (v,) deux suites.

+00 +00
P1# SiA=0,alors Zun et Z)\un sont de méme nature et, en cas de convergence,ona : Z)\un =A Zun. — X ATTENTION!
=0 =0 On ne peut rien dire de la
too +oo +oo série Z(un +vy,) dans le
P2# Si Zun et Zvn sont convergentes, alors Z(un+vn) est convergente et : (up+vy) = Zun+ Zvn. cas ol Z“" et ZV" sont
=0 =0 =0 divergentes : les deux cas

peuvent se produire (sauf

P3# Si Zun est convergente et Zvn est divergente, alors Z(un +7v,) est divergente. ) ;io(stil‘:li)fse)t (vy) sont & termes

D£MONSTRATION : Ces propriétés découlent de la linéarité de la somme et des propriétés sur les limites de suites... .

Pour finir, une derniére propriété dont la démonstration est immédiate :

PROPRIETE 6 - SERIE TRONQUEE

Soi N EN GROSs...
oit ng € IN. La nature d'une série ne dé-
Les séries E uy, et E uy, sont de méme nature et, en cas de convergence, 0na: .................c...ooo... pend pas de ses premiers
termes.
n>0 nzny

ExXEmMPLES 7

g L. 5x2"+1
Justifions que la série Z ——— est convergente et calculons sa somme.

1
n: s o #1 REDACTION
x 2"+ ‘are rédaction -
e Onremarque que pour tout n€IN: ——— =5x — + —. Premiere rédaction : on tra-
n! n!  nl vaille sur le terme général, on
on 1 . . justifie la convergence puis on
e Or ZF et Z; sont des séries exponentielles convergentes. calcule la somme de la série.
, L. 5x2"+1 .. e s s P
Par conséquent, la série Z«T est convergente (comme combinaison linéaire de séries convergentes) et :
= 5x2" 41 w2 T
Frrs o syl
n! n! n!
n=0 n=0 n=0
= 5¢2+e
. L. 5x2"M+1 2
Conclusion : la série Z—‘ est convergente et sa somme vaut 5e“ +e.
n!
n+3 mREFLEXE!
Justifions que la série Z o est convergente et calculons sa somme. Du n et du ¢", on pense a
Soit NeIN.Ona:
N N
n+3 n 3
) 5 = Lyt
n=0 n=0
N oot 1\ — #» REDACTION
= Z ) n ( E) +3 ( E) J par linéarité de la somme 4 Deuxiéme rédaction : on
n=0 travaille sur les sommes par-

tielles, puis on passe a la

1N 114—1 N 1\ ﬁ
= 3 5 5 limit justifiant).
22"(2) +3Z(2) Jcarle]—l;l[ imite (en justifiant)

3 Cette rédaction est néces-
saire si l'on doit effectuer un

NN _
changement d’indice ou un
1 lIII—H—oo l1\11—>+oo télescopage.
= +3
2 1
2(1-3) -2
Et:
1 1 +3 1 11 +3 1
2 2771 T 2L 7T
ey TR
22
= 7 +3x2
= 8

3
est convergente et sa somme vaut 8.

. , . n+
Conclusion : la série E

on
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Justifions que la série Z >

7n-1

n+2

est convergente et calculons sa somme.

5n+2

Conclusion : la série > pry est convergente et sa somme vaut

Justifions que la série Z net2

n>3

3 est divergente.

n>1

. L. n+1
Conclusion : la série Z

n2

est divergente.

Justifions que la série Z ntl

n>1

est divergente.
n

n>1

. L n+1
Conclusion : la série Z

n2

est divergente.
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2

g . n mREFLEXE!
Justifions que la série E 37 est convergente et calculons sa somme.

Du n? et du g", on pense a

n?= n(n—1)+n: utile pour les
séries géométriques dérivées
seconde
1’12
Conclusion : la série > 30 est convergente et sa somme vaut ........
n(-1)" mREFLEXE!
Justifions que la série E — est convergente et calculons sa somme. Du 7!, on pense &
n!

n(=1)"

Conclusion : la série E '
n!

est convergente et sa somme vaut ........

Dans les autres cas, I’énoncé guidera et I’étude de la convergence d’une série pourra éventuellement nécessi-
ter I'utilisation de différents théorémes de convergence / divergence sur les suites (théoréme d’encadrement,
théoréme de comparaison...).
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