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0000 EXERCICE 1 - CONVERGENCE & SOMME
Justifier la convergence et donner les sommes des séries suivantes :
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o000 EXERCICE 2 - CONVERGENCE & SOMME
Justifier la convergence et donner les sommes des séries suivantes :
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EXERCICE 3 - CONVERGENCE & SOMME
Justifier la convergence et donner les sommes des séries suivantes :
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@000 EXERCICE 4 - RESTE D’UNE SERIE CONVERGENTE
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ECG 1%¥** ANNEE - MATHEMATIQUES APPLIQUEES
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EXERCICES DU CHAPITRE 14
SERIES NUMERIQUES
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Soit Zun une série convergente. On note S = Zuk ainsi que, pour tout n€ IN: S, = Zuk et R, = Z U.

k=0

k=0 k=n+1

1. Justifier que pour tout n € IN, la quantité R, est bien définie, donner une relation entre S,, S et R,,.

2. Que dire du comportement de R, quand »n tend vers +oc0?

ecoo EXERCICE 5

1 R 1
(n+)(n+2) n+l n+2’

1. Montrer que pour tout n € IN,

L - 1
2. En déduire la convergence et la somme de la série Z

ecoo EXERCICE 6

Vi +1 - k.

1. Montrer que pour tout k € IN,
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2. En déduire que la série 27 est divergente.
Vi+vVk+1

ecoo EXERCICE 7

(n+1)(n+2)

1. Déterminer les réels a et b tels que pour tout n € [[2;+oof,
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2. En déduire la convergence et la somme de la série Z
n>2

ExERrRcICE 8
Déterminer la nature des séries suivantes :
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eeeo EXERCICE 9
Déterminer la nature des séries suivantes :
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eeco EXERcCICE 10

2

+00
1 - - 1
On admet que E — = — . Justifier la convergence de la série E 2 et calculer sa somme.
n
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ee0o EXERCICE 11 - RIEMANN AVEC 0 > 2

- . S . 1
L'objectif de ’exercice est de prouver la convergence de la série E — pour a>2.
n
n>1

N
1

On pose, pour tout N € IN*, Sy = Z -
n=1 n

1. Ecrire une fonction Python qui renvoie Sy en fonction de N.

1 1 1

2. 2.a. Démontrer que pour tout n € [2;+o00, — < -—.
n2 - n-1 n

N 1

2.b. En déduire que pour tout N € [2;+00], E —<1-—.

n=2 n N

, 1
2.c. Etablir alors la convergence de Z—z
n

n>1
3. En utilisant le résultat de la question précédente, démontrer que si a > 2, alors la série E —; est convergente.
n

n>1

ee00 EXERCICE 12 - RIEMANN AVEC o < 1.

1
L'objectif de I’exercice est de prouver la divergence de la série Z — poura<1.
n

n>1
N
(@) * = —.
n pose, pour tout N € IN*, Sy Z "
n=1
1
1. Que dire de la nature de la série Z—a sia<07?
n
n>1
2. 2.a. Démontrer que pour tout x €] —1;+oo[, In(1 + x) < x.
1
2.b. En déduire que pour tout n € N*, In(n+ 1) —In(n) < —.
n

. - L.
2.c. Démontrer alors que la série E — diverge.
n
nx1

3. En utilisant le résultat de la question précédente, démontrer que si a € [0; 1[, alors la série E — est divergente.
n
n>1

eeco ExERCICE 13
< 1 . S ug > 0
On consideére la suite (u,) définie par : —u
VnelN, uyep =e “nuy
Démontrer que pour tout n € IN, u, > 0.
Démontrer que la suite (u,) est strictement décroissante.
En déduire que la suite (u,) converge et déterminer la valeur de sa limite.

On pose, pour n € N, v, =In(uy). Exprimer v,,1 — v, en fonction de u,.

En déduire la nature de la série Zun.
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EXERCICES DU CHAPITRE 14 - Page 2/4



eeco ExERcCICE 14
On considére la suite (u,) définie par : { o €]0; 1 >
VYnelN, uyq =uy—up
1. Soit f :x+— x—x%. Démontrer que l'intervalle ]0;1[ est stable par f.
2. En déduire que pour tout n € IN, u, €]0;1[.
3. Etudier les variations de (uy,).
4

. En déduire que la suite (u,) converge et déterminer la valeur de sa limite.

[0}

Etudier la nature de la série E u? et préciser, le cas échéant, sa somme.

6. Justifier que la série Zln(m) est divergente.

Un

eeoco EXERCICE 15
ug=1

Considérons la suite (u,) définie par : { VnelN, . = ln(l + u,%)

1. Btablir pour tout entier n € IN, 'encadrement suivant : 0 < u, < 1.
2. 2.a. Pour tout entier n € IN, établir I'inégalité : u,,q < u2.

2.b. En déduire pour tout entier n € N¥, I'inégalité u, < (In2)".

3. Déterminer la limite de la suite (uy,).

4. Quelle est la nature de Zun ?

eeeo EXERCICE 16
N . P ug > 1
On consideére la suite (u,) définie par : 2
VnelN, uy1 =up—up+1

1. Démontrer que (u,) diverge vers +oo.
1 - 1

2. Démontrer que la série de terme général — est convergente et que —= T
Un Up U=

n=0

ee0o EXERCICE 17 - TYPE CONCOURS
upg = 1

2
) IneN, ey = i)

Considérons f : x > x —In(1 + x“), définie sur R, ainsi que la suite (u,) définie par : {

1. Dresser le tableau de variations complet de f sur R.

2. Etude de (uy).
2.a. Montrer que la suite (u,) est décroissante et minorée par 0.
2.b. FEtablir que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

2.c. Ecrire une fonction en Python qui renvoie le plus petit entier n tel que u, < 1073
3. Etude de Z”%

1
3.a. Démontrer que pour tout x € [0;1], f(x) < x— Exz.

3.b. En déduire que pour tout n € IN, u,z, <2(uUpy—tps1)-

3.c. Démontrer que la série E u% converge et donner un encadrement de sa somme.

eeco EXERCICE 18 - TyPE cONCOURS
Notons f I'application définie sur ]0;+oo[ par: Yx € R, f(x) =" —eln(x).
Ondonne:7,3<e®<7,4.
1. Etude de la fonction f.
l.a.  l.a.i. Calculer, pour x € Rf, f'(x) et f”(x).
1l.a.ii. Dresser le tableau de variations complet de f’.
1.b. Dresser le tableau de variations complet de f.
1.c. Etudier les variations puis le signe de la fonction g : x — f(x) — x sur [2;+co].
2. Etude d’une suite et d’une série. On considére la suite (u,,) définie par up =2 et pour tout n € IN, u, 41 = f(uy).
2.a. Démontrer par récurrence que pour tout n € IN, u,, existe et u, > 2.
2.b. Etablir que (u,) est croissante.
2.c. Démontrer que (u,) diverge vers +co.
2.d. Ecrire une fonction, en Python, qui prend un réel A > 2 en argument d’entrée et renvoie le plus petit entier n pour lequel

U, > A.

2.e. 2.e.i. Démontrer que pour tout x > 2, 2In(x) <x <
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2.e.ii. En déduire que pour tout n € IN, u, 1 > Upy.

s 2 . 1 1 2 \"
2.e.iii. Démontrer que pour tout entier naturel n, 0 < — < — (—) .
U, ug\b6b-—e

2.e.iv. En déduire la nature de la série de terme général —.
Un

ee00 EXERCICE 19 -TypE coNcOURs
2
uy +1
7
1. 1l.a. Démontrer que (u,) converge vers une limite ¢ et préciser un encadrement de ¢.

Considérons la suite (u,) définie par ug =0 et pour tout n€ N, u,41 =

1.b. Déterminer ensuite la valeur de ¢.
2. 2.a. Ecrire une fonction Python qui prend en argument d’entrée un entier naturel n et renvoie la valeur de u,,.
2.b. En déduire un programme, rédigé en Python, qui permet de déterminer et d’afficher la plus petite valeur de n pour
laquelle 0 <1 —u, < 1073
3. On définit maintenant la suite (v,) par: Vn e N, v, = 1 —u,.
n-1
3.a. Soit n € N*. Simplifier I’expression Z(vk —Vka1)-
k=0
3.b. Pour tout entier naturel k, exprimer vy — vk, en fonction de vg.

+00
3.c. Montrer alors que la série > v2 est convergente et donner la valeur de sa somme > 2.
n=0

ee00 EXERCICE 20 - TSSA (cRrITERE DE LEIBNIZ)
Soit (1) une suite telle que :

e (uy) est décroissante

e lim u,=0
n—+oo

Le but de I’exercice est de prouver la convergence de la série Z(—l ) uy,.
N
Pour N € IN, on pose Sy = Z(—l)”un ainsi que un = Son et YN = SoN+1-
n=0
1. Justifier que pour tout n € IN, u, > 0.
2. Démontrer que les suites (uy) et (vN) sont adjacentes.
3. En déduire que la série Z(—l)”un est convergente. On note S sa somme.
4

. Soit N € IN. Etablir : Syn41 < S < Son. En déduire : [Sy — S| < un41
Application.

9]

Démontrer que la série E

n>1

-1)" . . . . .

) est convergente puis écrire une fonction Python qui prend en argument d’entrée un réel
n

+00 (—1)”

strictement positif p et renvoie un encadrement de E —_—

n

n=1

d’amplitude inférieure ou égale a p.

o000 EXERCICE 21 - RiGLE DE D’ALEMBERT

. . . . s u
Soit (1) une suite de réels strictement positifs telle que ntl

admette une limite, notée £.
n

1. Supposons que ¢ < 1.

l.a. Etablir 'existence d’'un réel g <1 et d’un entier naturel n tels que : Vn > ng, u, < q”_”‘)uno.
1.b. En déduire la convergence de la série Zun.

2. Démontrer que si ¢ > 1, alors la série Zun est divergente.

3. Justifier que le cas € = 1 ne permet pas de conclure.

4. Application. Etudier la nature des séries suivantes :
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eeeo EXERCICE 22

Soit Zun une série a termes positifs. Montrer que si Zun est convergente, alors Zu% l'est également. Réciproque?

1. Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783, francais), a qui I'on doit de nombreuses contributions sur les équations algébriques (théoréme de D’Alembert-Gauss), les séries,
les équations différentielles et équations aux dérivées partielles... ainsi qu'un travail sur I'Encyclopédie avec Diderot.
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