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ALGEBRE LINEAIRE

ESPACES VECTORIELS

INTRODUCTION...

On a bien compris (du moins, je I'espére) que la notion d’ensemble est au centre de 1’étude des mathématiques. Un ensemble est une
collection d’objets... Mais on voit bien que, dans sa généralité, cette notion est au mieux insuffisante, sinon peu manipulable. On préféere
déja les ensembles d’objets de méme nature : ensemble de nombres, ensemble de fonctions, ensembles de matrices... sur lesquels on peut
donc définir des opérations.

Une fois un ensemble d’objets de méme nature constitué, on peut se demander quelle est sa structure. L'étude des structures algébriques
mathématiques est essentielle pour identifier le type d’ensemble.
Plusieurs structures mathématiques existent, en voici trois parmi les plus courantes :

e Introduit en 1893 par Heinrich Weber (1842-1913, allemand) : le groupe. Un ensemble G est un groupe lorsqu’il est muni d’une
loi de composition interne (une opération entre éléments), notée par exemple @, et qui vérifie : G est stable par @, la loi @ est
associative, il existe un neutre de @ appartenant a G, et tout élément de G possede un symétrigue par @ dans G.

Sont des groupes : (Z,+), (R, x), (M,(R),+), 'ensemble des applications bijectives de E dans E (muni de la composition)... Ne
sont pas des groupes : (IN,+), (R, x ), (R*,+)...
Si de plus, @ est commutative, on dit que G est un groupe abélien.

e Introduit en 1877 par Richard Dedekind (1831-1916, allemand) : le corps. Un ensemble K est un corps lorsqu’il est muni de deux
lois de composition internes, notées par exemples @ et %, qui vérifient : I est stable par @ et #, (K, ®) est un groupe abélien, e se
distribue sur @, * posséde un neutre dans I, tout élément de K (excepté le neutre de ®) posséde un inverse pour * dans K.

(Q +, x) et (R,+, x ) sont des corps... Tous les autres ensembles usuels n’en sont pas!

e Manipulé depuis le milieu du XVII®¢ siecle en géométrie, c’est Giuseppe Peano (1858-1932, italien [c’est un peu le roi de I'axioma-
tisation]) qui donna une définition rigoureuse et axiomatique d’espace vectoriel en 1888. Cette structure a le bon gott d’étre un
bon compromis entre "facile a manipuler” et "de nombreux ensembles peuvent étre vus comme des espaces vectoriels"; rajoutons
a cela qu’elle peut avoir une interprétation géométrique... on est face a une excellente structure algébrique!
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POUR BIEN DEMARRER...

1# Revoir les matrices et la résolution de systeme...

1 2 3 b
2# SoientA=|3 0 -1|etX=|v| Résoudre AX=0.
4 2 2 z
1 -2 2 b
3# SoilentA=|5 -3 -1|etX=]|y|[ Résoudre AX=X.
-4 1 2 z
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Ce chapitre est une introduction aux espaces vectoriels. Il précéde celui sur les applications linéaires entre
espaces vectoriels qui donnera un tout autre sens aux matrices que nous connaissons déja...

‘ D£rINITIONS 1 - ESPACE VECTORIEL

D1# Un ensemble non vide E est un espace vectoriel réel (ou R-espace vectoriel) lorsque :

o E est muni d’une "addition interne", notée +, vérifiant :

~ Vi, 7eE, +veE (stabilité de E par addition interne)
~ YUV, WEE, (H+V)+W=1u+(V+wW) (associativité de +)
~ VI, VeE, #+0V=0+10 (commutativité de +)
~ il existe un élément 0_}}3 c E tel que : VYiieE, i+ O—}E =i (existence d’un neutre pour +)
~ YT €E, ATEE/ i+ V= 073 (existence d'un opposé dans E pour +)
e E est muni d’'une "multiplication externe", notée -, vérifiant :
~ YAeR,VZeE \-f€E (stabilité de E par multiplication externe)
~ YAUER,VIEE N (p-t)=(\-p)- o (associativité de -)
~ YAER, VI, VEE, N\ (H+V) =AU+ \-T (distributivité de - sur +)
~ Y\ ueR, Y7 €E, (A + W+ =AU+ 7 s (distributivité de - sur addition réelle)

~ VYieE 1-#=0 (le réel 1 est neutre pour -)

D2# Si E est un espace vectoriel réel, alors les éléments de E sont appelés des vecteurs, et on parle parfois
de scalaires pour désigner les réels de la multiplication externe.

D3# L'élément Of est appelé vecteur nul.

REMARQUE
A=0
=—(Au)et: Al =0 & { ou
0= 01

—

On retrouve les propriétés, valables pour tout A€ Ret ' € E: A\+(—if) = (-A)-i

ExEmprLES 1

Les ensembles suivants sont des espaces vectoriels réels :

R, ]Rz, RS et pus généralement R pour tout n € IN¥, munis de l'addition interne usuelle et de la multiplication
scalaire.

My (R), M3,1(R) et plus généralement M, 1 (R) pour tout n € IN*, munis de I'addition interne usuelle sur les
matrices colonnes et de la multiplication scalaire.

L'ensemble des matrices de tailles n x p a coefficients réels Mn,p(]R), muni de I’addition interne usuelle et de la
multiplication scalaire.

L'ensemble des matrices carrées de tailles n a coefficients réels M, (IR), muni de I'addition interne usuelle et de
la multiplication scalaire.

L'ensemble des polyndmes a coefficients réels R[X], muni de I’addition interne usuelle et de la multiplication

scalaire.
L'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal & n (pour tout n € N*) R, [X], muni de 'addition interne

usuelle et de la multiplication scalaire.

L'ensemble des fonctions définies sur un intervalle I de R, a valeurs dans R, noté F(I,R), muni de l’addition
interne usuelle et de la multiplication scalaire.

L’ensemble des fonctions définies, dérivables deux fois et telles que f” est continue sur un intervalle I de R, noté

Cz(I, R), muni de I'addition interne usuelle et de la multiplication scalaire.

- >

Dans toute la suite, E est un espace vectoriel réel, n € [2;+00] et (€],€3,...,€,) une famille de vecteurs de E.

I SOUS-ESPACES VECTORIELS

I.1 DEFINITION ET GENERALITES

F est un sous-espace vectoriel de E lorsque :

e Festinclus dans E
e F est non vide

o Fest stable par combinaison linéaire : YA, p € R, Vi, V€ F, A+ pv'e F

4un espace vectoriel est un en-

& METHODE 1 & Pour montrer que F est un sous-espace vectoriel de E:
e on vérifie déja que F est inclus dans E,
e on vérifie que Op €F pour justifier que F est non vide,

e on montre que F est stable par combinaison linéaire.

PETITE REMARQUE

L’élément neutre pour + est
unique, tout comme l'opposé
d’un vecteur, noté —i7. Deux
démonstrations a chercher...

% NoTATIONS
On omettra le symbole - pour
la multiplication...

— EN GRos...

semble muni d’une addition
interne et d’une multipli-
cation scalaire qui ont les
bonnes propriétés habituelles
permettant les calculs!
Puisque E est stable par + et
par -, il est stable par combinai-
son linéaire :

VYAMUER, Yil,7EE, A+ uveE

Et si c’est vrai pour deux...

15 RAPPEL...
R est 'ensemble des n-
uplets de réels.

E4 et E5 sont méme un peu
plus qu’'un EV, puisque ces
ensembles peuvent étre mu-
nis d’'une multiplication in-
terne... Mais de fagon géné-
rale, ce nest pas le cas pour
un EV.

X ATTENTION!
L'ensemble des polynomes
de degré égal a n n'est pas un
espace vectoriel car :

IMPORTANT!

En particulier 0_;3 eF.

Cela sera utile dans deux cas :
e pour montrer que F est non
vide

e parfois pour montrer qu’'un
sous-ensemble n'est pas un
sous-espace vectoriel !
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A quoi bon cette histoire de sous-espace vectoriel ? Pour la raison qui suit :

Si F un sous-espace vectoriel de E, alors F est un espace vectoriel.

*
DEMONSTRATION : ... %

- - mREFLEXE!
& METHODE 2 & Pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel : R ) i
, . , . L, Et c’est toujours ce que l'on
on montrera que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de référence. fera!

ExEmPLES 2

{Og} et E sont des sous-espaces vectoriels de E...
Soient A € My(R) et F={X e M, 1(R)/ AX = 0}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de ...

#) REDACTION
On adopte bien cette rédac-
tion, en écrivant clairement ce
que l'on doit démontrer!

Soit F={f € C*(R,R)/Yx € R, f”(x)-3f’(x)+2f(x) = 0}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de ...
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L'ensemble F = {P € R,[X]/ P(0) = 1} nest pas un sous-espace vectoriel de R[X] car

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.
Montrons que F N G est un sous-espace vectoriel de E.

Déterminons les sous-espaces vectoriels de R.

[.2 SOUS-ESPACES VECTORIELS ENGENDRES

Voyons un cas particulier de sous-espace vectoriel...

‘ D£FINITION 3 - COMBINAISON LINEAIRE

Soit # € E. On dit que # est combinaison linéaire des vecteurs €},é>,...,&, lorsqu’il existe des réels

n
AL A2 Ay tels que i7 = inég = M) + A28 F oo + Ay
i=1

CHaPITRE 15 - Page 5/12



ExEmPLES 3

1
Soient X = [O] etY =
0

Montrons que U =

1

1

Montrons que V =

1] deux matrices de M3 1 (RR).

-3
2 ] est combinaison linéaire de X et Y.
2

1
2
3

L'ensemble des combinaisons linéaires de X et Y est :

n’est pas combinaison linéaire de X et Y.

L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs 7,5, ..., &, est un sous-espace vectoriel de E.

*
DEMONSTRATION :

#) REDACTION
Soit on remarque une combi-
naison linéaire simple... Soit
onrésout U = aX + bY, d'in-
connues 4,b € R.
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DEFINITION 4 - SOUS-ESPACE VECTORIEL ENGENDRE PAR UNE FAMILLE DE VECTEURS

L'espace vectoriel des combinaisons linéaires des vecteurs &},25,...,&, est appelé sous-espace vectoriel en-
gendré par la famille (2,85, ..., &,), et noté Vect(&},e,..., &)

& METHODE 3 & Pour montrer que F est un sous-espace vectoriel de E :
on pourra tenter de I’écrire comme le sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs
de E.

ExemrLE 4

Considérons F = {(Z

ZfZ)eMz(R)/a,beR}.

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de M (RR).

Soient €},€, ..., 6,41 des vecteurs de E.

P1# Si &, est une combinaison linéaire de €}, 25, ...,&,, alors Vect(&},e, ..., ,41) = Vect(e],&>,..., ).
En particulier : Vect(&},&5,..., &, 0g) = Vect(&}, &, ..., &)-
P2# Siaq,ay,..., oy sont des réels non nuls, alors Vect(a 21,0285, ...,a,8,) = Vect(e7, e, ..., &)
FD]@MONSTRATION :

On peut aisément démontrer
que c’est le plus petit (au sens
de l'inclusion) espace vecto-
riel contenant les vecteurs

5> 5
€1,€2,...,6p.
EN GROS...

Ecrire un ensemble comme
un ssev engendré équivaut a
expliciter cet ensemble. S'il est
déja donné de facon explicite,
il n’y a plus grand chose a
faire...
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L'intérét de ces deux propriétés est de pouvoir "réduire" la famille de vecteurs qui engendre Vect(...).

ExEmMPLE 5

I1

‘ DErINITIONS 5

D1#

D2#

D3#

{( 3x+2y

X+2y+z)eM2,1(1R)/(x,y,z)eIEﬁ} -

= ve((u)0)

Il semble maintenant que I'on ne puisse plus simplifier la famille obtenue...

FAMILLE GENERATRICE, FAMILLE LIBRE, BASE

(€1,8,...,,) est une famille génératrice de E lorsque tout vecteur de E est combinaison linéaire des
vecteurs e, 5,...,ey.
Autrement dit : (€], 83,...,€,) est une famille génératrice de E lorsque E = Vect(e}, &3, ..., &y)-

(€1,€,...,€,) est une famille libre lorsque :
V(A A2 o An) €RT, (M + 0080 4.+ Mgy =05 = (Vi€ [L;n], A =0))

Autrement dit : (€], 83,...,€,) est libre lorsque la seule combinaison linéaire donnant O_}E est la combi-
naison linéaire triviale.

Sila famille (&7, 5, ..., &) est libre, on dit que les vecteurs €}, 3, ..., €, sont linéairement indépendants :
aucun vecteur de cette famille n’est combinaison linéaire des autres.

(€1,@,...,,) est une base de E lorsque tout vecteur de E peut s’écrire de maniére unique comme combi-
naison linéaire des vecteurs €),e, ..., ey.

EXEMPLES 6

La famille

La famille

La famille
La famille

Commengons par donner (sans justifier) quelques bases usuelles :

La famille ((1, 0),(0, 1)) est une base de R?.

De la méme facon, la famille
La famille

est une base de M 1 (R).

est une base de M3 1 (R).

est une base de M, 1 (R).

est une base de M»>(IR).

est une base de R;[X].

est une base de R, [X].

Montrons que la famille ((;), (_11 )) est une famille libre de M5 1 (RR).

La famille ((;), (_11), (%)) est-elle une famille libre de M3 (R)?

PETITE REMARQUE
A ce stade, on peut donc dire
que 'ensemble étudié est un
sous-espace vectoriel de R3,
puisqu’il est I'espace vectoriel
engendré par une famille de

vecteurs de R°.

— VOCABULAIRE

Une famille qui n’est pas
libre est liée. C'est le cas
lorsqu’un de ces vecteurs

est combinaison linéaire des
autres; ou quand il existe
une combinaison linéaire non
triviale donnant le vecteur

4 nul.

— VOCABULAIRE

(€1,2>,...,ey) est une base ssi

pour tout 7 € E, il existe des

uniques réels Aj, A2, ..., Ay tels
n

4 .
que u = ZK,‘?,& Ces réels sont
i=1
appelées coordonnées de i
dans la base (87,25, ...,&,).

X ATTENTION!

On dit une base et pas la base,
c’est la base!

VOCABULAIRE
Toutes les bases données
ci-dessus sont les bases cano-
niques des EV mentionnés.
Ce sont les bases naturelles
dans lesquelles on travaille.

A RETENIR...
Deux vecteurs sont linéaire-
ment indépendants lorsqu’ils
sont non colinéaires.
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Iy (1) (1 = POUR INFO...

Montrons que la famille ||0,[1],]1||est une base de M3 1(RR). < Un famille de matrices co-
0/ 10/ \1 lonnes dont les coefficients
sont échelonnés est toujours

libre.

e Une famille contenant le vecteur nul est ..........

e Une famille contenant deux fois le méme vecteur est ..........

e Une famille dont 'un des vecteurs est une combinaison linéaires des autres est ..........
o Une famille formée d’un seul vecteur est libre si, et seulement si, ce vecteur est ..........

e Une famille formée de deux vecteurs est libre si, et seulement si, ces deux vecteurs ne sont

— = POUR INFO...

En fait, il existe un théoréme
qui affirme que :
e de toute famille génératrice,
on peut extraire une sous-
famille libre et génératrice...
F o toute famille libre peut étre
DEMONSTRATION : complétée en une famille
libre et génératrice...

Les définitions précédentes induisent naturellement la propriété suivante, qui sera trés utile en pratique :

Une famille de vecteurs de E est une base si, et seulement si, elle est libre et génératrice.
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EXEMPLES 7

Donnons une base de I’espace vectoriel F étudié dans I’exemple 4.

11 2

31 -1] et F={XeM;;(R)/AX =0}

1 0 1

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de M3 1(R) et déterminons-en une base.

Considérons A =
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III DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

‘ DErINITION 6 - EV DE DIMENSION FINIE PETITE REMARQUE

On dit que E est de dimension finie lorsqu’il admet une famille génératrice constituée d’'un nombre fini de | | En ECG - Mathématiques

t appliquées, l'algébre linéaire
vecteurs. se limite au cas des EV de
dimension finie.

THEOREME 2

Si E admet une base constituée de N vecteurs (avec N € IN¥), alors toutes les bases de E sont constituées de
N vecteurs.

* , . —
DEMONSTRATION : Hors programme... Tout EV de dimension fi-
* nie posséde une infinité de
bases...

Ce théoreme nous permet de donner la définition suivante :

‘ DErINITION 7 - DiMENSION D’UN EV

Si E est de dimension finie, sa dimension, notée dim(E), est le cardinal commun de toutes ses bases.

ExXEMPLES 8

. 2\ _ . 3\ _ . _ A
dlm(]R ) - , dim (]R ) - °t dlm(]Rn) - Les b::;Ech:lI:oniques et les
dim(/\/lzll (]R)) = et dim(Mn,l (]R)) = dimensions des espaces vec-
B dim () < ol el dovent e
dim (M, p(R)) =
| E5 |dim (R[X]) = et dim (R, [X]) =
sont des espaces vectoriels de dimension infinie.

On a les propriétés naturelles suivantes :

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E.

P1# F est de dimension finie et dim(F) < dim(E).

P2# Si L est une famille libre de E, alors Card(£) < dim(E). Les réciproques de ces pro-
. . L, . . priétés sont également
P3# Si§ est une famille génératrice de E, alors Card(G) > dim(E). utiles...
*
D£MONSTRATION : Hors programme... "

Et une derniére propriété, tres utile en pratique :

EN GROS...

Une base est une famille libre
maximale ou une famille

Si E est de dimension finie, alors : une famille de vecteurs est une base de E si, et seulement si, elle est libre
et que son cardinal est égal a la dimension de E. génératrice minimale...

FDEMONSTRATION :
Immeédiat, puisque qu’une base est en particulier une famille libre et que son cardinal est égal a la dimension de E
(d’apres le théoreme 2).
Hors programme...
]
1 Une troisieme serait de

& METHODE 4 & Pour montrer qu’une famille est une base, deux méthodes sont possibles 1. montrer qu’elle est génératrice
et de bon cardinal, mais c’est
rarement utile...

1. montrer qu’elle est libre et génératrice

2. montrer qu’elle est libre et de bon cardinal A
RETENIR...

La seconde méthode est sou-
EXEMPLES 9 vent la plus simple a mettre
en ceuvre, a condition de
connaitre la dimension de

Montrons que la famille ((1, 2), (—1,1)) est une base de R2. I'EV étudié.

e La famille ((1,2),(—1, 1)) est une famille de cardinal 2 et dim(]Rz) =2.

e De plus, cette famille est constituée de deux vecteurs non colinéaires, elle est donc libre.

Conclusion : la famille ((1,2),(—1, 1)) est une base de R°.
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Montrons que la famille (1,1 +X,1+X +X2) est une base de Ry [X].

IV RANG D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

” > v RIGUEUR!
‘ DEFINITION 8 - RANG D'UNE FAMILLE DE VECTEURS Puisque (7},8,.., %) est une
182,008
Le rang de la famille (¢}, ¢5, ..., €,), noté rg(é},€3,...,&,), est la dimension de Vect(e},e3,...,&,). famille génératrice finie de

Vect(e],¢>,...,,), cette notion
a bien du sens!

& METHODE 5 & Pour déterminer le rang d’une famille de vecteurs, on cherche 4 réduire la
famille génératrice jusqu’a la rendre libre...

ExEmprLE 10

1) (0) (3) (-2) (0) (1
Déterminons le rang de la famille [[1], [l], (2], [—2], [0],[0]].
1) \2)\1)\-2)10) \1

- =

Si E est de dimension finie p, alors rg(e}, &3, ..., ;) < min(n, p).

*
DEMONSTRATION :

IMPORTANT!

N <min(n,p) <
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