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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 15

ESPACES VECTORIELS

ee0co EXERCICE 1
Dans chaque cas, dire si F est un espace vectoriel ou non.

={f e F(R,R)/ f est croissante sur R}
F={f e F(R,R)/ f est paire}
3. F={fe F(R,R)/ f(1)=0}
4. F =Tlensemble des suites qui convergent vers 0

N

e000 EXERCICE 2 - EV DE MATRICES
1. Soient Ae M,(R)etE= {M e M,(R)/ AM = MA}. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. Soient Ae M,(R)etE= {M e M,(R)/ AMA = O}. Montrer que E est un espace vectoriel.
3. Soient Ae M,(R)etE= {M e My(R)/ AM = M}. Montrer que E est un espace vectoriel.

0000 EXERCICE 3 - MANIPULATION SUR DES COMBINAISONS LINEAIRES

1 4 9 0
On considére les matrices E; =|-1|,E; = 3 |, X=| 5 [etY=| 2 |.
3 -2 -1 -1

1. Montrer que X est combinaison linéaire de E; et E,.
2. Montrer que Y ¢ Vect(Eq,E»).

0000 EXERCICE 4 - MANIPULATION SUR DES COMBINAISONS LINEAIRES

1 0 1 1
oYy ={1]ety, =] 1|
1 1 -1

On considere les matrices X; =1
1. Vérifier que X et X, sont des combinaisons linéaires de Y; et Y».

)XZZ
0

2. Vérifier que Y et Y, sont des combinaisons linéaires de X et Xo.
3. En déduire que Vect(X1,X3) = Vect(Y1, Y>).

2

4. La matrice A = appartient-elle a Vect(X,X3)?

3

eooo EXERCICE 5
Dans chaque cas, dire si F est un espace vectoriel ou non. Si oui, en donner une base et préciser sa dimension.

1 F={(xy) eR*/x=y| 1 111
. 10. F={XeM; (R)/AX=|1|}ouA=|1 0 -1
2. F:{(x,p)e]R /*<+y—1} 1 0 -1 -2
3. FZ{(X)€M21( )/}1—)»} 11 2
v 1. F={Xe M) (R)/AX =2X},0u A=| 0 3 -1
X -1 2 3
4. F:{(l),xe]R}
a a
X 12. F a bl|,abeR
5. F=4[x|, xeR 0 b
0 0
X 13. F= { ab)' a,beR}
6. F= , v, veR
{xf—y] Y [ a+b b
14. F 0 a—b bl,a,beR
{x] 0 a
7. F={|y|eM31(R)/2x+y+2z=0
- a+?2 a-c
3 15. a+2b c |,abcelR
8. F= {(Y,y,z JeR’/x+2y=0 ET Xx— y+2z—0} {[ c a+2b]
1 1 1 2
6. F=[X e Ma1(R)/AX=O] b A=[1 0 _1] 16. F={MeMy(R)/M> = A}, ot A = (i), ie[1,0]
0 -1 -2 17. F= eIR[X]/deg( ) = 3}

ecoo EXERCICE 6
Déterminer le rang de chacune des familles ci-dessous, et préciser celles qui sont des bases de M3 1 (RR).
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eeeo EXERCICE 7
Soient a, b, ¢ trois réels distincts. Démontrer que les vecteurs if = (l,a,az), v'=(1,b, bz) et w= (1,c,c2) forment une base de R°.

eee0 EXERCICE 8 - MATRICE NILPOTENTE
Soient A € M, (R) une matrice et un entier p € IN* tels que :

e AP =0
o Vke[l;p—1], Ak =0
1. Démontrer que la famille (I, A, A2,...,Ap_1) est libre dans M, (R).

2. Quelle information peut-on en déduire sur p?

o000 EXERCICE 9 - FAMILLES DE FONCTIONS OU DE SUITES
1. Posons, fi :x+—e*, fr:x+— e et fz:xr— ¢>*. Notons E I’espace vectoriel des fonctions définies sur R et a valeurs dans R.
l.a. Montrer que la famille (fj, f>, f3) est une famille libre de E. En déduire le rang de la famille (f1, f2, f3).
1.b. La famille (fi, f2, f3) est-elle génératrice de E?

2. Considérons les suites (u,) et (v,,) définies sur IN par : pour tout n € IN, u,, = (-1)" et v,, = 2"". Notons E 'espace vectoriel des
suites réels.

2.a. Montrer que la famille ((un),(vn)) est libre dans E.
2.b. Notons F={weE/VnelN, wyp—wpy1 — 2wy, = 0}. Justifier que F est un sous-espace vectoriel de E et en donner une

base. Quelle est sa dimension?

eo0oo EXERCICE 10
Soient a4, b, c trois réels. On considére les matrices de M3 1 (R) suivantes :

1 0 0 00 1 a b
I=[0 0 0| J=[0 1 0| Mgpc=|b a+c b

0 0 1 1 0 0 c b a

et on note F I'ensemble des matrices de la forme M, p ..
1. Montrer que F est un espace vectoriel.
2. Exprimer A? comme combinaison linéaire de I, A et J, puis montrer que F = Vect(L, A, A?).
3. La famille (L, A, AZ) est-elle libre?

eeoo EXERCICE 11

Soient ] = (1) (1)) et F={Me My(R)/JM] =M].
Justifier que F est un sous-espace vectoriel de M;(IR) et en déterminer une base.

ee00 EXERCICE 12 - CrAsSIQUE!

On considére la matrice A =

1 -1 0
0o 2 1}
-1 -1 3

1. Calculer (A - 213)2 puis en déduire que (A — 213)3 =0.

2. Montrer que l’ensemble E; = {X e M31(R)/ AX = ZX} est un espace vectoriel dont on donnera une base et la dimension.

-1 1
3. PosonsU=]| 1 [etV=]|0].
0 1

3.a. Vérifier que AV € Vect(U, V).

3.b. Résoudre I’équation AX = 2X +V, d’inconnue X € M3 1 (R).
-1

3.c. Posons W =| 0 |. Montrer que la famille (U, V, W) est une base de M3 ;(R).
0
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-1 1 -1
4. ConsidéronsP=|1 0 0.
0 1 0

4.a. Justifier que P est inversible et déterminer P71

4.b. Déterminer la matrice T de sorte que A = PTP™! et vérifier que T = 213 + N, out N =

0 1 0
0 0 1}
0 0 O
5. On considere I'ensemble C = {M e M3(R)/ AM = MA}.

5.a. Montrer que ’ensemble C est un espace vectoriel.
5.b. Soient M € M3(R) et Q = P~ MP. Montrer I’équivalence :

MelC < NQ=0N

5.c. Démontrer que {Q e M3(R)/NQ= QN} = Vect(I3,N,N2).
5.d. Déterminer alors une base de C ainsi que sa dimension.
6. On considere I’ensemble R = {M € M3(R)/ M? + I3 =A}.
6.a. Lensemble R est-il un espace vectoriel ?
6.b. Soient M e M3(R)et Q= P~!MP. Montrer I’équivalence :

MeR < Q2:I3+N

6.c. Soit Q € M3(R). Démontrer que si Q? =13 +N, alors nécessairement, Q et N commutent.
6.d. En déduire, a I'aide de la question 5.c., les matrices Q € M3(RR) telles que Q%=1I3+N.

6.e. Conclure en déterminant I’ensemble R.

ee00 EXERCICE 13 - MATRICES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES
c

d)' Soient les ensembles :

On rappelle que pour toute matrice M = (Z Z) € M(R), on note 'M sa transposée définie par : 'M = (Z

e SH(R)={Me My(R) /'™ =M} : I'ensemble des matrices carrées de taille 2 symétriques
o Ay(R)={Me M3(R)/'M =-M) : 'ensemble des matrices carrées de taille 2 antisymétriques

1. Montrer que Sp(R) et A;(R) sont des sous-espaces vectoriels de M5 (IR) et en donner une base de chaque ainsi que la dimension.
; .\ . 1 2 ) . Sy ) . . o
2. Donner une décomposition de la matrice (3 4) en somme d’une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique.

3. 3.a. Déterminer Sp(R)N Ay (R).

3.b. En déduire que si M € M;(RR) se décompose en somme d’une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique, alors
cette décomposition est unique.

4. Etablir que toute matrice de M»>(IR) se décompose de maniére unique en la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice
antisymétrique.

eee0 EXERCICE 14 - MATRICES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES (LE RETOUR)
Soient n € [[2;+oo[ ainsi que les ensembles :

o S,(R)={Me M,(R)/ ™M =M): I'ensemble des matrices carrées de taille n symétriques
o A,(R)={Me M,(R)/™M =-M): I'ensemble des matrices carrées de taille n antisymétriques
1. Montrer que S,(R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R) et en donner une base de chaque ainsi que la dimension.

2. Montrer que :
VYMeM,(R), 3(S,A) e S,(R)x A, (R)/ M=S+A

ee00 EXERCICE 15 - EV DE POLYNOMES
1. Donner les coordonnées du polynéme X? dans la base canonique de R;[X].
2. Démontrer que la famille (1,1 +X,(1+ X)z) est une base de R;[X]. Déterminer les coordonnées du polyndme X? dans cette
base.

3. Démontrer que la famille (1,X,X(X - 1)) est une base de R;[X]. Déterminer les coordonnées du polynéme X? dans cette base.

ee00 EXERCICE 16 - BV DE POLYNOMES
Notons E = {P € R,[X]/ P(X) - XP’(X) = 0}.
Justifier que E est un espace vectoriel et en déterminer une base ainsi que la dimension.

eee0 EXERCICE 17 - EV DE POLYNOMES

Soient a et b deux réels fixés ainsi que F I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 4 dont a et b sont racines. Vérifier que
F est un espace vectoriel puis déterminer sa dimension.
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