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Les
(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 16

PROBABILITES EN UNIVERS INFINI

|

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

e00o EXERCICE 1 - DES PROPRIETES CLASSIQUES...
Soit (Q,.A,IP) un espace probabilisé ainsi que A,B,C des éveénements de .A. Démontrer les propriétés
suivantes :
1. SSAcB,alors ANB=Aet AUB=B.
Supposons que A C B.
e Montrons que ANB=A.
Toujours vraie, par définition de ANB.
Soit w € A. Puisque A C B, on a aussi w € B.
Dans ce cas, w € A ET w € B.

Par conséquent : w € ANB. D'ou :
ACANB

e Montrons que AUB =B.
Toujours vraie, par définition de ANB.

Soit w € AUB.

Par l'absurde, supposons w € B. Puisque w € AU B, on a alors w € A. Mais A ¢ B. Dol : w € B :
absurde.
Par conséquent : w € B. D'ou :

AUBCB
2. SiAcB,alors ANCcBNC.
Supposons A C B.
Soit we ANC. Ainsi: w€ AET w € C.
Mais AC B. Dot : w € Ber w e C. Par conséquent :
weBNC

Conclusion :si Ac B, alors ANCcBNC.

3. Si ACB,alors P(B\ A) = P(B) - P(A). On rappelle que : B\ A=BNA.

Supposons A € B. L'IDEE...
Ona: Pour terminer, il suffirait que
P(B\A)=P(B)-P(A) < P(B\A)+PP(A)=1P(B) B=AU(B\A), et que Aet B\A
Remarquons alors que : soit incompatibles...
L]
AU(B\A) = AU(BNA) J distributivité de U sur n
= (AUB)N(AUA)
= (AUuB)NQ
AUB
AcCB
B JAc
o —
AN(B\A) = AN (Eﬂ A) J associativité et commutativité de N

= (ANA)NB

= onB

= g

A et B\ A sont donc incompatibles.
Par conséquent :
P(B) = PAU(B\A))
= P(A)+P(B\A)

Et ainsi :
P(B\A)=1P(B)-1P(A)

‘ Conclusion : si A C B, alors P(B\ A) = P(B)-P(A).

ee00 EXERCICE 2 - VRAI OU FAUX
Soient (€2,.A,IP) un espace probabilisé et (A, ),eN une suite d’événements de A.

+00
1. S’il existe n € IN tel que A, est quasi-certain, alors U A est quasi-certain.
k=0
VRAI
Supposons qu’il existe n € IN tel que A, est quasi certain. On a ainsi IP(A,) = 1.
+00
Mais : A, C U Ap.
k=0
D’ou :
+00
P(A,) <P U Apl<
k=0
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Par conséquent :

+00
Pl Jar|=1
k=0
+00
2. Si lim P(A,)=1,alors P U Arl=1.
n—+oo
k=0
VRAI
Ona:
+00
VnelN, A, C UAk
k=0
D'ou :
+00
YnelN, P(A,) <P U Apl<i
k=0
Or lim P(A,)=1.. D'ou, par théoréme d’encadrement :
n—+oo
+00
Pl Jar|=1
k=0
n n
3. Pour tout n e IN, P U Ap|< Z]P(Ak)
k=0 k=0
VRAI

Démontrons ce résultat par récurrence.

e Initialisation. Pour n=0:

0
U

k=0

0
P =P(Ag) et ZP(AH =P(Ag)... D'ott Iinitialisation.
k=0

n+1 n+1

SME ZIP(A/().
k=0

k=0

n n
U Ap| < ZIP(Ak) et montrons IP
k=0 k=0

e Heérédité. Soit n € IN. Supposons P

Ona:
n+1 n
P U Ak = P U Ap|UA74 J formule de Poincaré
k=0 k=0
n n
- P UAk +P(Ayy) - P UAk N Apgi [
) = Y, Ak [nana |20
n k=0
< P U A |+ P(Apsr) J hypothése de récurrence
k=0
n
< ) P(AY+P(An)
k=0
n+1

< ) P(Ap)
k=0

L’hérédité est ainsi établie.
n

n
Conclusion : pour tout n € IN, P U A< ZIP(A;\.).
k=0 k=0
ecoo EXERCICE 3
Une urne contient trois balles blanches et une balle noire. On effectue des tirages successifs et avec remise
d’une balle dans cette urne, jusqu’a obtenir la balle noire. On note :
e Pour n € IN¥, B," : "on tire une balle blanche lors du n™e tirage";
e Pour n e IN¥, F,": "le jeu s’arréte a I'issue du n®™e tirage";
e F:'on effectue un nombre fini de tirages".
1. Justifier que (E;) e+ est une suite d’événements deux a deux incompatibles.
Soient i,j € IN* tels que i # j.
L'évenement F; N Fj est réalisé si, et seulement si, le jeu s’arréte a I'issue du i-éme et du j-ieme tirage... Ce qui
est impossible.
Ainsi :
Fir]Ff: %]

‘ Conclusion : (F,;),cn+ est une suite d’événements deux a deux incompatibles.

2. Exprimer, pour tout n € IN¥, I’événement F, a l'aide des événements B; et leurs contraires, avec
ie[l;n].
e Ona:

si, et seulement si,
si, et seulement si,

Fy est réalisé le jeu s’arréte a I'issue du premier tirage
1 5

on obtient la balle noire au premier tirage

PETITE REMARQUE

+00
U

k=0

P ne dépend pas de

n...

b REFLEXE!
On sait, d’apres la formule
de Poincaré, que le résultat
est vrai pour une union de 2
événements... Et : "si c’est vrai
pour 2, alors..."
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D’ou :
e Soitn € [2;+00[.Ona:

F, est réalisé  si, et seulement si,

si, et seulement si,

le jeu s’arréte a 'issue du n-ieme tirage
on obtient des balles blanches des tirages 1 a n—1, puis une balle
noire au tirage n

3. Exprimer F en fonction des évéenements de la famille (F,),ecn+, puis en déduire P(F).
e Ona:

si, et seulement si,
si, et seulement si,

F est réalisé on effectue un nombre fini de tirages

il existe n € IN* tel que F,, est réalisé
Ainsi :

+00

n=1

e Par conséquent :

400
P(F) = P U E, J question 1.
n=1
+00
ZP(FH> J question précédente
n=
+00 n—1
P(By)+ ZIP m Bi|NBy J indépendance des tirages, car avec remise
n=2 i=1
+o00 (n—1
P(By)+ Z ]_[L)(BI) x P(By) J équiprobabilité du choix des balles
n=2\i=1
1 ( 3 )”*1 1
4 4 4
1=2
- too 3\n-1
Zf( 1 ) l J linéarité de la somme et changement d’indice k =n -1
n=
1 i( 3 )k
4 4
k=0
- 1 1
41_3
-1
1

o000 EXERCICE 4 - JEU A TROIS JOUEURS...

Anne-Apolline, Bertrand-Bernard et Claire-Charlotte lancent successivement un dé équilibré a 6 faces.
Anne-Apolline joue, puis Bertrand-Bernard, puis Claire-Charlotte, puis a nouveau Anne-Apolline,... Le
premier a obtenir 6 gagne la partie. On suppose les lancers de dés mutuellement indépendants.
Calculer, pour chaque joueur, la probabilité de gagner la partie.
Considérons les évenements suivants :

e A:"Anne-Apolline gagne la partie"; de méme, on définit B et C.

e Pour tout k € IN*, Dy : "le premier 6 est obtenu au lancer k",

e pour tout k € IN* : Sy : "obtenir 6 au lancer k".
Ensuite :

. o Dy =S etainsi, le dé étant équilibré :

o Soit k € [2;+00].

Dy est réalisé  si, et seulement si,

si, et seulement si,

on obtient le premier 6 au lancer k
on obtient "pas 6" aux lancers 1 a k—1 et 6 au lancer k
D’ou :
k-1
Dy = ﬂ§ N Sk
i=1
Par indépendance des lancers du dé et par équiprobabilité de chacune des faces, on obtient :

eoo-(;)

k-1 1
6

Les deux cas peuvent se regrouper et on a donc :
5\k-1 1
Yk e N', P(Dy) = (g) -

e Ona:

— PETITE REMARQUE

Les deux cas peuvent se re-
grouper si on prend comme
convention : ﬂ B; =Q.

ic@
De fagon générale, on peut
prendre les conventions sui-
vantes :
e une somme indexé sur un
ensemble vide vaut le neutre
de 'addition : 0
{ e un produit indexé sur un
ensemble vide vaut le neutre
de la multiplication : 1
e une union indexée sur un
ensemble vide vaut le neutre
de I'union : @
e une intersection indexée
sur un ensemble vide vaut
le neutre de l'intersection :
I’ensemble ambiant
Méme si, I'idée reste toujours
de faire la disjonction...

— = RAPPEL...

+00
we UFﬂ — AneN'/weF,

n=1

PourqQuoi?

1 .
7 est égal au terme quand

n=1delasomme...

PETITE REMARQUE ——
+7Le jeu s’arrétera presque-

sirement.

PourqQuoi?
On distingue les deux cas,
car dans I’évenement Dy, on
n‘obtient pas de "non 6"...
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A est réalisé  si, et seulement si, Anne-Apolline gagne la partie

si, et seulement si, le premier 6 est obtenu au lancer 1, ou au lancer 4, ou au lancer
7,0U ...
si, et seulement si, il existe n € IN tel que le premier 6 est obtenu au lancer 3n + 1

D’ou :
+00
A= U D3py1
n=0

Or, la famille (Dg)ken* est une famille d’événements deux a deux incompatibles (impossible d’obtenir le
premier 6 a deux lancers différents), d’ou :

+00
P(A) = ) P(D,)
n=0
B +00 5 3n 1
- Z( 6 ) 6 J linéarité de la somme
n=0
- 1 +00 ( 53 )J'l
- 3
0 n=0 o
1 1
= . 1 5
2 63
— ()‘
- 63 -53
R
© o 216-125
) 3i6 5
9l
e De la méme facon :
+00
B= U D342
n=0
Et on trouve : _
PB) = =1PA)
- 0
T9l
e Et:
+00
C= U D3p43
n=0
Et on trouve : 5
P(C) = ;—wm)
25

ee00 EXERCICE 5 - PROBABILITES & SUITES
On effectue des lancers successifs et indépendants d’une piéce de monnaie pour laquelle la probabilité

2
d’obtenir PILE vaut 3

Pour n un entier naturel supérieur ou égal a 2, on dit qu’il y a apparition d’'un double PILE au rang # si
on obtient PILE au (n — 1)-iéme lancer et PILE au n-ieme lancer. On note :

e pour tout entier n > 1, E,; I’évenement "on obtient FACE au n-iéme lancer" et P, = E,,

e pour tout entier n € [2;+00[, D, I'événement "on obtient un double PILE au rang n pour la pre-
miére fois",

e pour tout entier n € [2;+00[, d, = P(Dy,). On conviendra que d; = 0.

Par exemple, si les lancers donnent successivement :
"PILE, FACE, FACE, FACE, PILE, FACE, PILE, PILE"

alors I’événement Dg est réalisé.
1. Calculer d; et d3.

e ['événement D; est réalisé si, et seulement si, on obtient PILE aux lancers 1 et 2.
D'ou :
Dy =P NPk

Puis, par indépendance des lancers :
P(Dy) = P(P)P(P)
212
= (5)

9

e Aussi:

D3 est réalisé  si, et seulement si,  on obtient le premier double-PILE au rang 3
si, et seulement si,  on obtient FACE au lancer 1 puis PILE aux lancers 2 et 3

1 RAPPEL...

+00
we U D3p41 &= dnelN/we
n=0

D3p+1

PETITE REMARQUE

En notant E I’événement "la
partie ne s’arréte jamais", la
famille (A, B, C,E) est un sys-
téme complet d’évenements...
Et on trouve alors : P(E) = 0.

EXERCICES DU CHAPITRE 16 - Page 4/14



2.

e oo =

Dou :
D3=FNP,NP;

Puis, par indépendance des lancers :

P(D3) = P(F)P(P)P(P3)
- Ly
313
Y
4 4
Conclusion : dy = 3 etds = 55

Pour n € [2;+oo[, justifier que : Pg, (Dy42) = dyy1-
Supposons 'événement Fy réalisé. Autrement dit, le premier lancer a donné FACE.
Dans ce cas:
si, et seulement si,
si, et seulement si,

les lancers 2 a n+2 terminent par le premier double-PILE
on obtient le premier double-PILE au bout de n+ 1 lancers

Dy, 47 est réalisé

Par conséquent :
IPIH (Dy42) =P(Dyy1)

’ Conclusion : V5 € [2;+00, P (Dyy2) = dpy1-

, 1
Soit n € [2;+co[. Etablir : Pp, (Dyy42) = gdw

Supposons I’évenement P réalisé. Autrement dit, le premier lancer a donné PILE.
Puisque n > 2, on a n+ 2 > 4. Ainsi, il est impossible d’avoir un autre PILE au lancer 2.
Dans ce cas :

si, et seulement si,

D,4 est réalisé on obtient FACE au lancer 2, puis les lancers 3 a n+2 terminent

par le premier double-PILE
Notons alors 15;:2 I’évenement "les lancers 3 a n+2 terminent par le premier double-PILE". Dans ce cas :

Pp, (Dyy2) P(F, NDyy2)

J par indépendance des lancers
P(F2) x P(Dyy2)

Mais :

si, et seulement si,
si, et seulement si,

les lancers 3 a n+2 terminent par le premier double-PILE
on obtient le premier double-PILE au bout de n lancers

D4 est réalisé

Par conséquent :

P(Dpy2) = P(Dy) = dy

1
Conclusion : Y € [2;+co[, Pp, (Dy2) = gdw

1

En déduire : VYn € [2;+00[, dpyp = 5dn+1 + §dn. Vérifier que cette égalité est encore vraie pour

n=1.
e Soit n € [2;+00].
D’apres la formule des probabilités totales, avec (Py, F|) comme systeme complet d’évenements, on a :

P(Dpy2) P(P; N Dyy2) + P(FL N Dyyr)

- P(Py)=0, P(F)=#0
= P(P))Pp, (Dyy2) + P(EPp (Dyya) 4 1

J questions précédentes

= §dn + gdnﬂ
e Pourn=1:
D’apres la question 1. :
2 1 14
—dy+=d = ==
9t T3 39
-t
Y
= dj
La relation est donc encore valable pour n = 1.
. . 1 2
Conclusion : Yne N, d,,» = gdnﬂ + gdw

Ecrire une fonction Python qui prend un entier naturel n en argument d’entrée et renvoie la valeur
de d,, en sortie.
Deux propositions :

def suite_d(n): #récursive
if n==1:
return 0
elif n==2:
return
else :
return

4/9

1/3xsuite_d (n—1)+2/9%suite_d (n-2)
def suite_d_bis(n
if n==
return 0
n==2:
return 4/9

): #itérative

elif

EN GROs...
La probabilité d’obtenir le
premier double-PILE a l'issue
des N premiers lancers est
égale a la probabilité d’obte-
nir le premier double-PILE en
N lancers.
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14 else :

15
16
17
18

a,b=0,4/9
for k in range(3,n+1):

a,b=b,1/3%xb+2/9%a
return b

6. En déduire que pour tout n € N¥, d,, =

Deux méthodes possibles :

(6757

e Meéthode habituelle sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2...

e Récurrence double.

7. Calculer la probabilité de I’événement U D,, puis interpréter le résultat obtenu.

Puisqu’il est impossible d’obtenir le premie; double-PILE a deux rangs différents, la famille (D,),en* est

+00

n=1

constituée d’évenements deux a deux incompatibles.

Ainsi :

+0o

pn

k=1

P

|
+3 +
glMsg
=
)
=

4 (12\n—1 1\n-1 1
_ il _(_Z .
= n:l 9 (( 3 ) ( 3 ) ) J par linéarité, puisque ;(%) et Z(—%) sont convergentes
4 +00 b n—1 +00 1 n—1 nz
- 9 Z, ( 3 ) B (g) J changement d’indice k =n—1
n=1 n=1
+00 k +00
4 2 1
S AEEAE
k=0 k=0
4 1 1
ol1-2 1+1
= 5(-3)
T 9 4
= 1
+00

n=1

Conclusion : I’événement U Dy, est quasi-certain.

Nous obtiendrons presque-strement un double-PILE (a un certain moment).

eeco EXERCICE 6

On dispose d’une urne contenant une balle blanche et une balle noire. On effectue une succession de
tirages de la sorte : on préleve une balle, on note sa couleur et on la remet dans 1’'urne, accompagnée de
2 autres balles de la méme couleur. Pour n € IN¥, on note A, : "les n premiers tirages n'ont donné que des

balles blanches". Déterminer, pour tout n € IN¥, la probabilité P(A,).

Notons, pour tout k € IN*, By I’événement "obtenir une balle blanche au tirage k".

Soit n € IN*. On a alors :

Ay = ﬁ By
k=1

J formule des probabilités composées, puisque P(B; N...NB,_1) =0

D’ou
n
P(A,) = P|[]B
k=1
= P(B)x Pp, (By) x . x Pp; B, (Bn)
Or:

1

e Par équiprobabilité du choix des balles : P(B;) = 3

e Soit k € [2;n]. Déterminons Pg, n_np,_, (Bk)-

Supposons '’évéenement By N... N Bg_; réalisé. Autrement dit, on a tiré successivement k — 1 balles blanches de
I'urne, et ainsi, 2 x (k — 1) balles blanches ont été ajoutées. L'urne est alors composée de 2k — 1 balles blanches

et d’une balle noire.

Et dans ce cas, 'événement By est réalisé si, et seulement si, on tire une des 2k — 1 balles blanches parmi les 2k

balles au total. Par équiprobabilité du choix des balles, on a alors :

Par conséquent :

2k-1

Pgn..nb_y (Be) = —7

Conclusion : Yn e IN*, P(A,) =

P(A,) = 1113(313)le3] (252)X1--~X1P3m..n5”,] (Bn)
P
1 2 3 4 2n—1 2n
T A L T Yo
- I 2 3 4 -1
- 2?2x)2”TXTX§XEX T
nj.
T (2mn))2
(2n)!

IMPORTANT!
A faire, pour confirmer que
tous les points seraient obte-
nus sur cette question.

v RIGUEUR!
La linéarité sur les sommes
infinies n’est valable qu’en
cas de convergence! Sinon, on
arrive vite a écrire n'importe
quoi...
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REMARQUE

Soit n € IN*. On avait :

2k -1
Or, pour tout k € [1;1], > 0,dou:

k=1
n
= Zln(lf—k)
k=1
Or: |
v . _ b -1
k € [[1;+00, ln(l Zk)_ %
D'ou : | ,
Vk € [1;+oo], -1 (1—f)z—z
k € [1;+00[, —=In Y 0
Puis, en sommantde 1 an:
n n
Z‘—ln(l—i)>£ !
2k) 2 k
k=1 k=1

n

k=1
Riemann dexposant a = 1 / ou série harmonique), par conséquent :

n

. 1
lim — =+00
n—+oo k
Par théoreme de comparaison, on a alors :
n
. 1
lim —-In{l-— )=+
n—+co 2k

D’ou :
n 1
lim ln(l——):—oo
n—+o00
k=1
Et, par composition, on a finalement :
lim P(A,)=0

n—+oo

La probabilité de ne tirer indéfiniment que des balles blanches est nulle.

eeco EXERCICE 7
On lance une piéce équilibrée jusqu’a l'obtention du premier PILE. Si n désigne le nombre de lancers
effectués, on tire ensuite une balle dans une urne composée d’une balle blanche et de n— 1 balles noires.
Siaucun PILE n’est obtenu, I'expérience s’arréte. Quelle est la probabilité de tirer une balle blanche? On

n
s . X
admet que pour tout x € [0;1[, la série E — est convergente de somme In(1 — x).
n
nx=1

Notons pour n € IN¥, P, I'événement "obtenir PILE au lancer n", A, ’événement "le premier PILE est tiré au tirage
numéro n'" et B1’événement "obtenir la balle blanche". Notons également Ay I’évenement "aucun PILE n’est obtenu".

e D’apres la formule des probabilités totales, avec (Aj),elN comme systeme complet d’événements, la série

ZIP(An N B) est convergente et :

n>0
+00
P(B) = Z]P(AHOB) Jcar Agni=2
n=0
+0o0
- Z]P(An NB)
n=1
+00
- Z]P(A”) x Py, (B) J équiprobabilité du choix des balles dans I'urne
=1
oo 1
= Z]P(An) x
n=1
e Déterminons maintenant, pour tout n € IN¥, la valeur de P(A,,).
Soit n € IN*.
o Ona:
A =P
Donc : .
P(A]) ==
(A1)=5
o Sinx>2:

A, =P NP, N..NP,_; NP,
D’ot, par indépendance des lancers :

Mais, [Zk] est la suite des sommes partielles d’une série a terme général positif divergente (série de
nelN*

A RETENIR...
La suite des sommes par-
tielles d’une série a terme
général positif divergente di-
verge vers +o00.

= POUR INFO... ——
Eésultat a mettre en paralléle

avec la fin de l'exercice 11...
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— PETITE REMARQUE

On pourrait alors calculer

Les deux cas peuvent se grouper, on a alors : = .
p grouper, E Z]P(Ak)'” On trouverait

. k=1

VnelN, P(A,) = o ( qu’elle vaut 1. Et comme

(Ap)peN estun sce,ona:

+o0
sdui P(Ag)=1.
On en déduit : kZd (Ax)
Ce qui fournit : P(Ag) = 0.

P(B)

Il
—_—
N —
—_—
=

X
= | =

J énoncé
= 1In(2)

Conclusion : la probabilité que le joueur tire une balle blanche est In(2) ~ 0, 7. ‘

ee0o EXERCICE 8
On lance une piéece équilibrée jusqu’a l'obtention du premier PILE. Si n désigne le nombre de lancers
effectués, on tire ensuite au hasard une balle dans une urne composée de 2" balles dont n sont blanches.
Si aucun PILE n’est obtenu, 'expérience s’arréte. Quelle est la probabilité de tirer une balle blanche?
Notons pour n € IN¥, P, I"événement "obtenir PILE au lancer n", A, ’événement "le premier PILE est tiré au tirage
numéro n'" et B1’événement "obtenir la balle blanche". Notons également Ay I’évenement "aucun PILE n’est obtenu".
e D’apreés la formule des probabilités totales, avec (Aj),ely comme systeme complet d’événements, la série
ZIP(AH N B) est convergente et :
n>0

P(B)

+00
ZIP(/—\”HB) Jcarr\oﬁB:@
n=0

J équiprobabilité du choix des balles dans l'urne

e Déterminons maintenant, pour tout n € IN¥, la valeur de P(A,,).
Soit n € IN*.

¢ Ona:
A =D
Donc: 1
P(Ay) =5
2 — PETITE REMARQUE
o Sin>2: On pourrait alors calculer

Ap= ﬁﬂpizﬂ... NP1 NP,

+o0
N R P(Ag)... On trouverait
D’ou, par indépendance des lancers : Z (#)

k=1
1 vell I.E
P(A) = — quelle vaut 1. Et comme
(An) on (Ap)pelN estun sce,ona:
+
Les deux cas peuvent se grouper, on a alors : ZOO,P(A") =1.

. 1 k=0

VnelNY, P(A,) = > 4 Ce qui fournit : P(Ag) = 0.

On en déduit :

+3 +
gl g
N =
=

o
8

[
I

3
Il
—_

Ol ] — ]
—
=
|
el
=
N~

4
Conclusion : la probabilité de tirer une balle blanche est 3

eee0 EXERCICE 9 - LANCER DE DF
On lance un dé équilibré jusqu’a l'obtention d’un 6. Les lancers sont supposés mutuellement indépen-
dants. Quelle est la probabilité que tous les nombres obtenus soient pairs?
On note, pour n € IN* :
e A, I'’événement "obtenir 2 ou 4 au lancer n"
e B, I'événement "obtenir 6 au lancer n"
e Ci=Bjetsine[2;+00[:Cr=A;N...NA,_1 NBy,.
Pour n € [2;+oo[, I'évenement C,, est réalisé si, et seulement si, on a obtenu que des 2 ou 4 aux n— 1 premiers
lancers et le premier 6 au lancer n.
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+00
e
n=1
Puisque le premier 6 ne peut apparaitre a deux lancers différents, les évenements de la suite (C,),en+ sont deux a
deux incompatibles. D’ou :

On cherche alors P

+00 +0o0
Pl JCa|=) P(Cy)
n=1 n=1
Or: |
P(Cy)= -
(Cy) 5

et pour tout 11 € [2;+o0[ :

P(Cy) =
= P(A])xP(Ay) x...

1\ 11
(5) 6

Cette relation étant encore valable pour n =1, on obtient :

PAiNAN..NA,_1NBy,)
x P(Ay—1) x P(By)

indépendance des lancers
J le dé est équilibré

Par conséquent :

P

+00
e
n=1

111
- (g ) 6 J changement d’indice k =n—1

1
Conclusion : la probabilité de n'obtenir que des nombres pairs jusqu’a 'obtention du premier 6 est égale a T

eee0 EXERCICE 10 - TIRAGE D’UN ENTIER AU HASARD
On tire au hasard un entier strictement positif et on suppose que pour tout n € IN*, la probabilité d’obte-
. . 1
nir n est égale a o
1. Vérifier que l'on a ainsi défini une probabilité sur IN*.
e On a pour tout n € IN%, p,, > 0.

e De plus, la série an est une troncature d’une série géométrique convergente (car 5 €]-1;1]); elle est

nx>1
donc également convergente, et :

+00 +00 1 n
Y= ) (5) -
n=1 n=0
= —F-1
1
-3
= 1

Conclusion : la suite (py),>1 définit une loi de probabilité sur IN*.

2. Soit k € N*. On note Ay : "le nombre tiré est multiple de k".
2.a. Calculer P(Ay).

Notons, pour i € N*, B; I’événement "le nombre tiré est i", qui est ainsi de probabilité p;.

e Ona:
le nombre tiré est multiple de k
il existe j € IN* tel que le nombre tiré est kj

si, et seulement si,
si, et seulement si,

+00
Ay = U Bk
j=1

e Or, la famille (B;);en+ est une famille d’évenements deux a deux incompatibles, d’ou :

+00
) P(Bj)
j=1
oo

1
= )
j=1

+00

- Y (xf

=

L'événement Ay est réalisé

On a ainsi :

P(Ay) =
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1
Conclusion: P(Ay) = ——.
(Ak) Y

2.b. Calculer la probabilité des évenements : Ay UA3, Ay UAg et Ay UAg.
e Ona:P(AyUAsz)=P(As)+P(A3)—P(A> N As) Mais :

1 1
P(Ay))==; P(A3)==
(A2) 3 (As)= =
Et de plus, I'évenement Ay N A3 est réalisé si, et seulement si, I’entier obtenu est multiple de 2 et
de 3, si, et seulement si, il est multiple de 6.
Donc Ay N Az = Ag et ainsi :
1
P(AyNA3)=P(Ag) = —
(A2 NA3) =P(Aq) o3
bous 1 1 1 29
P(AUA3) =+ - —=—
B2UA)= 347" 53753
e Onremarque que Ay C Ap... Donc Ay UAy = Aj.
Par conséquent :

P(AyUAY) =P(A) = 5

e Ona:P(A31UAg)=P(As)+P(Ag)-P(AsNAg) Mais :

1 1
P(Ay)=— ; P(Ag)=—
(As)= 1z 5 PlAg)= =
Et de plus, '’évenement Ay N Ag est réalisé si, et seulement si, I'entier obtenu est multiple de 4 et
de 6, si, et seulement si, il est multiple de 12.
Donc Ay NAg=Aj; etainsi:
1
P(A4NAg)=P(A]p)= ——
(AN Ag) =P(A12) = 550
D’ou :
1 1 337

1
P(AjUAg) = — + — —— =
(A4UA6) = 75+ 23~ 1095 ~ 1095

2.c. Soient k,p € [2;+co], distincts. Montrer que les événements Ay et A, ne sont pas indépen-

dants.
Soient k, p € [2;+00[. Notons g le ppcm de k et p (le plus petit multiple commun). On a ainsi :

AgNAp =4,

Raisonnons maintenant par l'absurde et supposons que Ay et A sont indépendants. Dans ce cas, on a:
P(AxNAp) =P(Ag) x P(Ap)
Ce qui donne :
P(Ay) = P(Ar) x P(Ap)
Clest a dire :
1 1 1

2M_1 " pk_q1  2P—1

et donc :
21 =2k-1)2r -1)
D'ou :
M1 =2kp_op ok
Et ainsi:

L Lo T L )
Mais, chaque terme de la somme de gauche est divisible par 4, car k,p, m > 2, donc 2" — oktp ok 4 op
est divisible par 4 : impossible car ce nombre vaut 2.

Conclusion : Pour k,p > 2, les événements Ay et Aj ne sont pas indépendants.

eee0 EXERCICE 11 - THEOREME DE LIMITE MONOTONE
Soient (Q), A, IP) un espace probabilisé et (A,),eN une suite d’événements de A.

n n
1. Question préliminaire. Soit (B,),cN une suite d’événements telle que : ¥n € IN, U Ay = U Byg.
k=0 k=0

+00 +0o

Etablir : U Ap = U By.
k=0 k=0

Raisonnons pas double-inclusion.

+00
Soit w € U Ag.
k=0

Il existe alors n € IN tel que w € A,,.
Par conséquent :

n
we U Ak
k=0

n n
Or U Ay = U By. Il existe donc m € [[0; 1] tel que w € By,.
k=0 k=0
Mais alors :

+00
W Ee U Bk
k=0
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De la méme facon... Ou en évoquant la symétrie des roles des suites (A,) et (B,).

+00 +00
Conclusion : U A = U Bg.
k=0 k=0

2. On suppose dans cette question que la suite (A;) est croissante (au sens de 'inclusion), autrement
dit:VnelN, A, CA,yq.

2.a. Démontrer que la suite (P(A”))ne]N

On sait que pour toutn € IN, A, C A, ;1.
Par conséquent :

est convergente.

VnelN, P(A,) <P(Ayq)

La suite (]P(AH)) est donc croissante. De plus, elle est majorée par 1.

Conclusion : d’apres le théoreme de convergence monotone, la suite (IP(A,,)) est convergente.

Bp =Ag
VnelN, Bpp1 = A1 \Ay = Apr1 NAy
2.b.i. Démontrer que la famille (B,),ev est constituée d’événements deux a deux incom-
patibles. Pourquoi?

e Soienti,je€IN"telsquei<j.Ona: Pour pouvoir écrire B; =
A;jNA;_y, il faut quei-12>0...

2.b. Définissons une nouvelle suite d’événements par : {

BiﬂBj = (A[ﬂ[—\,‘_l)ﬂ(r\/‘ﬁf-\j_l)
= AiNANA; ﬁA/‘,l
= ANAINA,
= A’—\iﬁA]'_l '

associativité et commutativité de N
J AjC r\j’, donc A;NA; =A;
J Ajq C u\f,l, donc Aj_1 CAj_

Ori<j-1,doncAj CAj_j etainsi, Aj_j C A;.
Par conséquent: AjNAj_ | CANA; =0,
D’ou :

A,‘ﬂAj'_l =g
Et ainsi :
BiNBi =2

e De méme, on trouve que pour tout j € N¥, BN B; = 2.

Conclusion : la famille (B, ),cN est constituée d’événements deux a deux incompatibles. ‘

n n
2.b.ii. Justifier que pour tout n € IN, U A = Ay, puis démontrer: Vne N, A, = U Bg.
k=0 k=0
e DPuisque (A,) est une suite croissante, on a:

n
VneN, UAk:A”
k=0

n
Conclusion : pour tout n € N, U Ap =A,.
k=0

n
e Montrons, par récurrence, que pour tout n € IN, U Br =Ay.

k=0
o Initialisation. Pour n =0:
Immédiat, car By = Ag.
n n+l
o Heérédite. Soit n € IN. Supposons que U By = A, et montrons que U Br=Apn41-
k=0 k=0
Ona:
n+1 n
U B = U By [UBns1 J par hypothése de récurrence
k=0 k=0

= ApU(Aps1 NAY) o
= (ApUA )N (ALUAy)
= ApNQ

= Apyl

distributivité de U sur N
J Ap CApyp,donc Ay UAp = Apyg

L’hérédité est ainsi établie.

n n
Conclusion : pour tout n € N, U Ag = U Bg.
k=0 k=0

+o0
2.b.iii. Déduire des questions précédentes : P kLJOAk = ngToo]P(An).

+00 +00
U= U
k=0

k=0

D’apres la question précédente, on a:
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Dong, par incompatibilité deux a deux des évenements de la famille (B,;), on obtient :

+00 +00
JAx|=) Py

k=0 k=0

P

— PETITE REMARQUE

Or, pour tout n € IN :
On peut aussi remarquer que
n

n

U

k=0

our tout n € IN : P(By) =
b P ; (B)

{PBy)+ ) P(AL\Ap ) =

PA,) = P

s

= P By J (B;;) est constituée d’événements 2 a 2 incompatibles k=1
k=0 n
n P(Ag)+ ) P(A)-P(Ar1) =
= ) Py =
= P(Aq)+P(A;)-P(Ag) = P(A,).
En passant a la limite (puisque ZIP(Bk) est convergente), on a :
k>0
+0o0
kZlP(Bk) = lim P(A,)
=0

Par conséquent :

+0o0
3 P = tim i
k=0

+00
Conclusion : P U Ay

k=0

= lim P(Ap).
n—+oo

n
. En considérant la suite (C,),en définie par C, = UAk’ déduire de la question précédente :

k=0
+00 n
Pl Jac|= lim Pl Jax|
b N—+00 h X ATTENTION!
_.O . =0 ! Retour au cas général, (A,)
La suite (Cj) est croissante, car : n’est plus nécessairement une
VnelN, Cpp1 =ChUA suite croissante!

Donc :
VnelN, C, CCpyq

Ainsi, en appliquant le résultat de la question précédente a la suite (C,), on a:

+00
P Uck = lim P(C,)
k=0

n—+o0o

Mais, comme (C,,) est croissante, on a :

k=0 k=0
Ainsi, d’apres la question 1. :
+00 +00
U Cr = U A
k=0 k=0
On déduit donc :
+00
P U Ak] = ”E)m P(Cp)
k=0
+00 n
Conclusion : P kLJOAk = ngEmP IUOA;\, .

+00
. Démontrer que si la suite (A,),eN est décroissante (au sens de l'inclusion), alors : P ﬂ Al =
k=0

ngToo]P(A")'

Supposons que (A) est décroissante. Posons, pour tout n € IN,C,, = A,. Dans ce cas, la suite (C,) est croissante
et ainsi, d’apres le résultat obtenu a la question 2. :
+00

Jei

k=0

P = lim P(C,)
n—+oo

Or:

U

k=0

P U Ck J loi de Morgan
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Et comme, pour tout n € IN, IP(C,) = 1 —IP(A,), on obtient :

+00
1-P|[Ar|=, lim_(1-P(a,)
k=0
+00
Conclusion : si la suite (A;;) est décroissante, alors : IP ﬂ Ap|= lm IP(A,).
k=0 n—+o00o

+00 n
. Déduire enfin : P ﬂ Arl= lim P ﬂ Ag
n—+oo
k=0 k=0
Deux méthodes :

e Analogue a la question précédente, en utilisant le résultat de la question 3..
n
e Analogue a la question 2. (en posant C,, = ﬂ Ay), en utilisant la question précédente.
k=0
. Application 1. Montrer que si (A;,)neN est constituée d’événements indépendants de probabilité

+00
p €]0; 1], alors IP ﬂ Ar|=0.

k=1
Soit (A,) une suite d’évenements mutuellement indépendants, de méme probabilité p €]0;1[.

e Par indépendance, on a , pour tout n € IN :

n n
P ﬂ Ak] = HIP(Ak)
k=1 kil
= p
e D’apres le résultat de la question 5., on a alors :
+00
T n
PRIV |= lim,p
k=1
- . T n_
Et comme p €]0;1[,on a: ]rlgrfmp =0.
Par conséquent :
n
P ﬂr\k] =0
k=1
+00
Conclusion : si les événements A, sont indépendants et de méme probabilité p €]0;1[, alors IP ﬂ A, l=0.
n=0

. Application 2. Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue
une série de tirages aléatoires d’une boule jusqu’a obtenir une boule noire. A chaque tirage ame-
nant une boule blanche, on replace la boule blanche puis on double le nombre de boules blanches
présentes dans l'urne aprés la remise de la boule, puis on procéde au tirage suivant. Pour n € IN¥,
on note B, : "les n premiers tirages ont lieu et ne donnent que des boules blanches", et b, = P(B,).
7.a. Justifier la convergence de la suite (by).
Pour tout n € IN, on a B,,;1 CB;; d’'ou b,41 < by,.
La suite (b,) est donc décroissante, et minorée par 0.

Conclusion : d’apres le théoreme de convergence monotone, (by,) est convergente.

n—1 ok
7.b. Démontrer que pour tout n € N¥, b, = ]_I —_—
b L2k

Puisque (Bj;) est décroissante, on a :
n
VneNN, B, = ﬂ By

k=1
SoitneIN*.Ona:

bn = P(By) formule des ilités ¢ sées
e des probabilités composées
= P(B)) x Pp, (B2) . x Py, (Br) ¢
n—1
= PB)| [Psn.np (Beir)
k=1

Or:
1
e Par équiprobabilité du choix des balles dans I'urne : P(B;) = 5

e Ensuite, soit k € [1;n—1].
Supposons I'évenement By N... N By réalisé. Autrement dit, les tirages 1 a k ont donné une balle
blanche; et, a chaque fois, le nombre de balles blanches a été doublé.
Ainsi, lors du (k + 1)-iéme tirage, l'urne est composée de 2K balles blanches et 1 balle noire. D'ou,
par équiprobabilité du choix des balles dans I'urne :
Zk

P (Brs1) = ——
Brn..nBg (Bks1) = 77—
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En reprenant ou nous en étions :

n—1
by = P(B)| |Ppn..nB(Bks1)
k=1
- 1 n—1 Zk
= 3 ;
k=1 2K +1
NE
- k
k=0 1+2
n-1 Zk
Conclusion : pour tout n € N*, b, = H —_
b1+ 2k

7.c. On note B: "l'expérience ne s’arréte jamais".
7.c.d. ifi P(B)= 1l .
c.i. Justifier que IP(B) Lim by,

L’évenement B est réalisé si, et seulement si, la boule noire n’est jamais tirée. Ainsi :
+00
B= ﬂ B,
n=1
Et d’apres le résultat de la question 5., on obtient le résultat voulu.
7.c.ii. Démontrer que la série Zln(l + 21_k) est convergente. On note a sa somme.

e On sait que pour tout x > —1, In(1 + x) < x. Ainsi, pour tout k € IN (puisque

o >-1):

1
2k

1
Os]n(1+—)<
2k

. 1\ o 1
e La série Z(E) est une série géométrique convergente (car 5 €]-1,1]).

Conclusion : par critére de comparaison sur les séries a terme général positif, la série

1
Zln(l + 27 ) est convergente.

7.c.iii. Exprimer IP(B) en fonction de a. L'événement B est-il quasi-impossible?
e SoitneIN*.Onab,>0,etdonc:

n—1 2}<
_ k
In(b,,) ln[rl Y JVkeHO;n*IHr LA

1+2k

n—1
L . - o 1y
e Or, d’apres la question précédente : ”LHP‘X’ikE ln(l + 27) =-a.

D'ou:
lim In(b,)=-«
n—+o0o
et ainsi, par composition de limite :
lim b, =¢®
n—-+oo
- SN - - - a 15" POUR INFO...
C(.)nc.luswn : d’apres la question 7.c.i, on obt{ept : P(S) =e . Résultat i mettre en paralléle
Ainsi, IP(B) > 0 : ’événement B n’est pas quasi-impossible. avec lexercice 6...
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