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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 16

PROBABILITES EN UNIVERS INFINI

e0oo EXERCICE 1 - DES PROPRIETES CLASSIQUES...
Soit (Q2, A, IP) un espace probabilisé ainsi que A, B, C des événements de A. Démontrer les propriétés suivantes :
1. SSAcCB,alors ANB=Aet AUB=B.
2. SiAcB,alors ANCcBNC.
3. Si AcC B, alors P(B\ A) =P(B)—P(A). On rappelle que : B\A=BNA.

ee00 EXERCICE 2 - VRAI OU FAUX
Soient (Q), A, IP) un espace probabilisé et (A,),eN une suite d’événements de A.
+0o

1. S’il existe n € IN tel que A, est quasi-certain, alors U Ay est quasi-certain.

k=0
+00
2. Si ngrfooIP(A”) =1, alors P UAk =1.
k=0
n n
3. Pour tout n €N, P UAk < ZIP(Ak)
k=0 k=0

eooo EXERCICE 3

Une urne contient trois balles blanches et une balle noire. On effectue des tirages successifs et avec remise d’une balle dans cette urne,
jusqu’a obtenir la balle noire. On note :

e Pour n e IN¥, B,," : "on tire une balle blanche lors du n®™e tirage";

e Pour n e IN%, E," : "le jeu s’arréte a I'issue du n™e tirage";

e F:'on effectue un nombre fini de tirages".

1. Justifier que (F,),eN+ est une suite d’événements deux a deux incompatibles.

2. Exprimer, pour tout n € IN¥, ’événement F,; a 'aide des événements B; et leurs contraires, avec i € [1;n].
3. Exprimer F en fonction des événements de la famille (F,),en+, puis en déduire P(F).

o000 EXERCICE 4 - JEU A TROIS JOUEURS...
Anne-Apolline, Bertrand-Bernard et Claire-Charlotte lancent successivement un dé équilibré a 6 faces. Anne-Apolline joue, puis
Bertrand-Bernard, puis Claire-Charlotte, puis & nouveau Anne-Apolline,... Le premier a obtenir 6 gagne la partie. On suppose les
lancers de dés mutuellement indépendants.
Calculer, pour chaque joueur, la probabilité de gagner la partie.

0000 EXERCICE 5 - PROBABILITES & SUITES )
On effectue des lancers successifs et indépendants d’une piéce de monnaie pour laquelle la probabilité d’obtenir PILE vaut —.

Pour n un entier naturel supérieur ou égal a 2, on dit qu’il y a apparition d'un double PILE au rang # si on obtient PILE au (n—1)-iéme
lancer et PILE au n-iéme lancer. On note :

e pour tout entier n > 1, F, ’événement "on obtient FACE au n-iéme lancer” et P, = F,,
e pour tout entier n € [2;+00[, D, I'événement "on obtient un double PILE au rang n pour la premiére fois",
e pour tout entier #n € [2;+00[, d, = P(Dy). On conviendra que d; = 0.

Par exemple, si les lancers donnent successivement :

"PILE, FACE, FACE, FACE, PILE, FACE, PILE, PILE"

alors I’événement Dg est réalisé.
1. Calculer d; et d3.

. 1
2. Soit n € [2;+0o[. Etablir : Pp (Dyy2) = gd"'
3. Pour n € [2;+0o, justifier que : Pg, (Dy12) = dpyy1-
1 2
4. En déduire : Yn € [2;+00], dyyp = gd,,ﬂ + §d,q. Vérifier que cette égalité est encore vraie pour n = 1.
5. Ecrire une fonction Python qui prend un entier naturel n en argument d’entrée et renvoie la valeur de d,, en sortie.
4 ((2\n-1 1\"-1
6. En déduire que pour tout n € N*, d,, = 3 ((5) - (—5) )
+o0
7. Calculer la probabilité de I’événement U Dy, puis interpréter le résultat obtenu.
n=1

EXERCICES DU CHAPITRE 16 - Page 1/2


www.jeremylegendre.fr

[ I JeJe]

[ X JeJe]

®000

0000

0000

0000

ExEercICE 6

On dispose d’une urne contenant une balle blanche et une balle noire. On effectue une succession de tirages de la sorte : on préleve
une balle, on note sa couleur et on la remet dans 1'urne, accompagnée de 2 autres balles de la méme couleur. Pour n € IN¥, on note
Ay @ "les n premiers tirages n‘ont donné que des balles blanches". Déterminer, pour tout n € IN*, la probabilité P(A,).

ExErcice 7
On lance une piece équilibrée jusqu’a 'obtention du premier PILE. Si n désigne le nombre de lancers effectués, on tire ensuite une
balle dans une urne composée d’une balle blanche et de n—1 balles noires. Si aucun PILE n’est obtenu, l'expérience s’arréte. Quelle

. x"
est la probabilité de tirer une balle blanche ? On admet que pour tout x € [0;1], la série Z — est convergente de somme In(1 —x).
n

n>1

ExERrcICE 8

On lance une piece équilibrée jusqu’a I'obtention du premier PILE. Si n désigne le nombre de lancers effectués, on tire ensuite au
hasard une balle dans une urne composée de 2" balles dont n sont blanches. Si aucun PILE n’est obtenu, I’expérience s’arréte. Quelle
est la probabilité de tirer une balle blanche?

EXERCICE 9 - LANCER DE DE
On lance un dé équilibré jusqu’a 'obtention d’un 6. Les lancers sont supposés mutuellement indépendants. Quelle est la probabilité
que tous les nombres obtenus soient pairs ?

ExerciCE 10 - TIRAGE D’UN ENTIER AU HASARD
On tire au hasard un entier strictement positif et on suppose que pour tout n € IN¥, la probabilité d’obtenir n est égale a 217
1. Vérifier que l'on a ainsi défini une probabilité sur IN*.
2. Soit k € IN*. On note Ay : "le nombre tiré est multiple de k".
2.a. Calculer P(Ag).
2.b. Calculer la probabilité des évenements : Ay UA3, Ay UA et AgU Ag.
2.c. Soient k,p € [2;+0o], distincts. Montrer que les évenements Ay et A, ne sont pas indépendants.

ExERCICE 11 - THEOREME DE LIMITE MONOTONE
Soient (€2,.A,IP) un espace probabilisé et (A, ),eN une suite d’évenements de A.

n n +o00 +00
1. Question préliminaire. Soit (B,),cN une suite d’évenements telle que : ¥n € IN, U A = U By. Etablir : U A = U By.
k=0 k=0 k=0 k=0

2. On suppose dans cette question que la suite (A,) est croissante (au sens de I'inclusion), autrement dit: Vn e IN, A, C A, 41.
2.a. Démontrer que la suite (P(A”))ne]N est convergente.

By =Ap

VneN, Bypr = App1 \Ap=Ap NA,

2.b.i. Démontrer que la famille (B,),cN est constituée d’événements deux a deux incompatibles.

2.b. Définissons une nouvelle suite d’événements par : {

n n
2.b.ii. Justifier que pour tout n € N, U Ap =A,, puis démontrer : VneIN, A, = U Bg.

k=0 k=0
+00
2.b.iii. Déduire des questions précédentes : P U Ag|= nngP(A”)'
k=0
n +00 n
3. En considérant la suite (C;) e définie par C,, = U Ay, déduire de la question précédente : P U A= ”E)rilooIP U Ag |-
k=0 k=0 k=0
+00
4. Démontrer que si la suite (Aj),eN est décroissante (au sens de I'inclusion), alors : P ﬂ Arl= nliT P(A,).
—>+00
k=0
+00 n
5. Déduire enfin : P ﬂ Ar|= ngTwP ﬂ Ay
k=0 k=0
+0o0
6. Application 1. Montrer que si (A;),eN est constituée d’événements indépendants de probabilité p €]0;1[, alors P ﬂ Ap|=0.
k=1

7. Application 2. Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue une série de tirages aléatoires
d’une boule jusqu’a obtenir une boule noire. A chaque tirage amenant une boule blanche, on replace la boule blanche puis on
double le nombre de boules blanches présentes dans 1'urne apres la remise de la boule, puis on procéde au tirage suivant. Pour
n € IN¥, on note By, : "les n premiers tirages ont lieu et ne donnent que des boules blanches", et b,, = P(B,,).

7.a. Justifier la convergence de la suite (b,).

n—1 k
2
7.b. Démontrer que pour tout n € IN¥, b, = | | —_—
P12k

7.c. Onnote B: "l'expérience ne s’arréte jamais".
7.c.i. Justifier que P(B)= lim b,.
n—+00

g - 1
7.c.ii. Démontrer que la série Zln(l + Z—k) est convergente. On note o sa somme.

7.c.iii. Exprimer P(B) en fonction de a. L’événement B est-il quasi-impossible ?
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