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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 18

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

EXERCICE 1 - PROBABILITES MANQUANTES ;
1/2
Soit X une variable aléatoire telle que X(Q) =N et: Vn € [2;+oo[, P([X =n]) = 1 (5) . On sait de plus que les événements [X = 0] et

[X = 1] ont méme probabilité. Déterminer cette probabilité.

EXERCICE 2 - PARAMETRE A DETERMINER
Soit X une variable aléatoire telle que :

o X(Q)=N*
e aeRY/YnelN', P(X = n]) = a

3n
Déterminer a.
EXERCICE 3 - AVEC LA FONCTION DE REPARTITION L\
Soit X une variable aléatoire telle que X(Q) = IN*, dont la fonction de répartition vérifie : Yn € IN, Fx(n) =1 - (5) .

Déterminer la loi de X.

Exercice 4
On dispose de trois urnes numérotées 1,2 et 3 constituées de la sorte :

e 'urne 1 contient deux boules blanches
e l'urne 2 contient une boule blanche et une boule rouge
e l'urne 3 contient deux boules rouges

L'expérience consiste a choisir une fois pour toutes une urne au hasard, puis a y effectuer une succession de tirages d’une boule avec
remise, jusqu’a I’éventuelle apparition d’une boule blanche.

Pour k € {1;2;3}, on note Uy I’événement : "on choisit l'urne k".

On considére la variable aléatoire X égale au rang d’apparition de la premiere boule blanche. On attribue la valeur 0 a X si l'on
n’obtient jamais de boule blanche.

1. 1l.a. Ecrire une fonction Python telle que I'exécution de simul_X() renvoie une réalisation de la variable aléatoire X.
1.b. En déduire un programme Python permettant d’obtenir I’histogramme des fréquences sur 1000 réalisations de X.
2. 2.a. Déterminer I’ensemble des valeurs prises par X.
2.b. Déterminer Py, ([X =1]), Py, ([X = 1]) et Py, ([X = 1]).
2.c. Alaide de la formule des probabilités totales, calculer P([X = 1]).
1/1

]
3. Soit j € [2;+00[. Démontrer que P([X =f]) = 3 (E) .

4. Déduire de ce qui précede la valeur de P([X = 0]).
5. Justifier que X admet une espérance et une variance et les calculer.

6. Ecrire un programme Python permettant d’obtenir des valeurs approchées de E(X) et de V(X).

EXERCICE 5 - NOMBRE D’ECHECS AVANT PREMIER ET DEUXIEME SUCCES

On effectue une succession infinie de tirages avec remise dans une urne composée de 25% de balles noires et 75% de balles blanches.
On note X (resp. Y) la variable aléatoire égale au nombre de balles blanches tirées avant l'obtention de la premiere (resp. deuxiéme)
balle noire. On attribue a X la valeur —1 si aucune balle noire n’est tirée; et a Y la valeur —1 si au plus une balle noire est tirée.

On note également, pour tout k € IN*, Bx I’événement "obtenir une balle blanche lors du tirage k".

1. Loi de X.
l.a. Donner X(Q).
1.b. Soit n € IN. Déterminer P([X = n]).
1.c. En déduire P([X =-1]).
1.d. Justifier que X admet une espérance et la calculer. Interpréter le résultat obtenu.
l.e. Justifier que X admet une variance et la calculer.
2. LoideY.
2.a. Donner Y(Q).
2.b. Soit n € IN. Déterminer P([Y = n]).

2.c. nadmet que, de la méme facon qu’a la question 1.c., P([Y =—1]) = 0. Justifier que Y admet une espérance et la calculer.
Interpréter le résultat obtenu.

3. Bcrire deux fonctions Python permettant de simuler une réalisation des variables aléatoires X et Y.
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ee00 EXERCICE 6 - SAUT EN HAUTEUR
Un sauteur en hauteur tente de franchir des hauteurs successives numérotées 1,2,...,n,.... Il ne peut tenter de passer la hauteur
(n+1) que s’il a réussi les sauts aux hauteurs 1,2,...,n. On suppose que, pour tout n € IN*, si le sauteur peut tenter le n-iéme saut, la

Seis e P 1
probabilité qu’il le réussisse est —.

n
Pour tout k € IN*, on note S 1’événement : "le sauteur peut tenter et réussit son k-iéme saut” et on note X la variable aléatoire donnant
le numéro du dernier saut réussi. On attribue a X la valeur 0 si tous les sauts sont réussis.

1. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de simul_X() renvoie une réalisation de la variable aléatoire X.
2. Déterminer, pour n € IN*, la valeur P([X = n]).

3. En déduire P([X = 0]).
4

. Montrer que X posséde une espérance et la calculer.

ee00 EXERCICE 7 - Deux PILE constcuTirs 5
On joue a PILE ou FACE avec une piéce dont la probabilité d’obtenir PILE est —. Les lancers sont supposés indépendants et on note X

la variable aléatoire donnant le nombre de lancers nécessaires pour obtenir, pour la premiére fois, deux PILE consécutifs; X prendra
la valeur 0 si une telle combinaison n‘apparait jamais. Pour n € [[2;+oo[, on note p,, = P([X = n]).

1. Expliciter les événements [X = 2], [X = 3], [X = 4] et donner leurs probabilités.

2. ATlaide de la formule des probabilités totales, démontrer que pour tout n € [2;+oof,

1 2
Pn+2 = 3Pn+1t GPn
3. En déduire, pour tout n € [2;+oo[, 'expression de p,.
4. Démontrer que X admet une espérance et la calculer.

5. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de simul_X() renvoie une réalisation de la variable aléatoire X.

000 EXERCICE 8 - JusQU’A LA BALLE ROUGE, AVEC RAJOUT DE BALLES BLANCHES

Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On effectue des tirages successifs d’une boule dans cette urne avec les régles
suivantes :

e sion obtient la boule rouge, on arréte les tirages;
e sinon, on remet la boule blanche tirée dans 1'urne, on ajoute une boule blanche supplémentaire et on recommence.

On note T la variable aléatoire associée au nombre de tirages ainsi effectués. T prendra la valeur 0 si la balle rouge n’est jamais tirée.
Notons, pour tout k € IN* : B I’événement "tirer la balle blanche au tirage k" et Ry = By.

1. Soit i € [2;+00[. Déterminer P, B, , (B;).

2. Pour n € IN¥, déterminer P([T = n]).

3. En déduire la probabilité de tirer la balle rouge.
4

. T admet-elle une espérance? Si oui, préciser sa valeur.

0000 EXERCICE 9 - OBTENIR CHAQUE FACE
On lance indéfiniment une piéce truquée dont la probabilité d’obtenir PILE est —. Les lancers sont supposés indépendants.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir chacun des deux cotés de la piéce; et X prend la
valeur 0 sinon.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Justifier que X admet une espérance et préciser sa valeur.

3. Soit la variable aléatoire Y = X(X = 1).
3.a. Démontrer que Y admet une espérance et préciser sa valeur.
3.b. En déduire que X admet une variance et préciser sa valeur.

4. Ecrire une fonction Python permettant de simuler une réalisation de la variable aléatoire X. En déduire un programme per-
mettant de confirmer les valeurs de l'espérance et de la variance de X.

ee0o ExERCICE 10 - Type concours
Une personne envoie chaque jour un mail codé par l'intermédiaire de deux serveurs : le serveur A ou le serveur B.

On constate que le serveur A est choisi dans 70% des cas et donc que le serveur B est choisi dans 30% des cas. Les choix des serveurs
sont supposés indépendants les uns des autres.

1. Dans cette question, on suppose que la probabilité d’une erreur de transmission avec le serveur A est de 0,1, alors qu’elle est
de 0,05 avec le serveur B.

l.a. Calculer la probabilité pour qu’il y ait une erreur de transmission lors de I’envoi d’un mail.

1.b. Sile courrier a subi une erreur de transmission, quelle est la probabilité pour que le serveur utilisé soit le serveur A?
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2. Un jour donné, appelé jour 1, on note les différents serveurs utilisés par l'ordinateur par une suite de lettres. Par exemple, la

suite AABBBA... signifie que les deux premiers jours, I'ordinateur a choisi le serveur A, les jours 3,4,5 il a choisi le serveur B et
le jour 6 le serveur A.
Dans cet exemple, on dit que 'on a une premiére série de longueur 2 et une deuxiéme de longueur 3 (ce qui est également le
cas de la série BBAAAB...).
On note L la variable aléatoire représentant la longueur de la premieére série et L, celle de la deuxiéme série.
Ainsi, pour k € IN¥, dire que Ly = k signifie que pendant les k premiers jours, c’est le méme serveur qui a été choisi et le jour
suivant 'autre serveur.
Pour n € IN¥, on note A, I’événement "le serveur A a été choisi le jour n", et on définit de méme I’événement B,,.

2.a. Déterminer P([L; = 2]).

2.b. Montrer que pour tout k € IN* :

P(L, =k])=0,3k+0,7+0,7¢ « 0,3

+00
2.c. Vérifier que Z]P([Ll =k]) converge et que ZIP([LI =k])=1.
k>1 k=1
2.d. Montrer que L1 admet une espérance et la calculer.

2.e. Soit n € IN*. Justifier soigneusement que pour tout k € IN¥,
P([L; =k]N[Ly =n])= 0,35« 0,77 +0,751 . 0,3"

2.f. En déduire, a I'aide de la formule des probabilités totales, la valeur de P([L; = n]) pour tout n € IN*.

ee00 EXERCICE 11 - TyPE coNCOURS
On réalise une suite de lancers indépendants d’une piéce équilibrée. On note :

e pour n € IN¥, P, I’événement "obtenir PILE au lancer n" et F, = P,

e X la variable aléatoire qui prend n comme valeur (pour n € [2;+0co]) lorsque 1'on obtient pour la premiére fois PILE puis FACE

ans cet ordre aux lancers n—1 et n. La variable aléatoire rend la valeur 0 si une telle combinaison n’arrive jamais.
d t ord 1 letn L ble aléat X dl 1 0 tell b ’

. Préciser X(Q).

2. Calculer P([X = 2]).
3. Loide X.

5.

3.a. Décrire I'événement [X = 3] a l'aide des événements Py et Fy puis calculer sa probabilité.
3.b. Ecrire, pour n € [3;+00[, 'événement [X = 1] comme union de n — 1 événements incompatibles.

1 n
3.c. Endéduire:Vne[3;+o0of, P([X=n])=(n- 1)(5) . Vérifier que cette relation est encore valable pour n = 2.

3.d. Déduire des questions précédentes la valeur de P([X = 0]). Interpréter le résultat.
Dans cette question, on se propose de retrouver la loi de X par une autre méthode...
4.a. Alaide de la formule des probabilités totales, démontrer que pour tout # € [2;+oo],

1
on+l

P(X=n+1))= 3P(X=n)+

4.b. On pose, pour 1 € [2;+0o], uy = 2"P([X = n]). Démontrer que la suite (u,),>7 est arithmétique.
4.c. En déduire, pour n € [2;+o0[, 'expression P([X = n]).
Justifier que X admet une espérance et la calculer.

o000 EXERCICE 12 - TYPE CONCOURS
On réalise une suite de lancers de piéce dont la probabilité d’obtenir PILE vaut p, avec p €]0; 1[, jusqu’a obtenir deux PILE consécutifs.
On note g = 1 —p. Soit X la variable aléatoire donnant le rang du second PILE consécutif.
Par exemple, les lancers FFFPFPFPP donnent X = 9.
On note, pour tout k € IN¥, P, I’événement "obtenir PILE au lancer k" et Fy = P;.

1.

. Ici, on suppose que p =

Déterminer les probabilités : P([X = 2]), P([X = 3]) et P([X = 4]).

2. Justifier que (Fl;Pl NEy; PN Pz) est un systeme complet d’évenements.
3.
4

En déduire que pour tout n € N¥, P([X = n+2]) = qP([X = n+ 1]) + pgP([X = n]).
2

g.
4.a. Déterminer, pour n € IN¥, 'expression de P([X = n]).

4.b. Justifier que X admet une espérance et une variance. Les calculer. Interpréter le résultat de I'espérance.

eee0 EXERCICE 13 - TypE coNcOURS
Un mobile se déplace sur les points a coordonnées entiéres d’un axe d’origine O. Au départ, le mobile est a I'origine. Le mobile se
déplace selon la regle suivante : sil est sur le point d’abscisse k a l'instant n, alors, a I'instant (n + 1) il sera sur le point d’abscisse
(k+ 1) avec la probabilité p (0 < p < 1) ou sur le point d’abscisse 0 (l’'origine) avec la probabilité 1 —p.
Pour tout n de IN, on note X, I'abscisse de ce point a I'instant n et I'on a donc Xg = 0.
On admet que, pour tout n de IN, X, est définie sur un espace probabilisé (QQ, A, P).
Par ailleurs, on note T l'instant auquel le mobile se trouve pour la premiére fois a l'origine (sans compter son positionnement au
départ).
Par exemple, si les abscisses successives du mobile apreés son départ sont 0,0, 1,2, 0, 0, 1, alors on a T = 1. Si les abscisses successives
sont1,2,3,0,0,1,alorsona T =4.
On admet que T est une variable aléatoire définie sur (QQ, A, P).
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3. 3.a.
3.b.
4. 4.a.

4.b.
4.c.

6.b.

6.c.
6.d.

. Ecrire une fonction Python telle que, pour tout n € IN, 'exécution de simul_X(n,p) renvoie une réalisation de X,,.
2. 2.a.
2.b.
2.c.
2.d.
2.e.

Donner la loi de X;.

Pour tout k de IN*, exprimer I’événement [T = k] en fonction d’événements mettant en jeu certaines des variables X;.
En déduire P([T = k]) pour tout k de IN*.

Justifier que la variable aléatoire T possede une espérance et la calculer.

Justifier que la variable aléatoire T(T — 1) posséde une espérance et la calculer. En déduire que T possede une variance
et la déterminer.

Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, X, (Q) = [0; n].
Soit n € IN*. Utiliser le systéme complet d’événements ([Xn,l = k])0<k<’771 pour montrer que : P([X, =0])=1-p.

Etablir que : Vne N, Vk € [1;n+ 1], P([X,41 = k)) :pIP([ n=k-1]).

En déduire que : Vn € IN*, Vk € [0;n— 1], P([X,, = k]) = p*(1-p).
Déduire alors, pour n € IN¥, la valeur de P([X,, = n]). Dormer une explication probabiliste de ce dernier résultat.
= (n—1)p" —np"1 41
Montrer que : V1 € [2;+oo], kal“l = P Pz
k=1 (1 - p)
n
En déduire que E(X,) = p(%}i)

Montrer, en utilisant la question 4.a., que :
VnelN, E(X7, ) =p(E(X7)+2E(X,)+1)

n+1

P__ Montrer que, pour tout n € IN, u, 1 = puy, +
-p

1+
Pour tout entier naturel n, on pose u, = [E(X%) +(2n-1) p(l pp).
En déduire, pour tout n € IN, I'expression de u,, puis celle de [E(X%) en fonction de p et n.

Montrer enfin que pour tout n € IN :

V(Xp) = S (1=@n+1)p"(1-p)-p™*)

o000 EXERCICE 14 - TYPE CONCOURS
1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN, définie sur un espace probabilisé (Q, A, PP).

1.a.

1.b.
1.c.

Démontrer :
Vke IN*, P([X=k]) =P([X>k-1])-P([X>k])

En déduire que :

n—1
Vne N, ZkIP ([X =k]) :Z]P ([X > k]) - nP([X > n])
k=0 k=0

On suppose que la série ZIP([X > k]) est convergente. Démontrer que X possede une espérance.
Réciproquement, on suppose que X admet une espérance.
Démontrer alors que la suite (nIP([X > n]))nE]N converge vers 0, puis que la série ZIP([X > k]) est convergente et enfin :

- Z]p([x > k)
k=0

2. Une application. On dispose d’une urne contenant N balles indiscernables au toucher, numérotées de 1 a N. On effectue n
tirages successifs et avec remise d'une balle; et on note X, la variable aléatoire égale au maximum des nombres obtenus sur ces
n tirages.
Pour i € [1;n], on note Y; la variable aléatoire égale au numéro obtenu lors du i-eme tirage.

2.a.
2.b.

2.c.

Soit i € [1;n]. Donner la loi de Y;.
Déterminer, pour tout k € [1;N], P([X,, < k]).
En déduire que X, posséde une espérance et I’exprimer sous forme d’une somme.

ee00 EXERCICE 15 - DEUX INEGALITES CLASSIQUES

1. Soit Y est une variable aléatoire réelle a valeurs discrétes positives admettant une espérance E(Y). Soit a4 un réel strictement
positif. Notons A ={w € Q / Y(w) > a}. Considérons la variable aléatoire Z définie par :

1.a.
1.b.

1.c.

VoeQ, Z(w):{ a siw€A

0 sinon
Justifier que Z posséde une espérance et la calculer.
Etablir: Z<Y.
Conclure sur l'inégalité de Markov :
E(Y
P([Y >a]) < EY)

2. Soit X une variable aléatoire discréte admettant une espérance et une variance.
A laide de I'inégalité de Markov, établir I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

V(X)
QZ

Yae Ry, P(IX-E(X)| 2 a) <
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