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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 19

INTEGRALES SUR UN SEGMENT

0000 EXERCICE 1 - RECHERCHE DE PRIMITIVES
Dans chaque cas, donner une primitive F de f.

: 2 5 3x2 +2x . -
1. fixr—3x“+x-1 8. fixi ;‘ 2" 14'f’x'_>(X2+1)2
2. frixr—o e+ = x4l
X 1 1
1 9. f X > 15. f X 3
3. fixroet+ = xIn(x) xIn(x)
X X
10. f:x+— . 1 1)\2
4. f:)“_)e—z,x_i3 N 16. f.xr—>x(ln(,\))
X
) Ty X X
~ 1 3, 1 11. f:x+— —e . e-e
5. f X ze *+x—4 X22 17'f’x'—>ex+e‘x
x ’
6. f:xr— 2xe" 12.f:xn—>v2+3 18. fix+— 3%
7. f:xn—)xe_xz 13. f:xr—>(2x+1)4 19. f:xn—>e_"_x_x
0000 EXERCICE 2 - PRIMITIVE AVEC CONDITION
Dans chaque cas, donner I'unique primitive F de f telle que F(xq) = vg.
A
1. frxr—e*+=, xg=1,y9=1
X
1 y
2.f:xn—>§e3x+2x4—l, x0=0,v9=0
o000 EXERCICE 3 - CALcUL D'INTEGRALES
Justifier l'existence des intégrales suivantes et les calculer :
o 10 1 2
1. J e Ydx 7. j —dxaveckeR" 12. J xe ¥ dx
10 1k -1
2
1 7
2. —dx 1
J; x4 8. j7(x3 +x)dx 13. J e™Mdx, pour A> 0
s [ L z :
. —dx e
4 1 1 .
742 * 9. J ] dx 14. x
x—1 e ¥ln(x) 0 x+1
4. 5 dx
3 X ¢ In(x) 2
n+1 10. dx
1 . 15. dx
5. 1 dx pour ne N e X 1 x(x+1)
" X
3
2 e2 (1 1
1 n(x) d
6. j ——dx T 16. j =
1 (2x+1)2 . X g e¥+1
eeco EXERCICE 4 - IPP
A l'aide d’une ou plusieurs intégrations par parties, calculer les intégrales suivantes :
2 € 1
1. J- (2—x)e Ydx 3. J; In(x)dx 5. J x?e¥dx
1 0
1 e? X
2. J- xe2Xdx 4. j x2 In(x)dx 6. J te_)‘tdt, pour x, A >0
-1 e 0
0000 EXERCICE 5 - CHANGEMENT DE VARIABLE
A l'aide d’un changement de variable (parfois indiqué), calculer les intégrales suivantes :
1 1 dx 1 X
1. f XV2x+ ldx 3. j —— (t=V1+eY) 5. j —dx
0 0 Vi+e¥ o L+e
Uin(1 +¢* ’ 3 X ¢ In(x)e~n(x)*
2. J de (t=1+¢e") 4. J ————dx (t=Vx+1) 6. j Ldﬁc
0 l+e™™ 0 1+Vx+1 1 x
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o000 EXERCICE 6 - SUITES D'INTEGRALES
Dans chaque cas, étudier la monotonie de la suite (I,;) définie sur IN* :

1.

2.

n
2
I, :f e dx
0
1 v
I, :j x"e ™ dx
0

0000 EXERCICE 7 - SUITES D’INTEGRALES

i
S—

1 L
3. IH:J dx 5. 1,
0 1+x

1/n X
4. 1, = ——dx 6.1
" J-o 1+x2 "

1

Considérons la suite (I;),ey définie par: Vne NN, I, = j In(1 +x™)dx.

1.
2.

3.
4.

0

Dériver la fonction F: x +— (1 + x)In(1 + x) — (1 + x).

Calculer Iy et I;.

1
Démontrer: YVneIN,0<1, < —.
n

+1

Conclure que (I,;) converge et déterminer sa limite.

ee00 EXERCICE 8 - SUITES D’INTEGRALES

1
Pour n € IN, on consideére I'intégrale I,, = j
0

1. Calculer Iy, I et I5.

X
dx.
1+x" *

2. Démontrer que la suite (I,;) est bornée.

3. Etudier la monotonie de la suite (I,,) et en déduire qu’elle est convergente.

1

1
Démontrer que pour tout n € IN, j x(1-xMdx <1, < J xdx. Donner alors lim I,.
0 0 n—+00

ee00 EXERCICE 9 - SUITES D’INTEGRALES

1
Pour tout n € IN, on considére 'intégrale I,, = J x"(1-x)"dx.
0

1.
2.

3.
4.

Etudier les variations de la suite (I,,).

Pour tout n € IN, donner un encadrement de I, entre deux entiers. En déduire que (I,;) converge.

Etudier la fonction f : x —> x(1 — x) sur [0;1] puis en déduire que pour tout n € IN, I

HS47

En déduire la limite de la suite (I,).

ee0o EXERCICE 10 - SUITES D’INTEGRALES

1 1
On pose, pour ne N, I, = ﬁj (1-1)"e'dt.
- JO

1.
2.
3.

Calculer Ij.

, e
Déemontrer que pour tout n€IN, 0 < I, < —.
n!

En déduire la limite de la suite (I,).

Montrer, a I'aide d’une intégration par parties, que : Yne N, I, =1, -

Etablir: VnelN, I, =e—

n

k=0

k!

1
(n+1)!"

i -~ !
. En déduire la convergence de la série > T et donner sa somme.

0000 EXERCICE 11 - INTERVERSION LIMITE / INTEGRALE

On consideére, pour tout n € IN, la fonction f, : x —> 2nxe™

nx2

1 1
. T oo v . N o
Que dire de I’égalité suivante : nl—I}PmJ;J fa(x)dx Jo nngfn(x)dx,

0000 EXERCICE 12 - FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

X
Considérons F: x —> J
1

1
2
3.
4

&)

et
t

dt.

. Justifier que F est définie sur R".
. Etudier la parité de F.

Dresser le tableau de signes de F.

. Justifier que F est de classe C! sur ] —o0;0[ et sur ]0;+co[ et déterminer sa dérivée.

En déduire le tableau de variations de F sur son ensemble de définition.

-1 et

(In(x))" dx

2

xe " Xdx

1
Justifier que pour tout ¢ €]0;1], on a - < - < T En déduire un encadrement de F(x) pour x €]0;1] puis lim F(x).

x>0
x—0
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®000 EXERCICE 1 3 - FoncTioNn rDI’:‘,FINIE PAR UNE INTEGRALE
X

Considérons F: x —> —dt.
1

Justifier que F est définie sur ]0;+oo|.
Etudier le signe de F(x) pour x €]0;+co.
Justifier que F est de classe ¢l osur ]0; +o0[ et déterminer sa dérivée.

Démontrer que pour tout x €]0;1], F(x) < ¢*In(x). En déduire que F posséde une limite en 0 et la déterminer.

AN A

Dresser le tableau de variations complet de F sur ]0;+oo].

@000 EXERCICE 14 - FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE
X

On consideére la fonction g : x > 5 dt.
1+t

1. Justifier que la fonction g est définie sur R.
2. Démontrer que la fonction g est impaire.

3. Etudier le signe de g(x) pour x € R..
4

. Justifier que g est de classe C! sur [0;+co[ et déterminer g’(x) pour x € R.

(63}

En déduire les variations de g sur R (les limites ne sont pas demandées).

&

Justifier que ¢ admet une limite en +oo.
X =X
e

-e P, L
——>En déduire xgrlloog(,x) puis Xgrpoog(x).

7. Démontrer que pour tout x > 0, g(x) > I
+x

eeco EXERCICE 15 - FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE
Xodt

o 1+ 2
1. Etudier la parité de F, son signe ainsi que ses variations.

Considérons F: x —>

X
2. Démontrer que pour tout x > 1, J < 1. Que peut-on en déduire sur le comportement asymptotique de F en +c0?
1

1+1¢2
1
3. On pose, pour x € RS, G(x) = F(x) + F(;)

3.a. Justifier que G est dérivable sur R et déterminer G’(x). Que peut-on dire?
3.b. En déduire que lim F(x)=2F(1).
X—+00

ee00 EXERCICE 16 - FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE s

X
On définit la fonction f sur [0;1] par: f(0) =0, f(1) =1n(2) et pour tout x €]0; 1], f(x) = J 1:%
X

1. Montrer que f est bien définie sur [0;1].
2

*odr
2. 2.a. Soit x €]0;1[. Calculer f .
« tin(t)

2.b. En déduire que pour tout x €]0; 1] : x? In(2) < f(x) < xIn(2).

2.c. En déduire que f est continue sur [0;1].

3. Montrer que f est de classe C! sur ]0;1[ puis déterminer ses variations.

ee00 EXERCICE 17 - FONCTION DEFINIE PAR UNE INTEGRALE

1 2 (v
Notons f la fonction définie sur R* par: f(0) = 3 et pour tout x>0, f(x) = —j
0

x2 et+1
1. la. Mont Vx €]0;+00], Vi € [05x], —— < —— < &
. l.a. Montrer que : Yx €]0;+co], ;x], —— < <-.
1 eX+1 " et+1 72
. 1 1
1.b. Ltablir alors que, pour tout réel x strictement positif, ona: — 1 <f(x)< 5
e

1.c. En déduire que f est continue en 0.
2. Btudier les variations de f sur RY.

3. Déterminer la limite de f en +oo.

ee00 EXERCICE 18 - SERIE HARMONIQUE ALTERNEE
(-1
k

et de déterminer sa somme.

L'objectif de cet exercice est d’établir la convergence de la série Z
k>1

n
1. Calculer, pour t e R™ et pour n € N*: Ztk_l.
k=1

] B n, ok 0 4n
2. En déduire que pour tout x € R ,];k:—ln(l—x)+L 1—tdt'
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0 m
3. Demontrerque lim (J 1 tdt):

—+00 1

4. En déduire la convergence de la série E et de déterminer sa somme.

k>1

(-1)F
k

ee00 EXERCICE 19 - COMPARAISON SERIES / INTEGRALES

Soit f une fonction continue, positive et décroissante sur [2;+oo[. Posons, pour tout x € [2;+oo[, F(x) = j f(t)dt; ainsi que, pour tout
2

ne[2;+o0], Sy = Zf(k)
k=2

1. Justifier que F posséde une limite en +co. De méme pour (Sy;)n>2-

k+1
Soit k € [2;+oo[. Etablir: f(k+1) < f(tydt < f(k
k

»

»

En déduire : Yn € [2;+00[, Sy+1 =Sy <F(n+1)<S,,.

4. Conclure sur le résultat suivant :

la série Zf(n) est convergente si, et seulement si, F posséde une limite finie en +oo.
n>2

[6)]

. Applications.

5.a. Redémontrer le théoréme sur les séries de Riemann.

5.b. Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur le réel o, pour que la série E soit convergente.

1
nln(n)®
n>2 (n)
o000 EXERCICE 20 - SommESs DE RIEMANN

Soit f une fonction de classe C' sur un intervalle [a;b]. Soient également :

b n—1
I:j f(t)dt et VnelN, Sn: Zf xx), ot Yk e [0;n],
“ k=

1. Justifier que |f’| admet un maximum sur [a;b]. On note alors M = max |f(t)].

tela;b]
n Xk+1
2. Démontrer que pour tout n € IN*, I = ZJ f(t)dt.
Xk+1 b—a
3. Soit n € N* et k € [0;n—1]. Vérifier que J fxg)dt = f(xg).
Xk

n-l Xk+1
4. En déduire que pour tout n € IN*, [-S,, = Zj (f(t) —f(xk))dt.
k=0~

b-
5. Montrer que pour tout f € [xg;Xky1 ], [f(£) = f(xp)] < M|t —xg| < Yy —
n

(b—a)®
n

6. En déduire que pour tout n € N*, [I-S,| <M ainsi que la limite de la suite (S;) e+

1
. 2
Application. Ecrire un programme Python qui permet d’obtenir une valeur approchée a 1073 prés de j el dt.
0

N

®000 EXERCICE 21 - FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL

1. Soient f une fonction de classe C* sur un intervalle I de R ainsi que a € 1.

Etablir : , L
, _y =) Jx(*’—f)" (n+1)
VAGI,Vne]N,f(x)—];; M)+ R FrD e

2. Que devient la formule si I contient 0 et que l'on prend a=0?

3. Applications.

X )H—LXJ ¥l

7’1
3.a. . Soit x € R}. Démontrer : Vn € [ x], +c>o[[ ( Gl L

n
3.a.ii. En déduire, pour tout x € R, lim i
n—+oo n!

n
3.a.iii. Conclure que pour tout x € R, la série E — est convergente, de somme égale a ev.
n!

T ol e conle s
3.b. Montrer que pour tout x €] —1;1[, la série > ——— est convergente, de somme égale a In(1 + x).
n
nx1
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