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ALGEBRE LINEAIRE

APPLICATIONS LINEAIRES ENTRE ESPACES VECTORIELS

INTRODUCTION...

Quiconque parle d’applications linéaires en dimension finie pense nécessairement au célebre Théo-Raym Durrant (1843-2017, israelo-
argentino-chinois), dont un trés célébre théoréme porte son nom...

Sa contribution, tout comme celle de Izo Morfyssm (1917-2043, islando-arménien), fut considérable dans ’étude des applications
linéaires. En effet, on leur doit un remarquable résultat sur le dual de 'espace vectoriel des classes d’équivalences des distributions tem-
pérées modulo les formes quadratiques réelles : il est isomorphe au corps des matrices nilpotentes sur l'anneau Z/nZ. La démonstration
de ce théoréme repose, en partie, sur I’étude des formes modulaires définies sur la Lemniscate de Kolmogorov-Smirnov, a valeurs dans
le demi-plan de Poincaré. Ce résultat, qui ne sera pas démontré dans ce cours (la marge étant trop étroite pour la contenir) pourrait en
revanche faire l'objet d’un probléeme de "TOP3" : un grand classique donc.

Bref, nous commencerons modestement par 1’étude des applications linéaires (les mémes qu’en quatriéme en fait)...
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POUR BIEN DEMARRER...

1# Revoir les chapitres 9 (matrices) et 15 (espaces vectoriels).

2 # La famille (&},¢,...,8,) est une famille libre de vecteurs de I’espace vectoriel E lorsque :

3 # La famille (¢],@,...,&,) est une famille génératrice de vecteurs de l'espace vectoriel E lorsque :

4 # Une famille est une base si, et seulement si :

La dimension d’un espace vectoriel est :

6)]
£

6 # Soient E un espace vectoriel et F un sous-ensemble de E. Définition : F est un sous-espace vectoriel de E lorsque :

7 # Soient E, F deux ensembles et f : E — F une application.
e Définition : f est injective lorsque :

e Définition : f est surjective lorsque :
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Dans tout ce chapitre, E et F sont des espaces vectoriels réels.

I DEFINITION ET PREMIERS EXEMPLES

‘ DEFINITIONS 1 - APPLICATION LINEAIRE

D1# Soit f : E— F une application. On dit que f est une application linéaire lorsque :
YAMpeR, VI, VeE, f(Al+uv) = Af (i) +pf (V)

D2# Un endomorphisme est une application linéaire de E dans E.

D3# Un isomorphisme est une application linéaire bijective.

D4# Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

Viennent naturellement quelques propriétés immeédiates :

PROPRIETES 1

Soit f € L(E, F).

P1# f(0g) = Of

P2# Vi EE, f(~if) = —f(il)

n n
P3# Vne[2+00], VA1, A2yes Ap €R, ViZ), ilo,.il, €E ¢ f inuj- =Y \f(id).
1

i=1 i=

*
DEMONSTRATION :

)
ExEmpLES 1

E1 |Lapplication i € E + if est un endomorphisme, et méme un automorphisme, de E : c’est I'identité, notée idg.

E2 | Lapplication @ € E +— O est une application linéaire de E dans F : c’est I'application linéaire nulle.

H
w

L'application P € R[X] + P’ est un endomorphisme de R[X].

E4 |Les applications linéaires de R dans R sont les applications f : x + ax, avec a € R.

E5 |L'application A € My p(R) — ’A est une application linéaire.

E6 | L'application qui, a une variable aléatoire, associe son espérance, est une application linéaire. En revanche,

l'application qui, a une variable aléatoire, associe sa variance, n’est pas une application linéaire.

X
Considérons l'application f définie sur M 1 (R) par : V(;) € My 1(R), f(;) = ( 3x ] Montrons que f est une
x=¥
application linéaire de ................ dans ...

EN GROs...
Une application linéaire est
une application compatible
avec les combinaisons li-
néaires!

% NoTATION
On note L(E, F) I'ensemble des
applications linéaires de E
dans F; et £(E) = L(E,E) (I'en-
semble des endomorphismes
de E).

Les deux premiéres proprié-
tés peuvent aussi servir pour
montrer qu'une application

n’est pas linéaire...

PETITE REMARQUE
{T)uel 5COOP... on sait ¢a depuis

la quatrieme!

PourqQuoi?
On sait que E(aX + bY) =
aE(X) + bE(Y)... Mais, de
fagon générale, V(aX + bY) =
aV(X) + bVY(Y)...
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Soient A € My (R) une matrice quelconque et f I'application définie sur M, 1 (R) par: VX € M, 1 (R), f(X)=AX.
Montrons que f est un endomorphisme de M, 1 (R).

VOCABULAIRE
On dira que f est 'applica-
tion linéaire canoniquement
associée a A.

Soit ¢ l'application définie sur C(R,R) qui, a toute fonction f € C(R,R) associe la fonction ¢(f) définie sur R
2

X CONFUSION D'OBJETS!
par:VxeR, @(f)(x)= j tf(t)dt. Montrons que ¢ est un endomorphisme de C(R, R). %(f) est une fonction ! T
0

Considérons l'application f définie sur R? par: ¥(x,v) € R%, f(x,v) = (3x—,x+ 5+ 1). Montrons que f n’est
pas une application linéaire.

Considérons 'application f définie sur R,,[X] par : VP € R,,[X], f(P) = P? + P’. Montrons que f n’est pas une
application linéaire.

AUTREMENT DIT :

‘ Proprri£TEs 2 - STRUCTURE DE L (E, F) Une combinaison linéaire
. . . ” d’applications linéaires est
Soient E, F, G trois espaces vectoriels réels. encore une application li-

. ) éaire... Et 1 ée d
P1# L(E,F) est un espace vectoriel réel. SZifzpplicaatfggﬁfsg;r;

P2# Si f e L(E,F)etgeL(..,..) alors go f € L(...,...). est encore une application

linéaire.
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*
DEMONSTRATION :

N

Si f est un isomorphisme de E dans F, alors flestun isomorphisme de F dans E.

*
DEMONSTRATION :

II Novau & IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Dans toute la suite, f désigne une application linéaire de E dans F.

‘ DEFINITION 2 - NOYAU D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Le noyau de f, noté ker(f), est 'ensemble défini par :

ker(f) = {JeE/f(ﬁ) =6’F}

ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

15 RAPPELS...
Si f est une application bijec-
tive de A dans B, alors £~ est
bijective de B dans A;etona
aussi :

/"oj"1 = f71 of =
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*
DEMONSTRATION :

Un résultat trés utile en pratique qui relie noyau et injectivité d’une application linéaire :

X ATTENTION! ———
Cela ne veut pas dire que
e . . > ker(f) est vide (un espace vec-
f est injective si, et seulement si, ker(f) = {Og} toriel w'est jamais vide) : mais
F seulement qu’il est réduit au

DEMONSTRATION : vecteur nul.

‘ PROPRIETE 5 - INJECTIVITE ET NOYAU

— % SUBTILE...%kx ——————

On a, pour tous i, V€ E :

fn=f@
= f(i)-f(¥)=0F
= f(@-7)=0f
— i-veker(f)
J — ddeker(f)/T=V+u
*

On dit parfois que le noyau
< mesure le défaut d’injectivité...
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ExempLES 2
X

E1| Reprenons f : [*) — | 3x (Exemples 1 - E7). Déterminons son noyau. L'application linéaire f est-elle
P v p M pp
x=y

injective?

Soit (;) € Ma,1(R). Ona:

(;) e ker(f) e

1 1 1
Considérons A=|2 1 O] et l'application f définie sur M3 1(R) par : ¥X € M3 1(R), f(X) = AX. On sait
-1 0 1

(Exemples 1 - E8) que f est un endomorphisme de M3 1(R). Déterminons son noyau. L'application linéaire f est-
elle injective?
x

y

4

Soit X = eM31(R).Ona:

Xeker(f) &=

E3 |Lapplication f : P € R[X] — P’ n'est pas injective, car ker(f) =
PP P ]

En dimension finie (ce qui sera, sauf cas trés exceptionnels, toujours le cas), la
recherche du noyau d’une application linéaire peut toujours se ramener a la ré-
solution d’un systéme linéaire homogene.

— = RAPPELS...

e En fait : Im(f) = f(E).
DEFINITION 3 - IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE C’est I'ensemble de toutes
les images des vecteurs de E
par f..

4. On avait également vu que
Im(f) = {176 F/A ek, v= f(ﬂ’)} = {f(ﬂ’) /e E] f est surjective ssi Im(f) = F.
On ne peut pas faire mieux

.. c202 ) e . . ). ) .. ., dans le cas des applications
Voici une propriété que l'on utilisera pour déterminer I'image d’une application linéaire : linéaires.

L'image de f, notée Im(f), est 'ensemble défini par :
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Im(f) est un sous-espace vectoriel de F et méme :

& METHODE! ————
si (€],8,...,8y) est une famille génératrice de E, alors Im(f) = Vect(f(e_i ), f(&2), ,f(E’n)) %;ng;ai;lg:zeog?rend la base
* o
DEMONSTRATION :

ExemPLES 3
X x
Reprenons f : (}1) |—>[ 3x

X=y

. Déterminons son image. L'application linéaire f est-elle surjective?

X
Justifions que l'application f : [y] — (Xy+_22y) est une application linéaire. Déterminons son image. L'application
z

linéaire f est-elle surjective?
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PETITE PARTIE A LA LIMITE DU PROGRAMME : ESPACES VECTORIELS ISOMORPHES ET DIMENSION

Soient E un espace vectoriel, n un entier naturel non nul et ¢, 5...,¢, des vecteurs de E. On pose f I'appli-

cation suivante :
f: R" — E

n
(X1, xp) in?i
i=1

Sans difficulté, on vérifie que f € L(R", E). De plus :

e par définition, f est surjective si, et seulement si, la famille (¢7,€5...,&,) est génératrice de E;

-

e par définition : ker(f) = {ORn} si, et seulement si, la famille (&}, 25...,&,) est libre. D’aprés la propriété
3, f est donc injective si, et seulement si, la famille (&}, &,..., &) est libre.
On en déduit donc : f est un isomorphisme de R” dans E si, et seulement si, (€},...,&,) est une base de E. En
particulier, si f est un isomorphisme, alors dim(E) = n. On retient donc pour l'instant :

‘ si R” et E sont isomorphes, alors dim(E) = n

On est en droit de se poser la question de savoir si la réciproque de cette implication est encore valable... Et
oui, c’est bien le cas!

Pour cela, supposons que dim(E) = n et considérons (&7, ...,&,) une base de E et posons f 'application sui-
vante :

f R" — E
n

(X1, xp) iné’i
i=1

D’aprés ce qui précéde, puisque (&7, ...,&,) une base de E, f est un isomorphisme. D’ou :

si dim(E) = n, alors E est isomorphe a R" ‘

On obtient ainsi le théoréme suivant :

THEOREME 1 - ISOMORPHISME ET DIMENSION

dim(E) = n si, et seulement si, E est isomorphe a R” (ou M, 1 (R)...)

PETITE REMARQUE

Au passage, (¢],2,...,,) est
I'image par f de la base cano-
nique de R"...

VOCABULAIRE
On dit que deux EV sont
isomorphes lorsqu’il existe un
isomorphisme entre les deux.

Bien... tout ¢a pour quoi?

L'impact est en fait assez considérable : tout espace vectoriel de dimension finie
est isomorphe a un R” (ou M, ; (R)). Autrement dit : tout vecteur d’un espace
vectoriel E de dimension finie peut étre vu comme une matrice ligne (ou co-
lonne) : la matrice de ses coordonnées, une fois une base de E choisie.

III THEOREME DU RANG ET CONSEQUENCES

‘ DEFINITION 4 - RANG D'UNE APPLICATION LINEAIRE

Le rang de f, noté rg(f), est la dimension de Im(f).

Et par conséquent : dim(E) =
dim(F) ssi E et F sont iso-
morphes.

PETITE REMARQUE

Ce résultat est a la fois puis-
sant et décevant : tous les EV
de dimension finie n ont la
méme téte que R". Clest gé-
nial et peu original a la fois...

On a immédiatement :

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et f € £L(E, F).

P1# rg(f) < min (dim(E),dim(F))

P2# f estsurjective si, et seulement si, rg(f) = dim(F)

*
DE£MONSTRATION :

PETITE REMARQUE
Par conséquent, si dim(E) <
dim(F), alors f ne peut pas
étre surjective!
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Et pour terminer, un théoréme trés important en algebre linéaire :

THEOREME 2 - THEOREME DU RANG

Si E est un espace vectoriel de dimension finie et f : E— F une application linéaire, alors :

X ATTENTION! ——
dim(E) = dim ( ker(f)) + rg(f) C’est la dimension de 'espace
de départ qui entre en jeu!
*
DEMONSTRATION : Allez voir en maths appro! N

& METHODE 1 & Pour déterminer noyau et image d’une application linéaire :

1. on commence par celui qui nous semble le plus simple (ou celui qui est demandé en pre-
mier),

2. on utilise le théoréme du rang pour avoir la dimension de l'autre, et le déterminer par
ensuite.

ExempLEs 4

X
Reprenons f : [y] — (x;_ZZy) (Exemples 3 - E2). On avait obtenu rg(f) = 2.
z

Ainsi, d’apres le théoréeme du rang :
dim (M3, (R)) = 2+ dim ker(f))

Autrement dit :

dim (ker(f))=1

De plus, en remarquant que [] € ker(f), on peut en déduire que ker(f) = ...cccovvvvuene.

Par conséquent, la famille : [[]] est:

e génératrice de ker(f),
e libre car

Conclusion : [[]] est une base de ker(f).

X X+V+z
Justifions que 'application f : [y] — [ X-z ) est un endomorphisme de M3 1 (R).
z 2x+v+2z

Déterminons ker(f), puis le rang de f ainsi qu'une base de Im(f).
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Deux conséquences importantes du théoréme du rang :

‘ PROPRIETE 8

Soient E et F deux espace vectoriels de dimension finie et f € £L(E, F).
Si dim(E) = dim(F) = n, alors :

f injective «<——= f surjective

N/

f bijective
Autrement dit, si dim(E) = dim(F) = n, alors :

ker(f) = {0} =——1g(f)=n

f bijective

IMPORTANT!
Cas particulier important :
cette propriété est vraie pour
les endomorphismes.

DEMONSTRATION : Supposons que dim(E) = dim(F) et raisonnons par cycle, c’est a dire montrons :

(1) (2) (3)
f injective = f surjective = f bijective = f injective.
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IV LIEN APPLICATION LINEAIRE & MATRICE...

IV.1 REPRESENTATION MATRICIELLE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

On commence déja par un premier résultat élémentaire : si A € My, ,(R), alors I'application ¢: | Mpa(R)
est une application linéaire.
En effet, pour tous \,p € Ret X1,X; € My (R):

Pe(AX1 +uXz) = AXy+uXy)
MAX] + HAX
Ap(X1) + pep(X2)

Réciproquement, considérons E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et notons p = dim(E), n =
) et

dim(F). Munissons E d’une base (¢},,...,¢) et F d’une base (ﬁ,f;,...,ﬁ,). Soient également ¢ € L(E,F
i € E. Manipulons un peu l'expression de ¢(if)...

- =

p
e Puisque (el,ez,...,?p) est une base de E, il existe des uniques réels x,x», ..., Xp tels que ' = Zx]-(?‘}-.
j=1

Par conséquent :

P
— ~ﬁ.
(P(ZY) = ¢ ZX] €j J par linéarité de ¢

e De plus, pour tout j € [1;p], puisque @(?j) € F et que (ﬁ,fg,...,ﬁ,) est une base de F, il existe des
n
uniques réels ajy j, a3 j,...,an,j tels que (p(e_}) = Za,-'jf;.
i=1
On obtient ainsi :
14 n

)| )_aiifi

=1 \i=1

P n
N
- Z Z,’\] a"]f’ J permutation des deux sommes

i=1i=1

n P

= ) ) _xjai
i=1 j=1
n P

= )|l

i=1{j=1

(i)

—
X

Mn,l (IR)
A

— X ATTENTION!
Attention aux tailles des ma-
trices... Puisque X € Mp (R),
X a p lignes; donc la ma-
4 trice A doit avoir p colonnes
pour que le produit AX soit
bien défini. Et on a bien
AX € My 1 (R).

— PETITE REMARQUE

{En pratique, on travaille le
plus souvent dans les bases
canoniques de E et F, méme
s’il est parfois utile de chan-
ger de base!

PETITE REMARQUE
® X],X2,..., Xp sont les coor-
données de i dans la base
(21,22, 8p)-
®ay,7,a,j,...,dp,j SONt les
coordonnées de ?J dans la

4 base (fi, fo s fr)-
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Par conséquent, les coordonnées v1,v>, ..., v, de ¢(if) dans la base (fq,f;,...,ﬁ) sont définies par :

P

Zﬂi,m (%)

=T

Vie[l;n], v

Et cela nous rappelle un produit matriciel ! Plus précisément, posons :

X1

X2
e X=| . | lamatrice colonne des coordonnées de i dans la base (1,¢,...,¢y);

*p

n

yz . L, - - -
e Y =| . |, lamatrice colonne des coordonnées de (i) (que I’on peut noter ¥) dans la base (f1, f2,..- fu);

Vn

e A= (a{’]’)lsign € My p(R), la matrice dont la colonne j contient les coordonnées de (p(e_‘}) dans la base
1<j<p

(FL, oo i)

On obtient ainsi :
(*) &= Y=AX

Aprés avoir choisi une base de E et une base de F, la relation ¥ = (i) se traduit ma-
triciellement par : Y = AX (avec les notations définies ci-dessus). Autrement dit, toute
application linéaire ¢ € L(E,F) peut étre codée par une matrice A € M, ,(RR) et son
action sur un vecteur i € E se traduit simplement par le produit matriciel AX.

Afin d’énoncer clairement ce que nous venons d’établir, commencons par une définition :

‘ DEFINITION 5 - MATRICE D’'UNE APPLICATION LINEAIRE

Soient E et F deux espaces vectoriels tels que dim(E) = p et dim(F) = n. Soit également ¢ € L(E, F).
SiBg = (€1,€),...,€p) est une base de E et B = (fl),f;,...,f,;) une base de F, alors on note Mat, 5. (¢)la matrice
de My, ;(IR) dont la j-iéme colonne est constituée des coordonnées du vecteur ¢(¢}) dans la base Bg.

p(e1) .

h

f:

Matg, 5. (¢) = ’

-

fn

Résumons ce que nous venons de faire dans le théoréme suivant :

THaEOREME 3

P Mp,l(]R) — M;1(R)

1. Si A€ My,p(R), alors I'application X b AX

est une application linéaire.

2. Avec les notations de la définition précédente, pour tous € Eet 7€ F:
e si X est la matrice colonne des coordonnées de i dans la base Bg,
e si Y est la matrice colonne des coordonnées de ¥ dans la base B,
o si A=Matg, g.(¢),
alors :
T=0p() = Y=

Autrement dit :

U'=@(if) &= Matp, (V) = Matg 5. (¢) x Matg (i7)

ExEMPLES 5
x xX+2
Reprenons f : [y] — ((}1 _Zy).
z

X X
Soient [y] € M31(R). En posant X = (;u
z z

Par conséquent, f est ainsi une application linéaire de M3 1(R) dans Mj 1(R); et la matrice A en est la matrice
canoniquement associée.

1 2
0 1

et A= ( _01 ), on remarque que f(X)=AX.

% NOTATION
Si x1,x2,...,xp sont les coor-
données d’un vecteur & dans
une base B3, on note parfois
Matg(i7) la matrice colonne de
ses coordonnées.

Puisque, pour tout j € [1;p],
les coordonnées de ¢(e))
dans la base (fi,f;,...,f:) sont
uniques, la matrice A ainsi
définie est bien unique.

EN GROS...

En dimension finie : toutes
les applications linéaires de E
dans F se codent matricielle-
ment sous la forme X — AX!
La encore, c’est puissant et
décevant a la fois...

— PETITE REMARQUE
e Si dim(E) = dim(F), la ma-
trice est carrée.

e SiE =F, ¢ est un endo-

P morphisme; et en prenant la
méme base en départ et en ar-
rivée, on considere la matrice
Matp 5(¢) que l'on notera
simplement Matg (o).

& METHODE!
Cela fournit donc une autre
méthode pour montrer rapi-
dement qu’une application
(de Mp,1(R) dans Mp,1 (R))
est linéaire...

Pourquoi?
Pourquoi canoniquement ?
Parce-que X et f(X) sont tous
deux exprimés dans les bases
canoniques de M3 1 (R) et
Ma,1(R).
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X X+v+z
Considéronsf:[y '—>[X+}J+Z .

z X+y+3z
X X 1 1 1
Soient [y] € Mj3,1(R). En posant X = (;u etA=|1 1 1), on remarque que f(X)=AX.
z z 1 1 3

Par conséquent, f est une application linéaire de M3 1 (R) dans M3 1 (RR) : c’est donc un endomorphisme de M3 1(RR);

1 1 1

et A est sa matrice canoniquement associée. Montrons que la famille [{—1 ],[ 1 ],[1]] est une base de M3 1 (R), puis
0 1) \2

donnons la matrice de f dans cette base.

Considérons l'application ¢ définie sur R;[X] par : YP(X) € Ry [X], (p(P(X)) =P(X)+ (1 -X)P’(X).

e Montrons que ¢ est un endomorphisme de R;[X]. — & METHODE! —————

o

Pour montrer (p(l’(X)) €
R2[X], deux méthodes pos-
sibles :

e écrire P(X) = aX? +bX + ¢
puis calculer q)(P(X))...

e travailler sur les de-

grés pour justifier que
deg(@(P(X))) < 2.

e Déterminons la matrice ¢ dans la base canonique de R,[X], notée A.
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e Déterminons maintenant, a 'aide des matrices, le noyau de ¢.
Soient a,b,ce Ret P(X)=a+bX + X2

Notons B la base canonique de R»[X]. On a: MatB(P(X)) = [) Par conséquent :

P(X)eker(p) = @(P(X))=0R,[x]
& Matg(¢) x Matg(P(X)) = 031

— Ax]|.. =03,1

Considérons A = ( 1 é) ainsi que ¢ : M e Mp(R) — AM.

Montrons que ¢ est un endomorphisme de M, (IR) et déterminons sa matrice dans la base canonique de M;(RR).

Nous venons d’établir qu’apres avoir fixé des bases de E et F, chaque application linéaire f € L(E, F) peut étre
représentée matriciellement par une unique matrice (c’est d’ailleurs ce qui permet de définir 'application
@ dans le théoréme suivant). En fait, la réciproque est également vraie : une fois des bases de E et F choisies,
chaque matrice de M, ,(R) (ot p = dim(E) et n = dim(F)) définit une unique application linéaire de L(E, F)...
On a méme :

‘ TufOREME 4

Soient E et F deux espaces vectoriels tels que dim(E) = p et dim(F) = n. Munissons E d’une base notée Bg et
F d’une base notée Bg.
L'application :
D: ‘ L(EF) — Myp(R)
¢ +— Matg, 5.(9)

est un isomorphisme.
Par conséquent : dim([(E,F)) =np.

*
DEMONSTRATION :
. . N N - -
e Ecrivons Bg = (¢},...,ep) et By = (f1, ..., fn)-

o Soient A\,peRet @, e L(EF).
Montrons @(A + p) = AP(¢p) + p®(); autrement dit, montrons Matgy 5. (Ap + pb) = AMatg, 5. (@) +

uMat g g (V).
Soient i € [[1;n] et j € [1;p]. Notons :

~ aj,; le coefficient en i-eme ligne et j-ieme colonne de Matg;. 5 (¢)
~ bj j le coefficient en i-eme ligne et j-ieme colonne de Matp; 5. (1)

~ ¢j,j le coefficient en i-eme ligne et j-iéme colonne de Matg, g (Ap + p)

1> RAPPEL... ——————
{:a base canonique de R;[X]
e

st

— CONFUSION D'OBJETS! —

— IMPORTANT!

Deux informations dans ce
théoréme :

e le caracteére bijective : une
fois des bases fixées, il y a
correspondance unique entre
une application linéaire et
une matrice dans ces bases.

e le caractere linéaire : la
matrice d’'une combinaison li-
néaire d’applications linéaires
est la combinaison linéaire
des matrices de chacune.

o
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Par définition, on a :

n n n
OEN =Y aiifi 5 V@)=Y bijfi; Gerpn)E) =Y ciifi
i=1 i=1 i=1
Mais, on a également :
M@ +up)@E) = Ap(&)) +pp(e)

n n
= Azaf,jfi +Vzbf,jff J par linéarité de la somme
i=1 i=1
n

= Z(Mi,j +ubij)fi

i=1
Or, la famille (fq,...,f;) est une base de F, et par unicité de I"écriture d’un vecteur selon une base, on obtient :
ci,j = Aajj+ubj;
On a ainsi démontré :
Y(i,j) € [L;n] x[1;p], ¢i,j = )\ai,j + }J.b{,]'
Par conséquent :
Matgg g (A +pb) = AMatp;, 5. (@) + uMat g 5, (1)
Conclusion : 'application @ est linéaire.
o Puisque @ est linéaire, montrons qu’elle est injective en déterminant son noyau.
Soit ¢ € L(E,F).On a:
peker(®) = D(p)=0

T mp . J une matrice est nulle ssi chacune de ses colonnes est nulle
= Vje[;p], Matg(9(&)) = 0,1
= Vje[lpl (&) =0r

Or, (€,...,&,) est une base de E et une application linéaire sur E est entiérement définie par 'image qu’elle

renvoie aux vecteurs d’une base de E, on en déduit que @ est I'application linéaire nulle.

Ainsi :

@ eker(P) & @ =0,k

Conclusion : ker(®) = {0z (g )}, et © est donc injective.

¢ Montrons que @ est surjective, autrement dit, montrons : YA € My, ,(R), A € L(E,F) / D(¢) = A.

Soit A = (ﬂ{'j)lsjgn € Mp,p(R). Puisqu’une application linéaire de £(E, F) est entiérement définie par 'image
1<j<p
qu’elle renvoie aux vecteurs d’une base de E (exercice 2) et que (],...,&,) est une base de E, considérons
n
l'application linéaire ¢ définie par : Vj € [1;p], ¢(&}) = Za,"jf,'.

i=1
De cette fagon, on a :
eeL(EF); O(p)=A
Conclusion : @ est surjective.
Conclusion : @ est un isomorphisme.

e Puisque @ est un isomorphisme, on a:
dim (£(E, F)) = dim (M, (R))

Conclusion : dim([I(E,F)) =np.

+]

IV.2 NoYAU, IMAGE ET RANG D'UNE MATRICE VOCABULAIRE
Si A € My,;(R), 'applica-
D’aprés ce qui a été fait précédemment, et en notant @ : X € M, 1 (R)— AX,ona: tion X € Mp,1(R) — AX est
ps I'application linéaire canoni-
_ _ uement associée a A.
o ker(ga)={X €M1 (R)/ AX =0, (R} a

e Si(Ey,Ey, .., Ep) représente la base canonique de Mp,1(R), alors Im(¢a) = Vect(q)A(E] ) pa(E2), ,..,cpA(Ep)).
Mais, en notant, pour tout j € [1;p], C]- la j-ieme colonne de A, on a: (pA(E]-) = C]-.
D'ou: Im(pya) = Vect(Cl,Cz,..., Cp).

o 1g((a) =dim (Im(¢a)) = dim (Vect(C1, Cs, ..., Cp)).

Ceci justifie les définitions suivantes :
EN GROs...

‘ DEFINITIONS 6 On est en train, petit a petit,

Soit A € Mn,p(R)~ de transformer 1’étude des

applications linéaires (en
D1# Le noyau de A, noté ker(A), est 'ensemble défini par :

dimension finie), en ’étude
des matrices...

ker(A) = {X € Mp,1 (R) / AX = 01, (R))
D2# L'image de A, notée Im(A), est 'ensemble défini par :

Im(A) = Vect(Cy, Cy, .., Cp)

PeTITE REMARQUE

N o 2 o a% Le rang d’une matrice est
ou, pour tout j € [1;p], Cj représente la j-ieme colonne de A. le rang de la famille de ses

colonnes.

D3# Lerang de A, noté rg(A), est la dimension de Im(A).
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Version matricielle du théoréme du rang :

‘ THEOREME 5 - DU RANG
Si A€ Mpyp(R), alors :
p =dim ( ker(A)) +1g(A)

Et de la méme facon :

PROPRIETE 9 - CARACTERISATION DE L'INVERSIBILITE D'UNE MATRICE CARREE
Soit Ae M,(R).Ona:

A inversible

EXEMPLES 6

Soit A € My p(R) telle que rg(A) = 0. Que dire de A?
1 0

0
Déterminons le rang de la matrice [0 -4 O].
0 0 0

-2 -3 1
La matrice [ 0 1 5] est de rang ...
0 0 5
1 3 -4
Considérons A={-1 2 —1}
2 -1 -1
1
Puisque A contient deux colonnes non colinéaires, on a déja rg(A).......... De plus, on remarque que [1] € ker(A). Par

conséquent, dim ( ker(A)) ..........
Ainsi, d’apres le théoréme du rang, on a nécessairement :

rg(A)=... ; dim(ker(A))=..

1\ (0 (O
La famille [[0], [1], [O]] est la base canonique de M3 1(R), elle est donc de rang 3. Par conséquent, la matrice
1

0
0 1 0
A=[1 0 O] est de rang 3. On en déduit :
0 0 1

e Aestinversible;
o ker(A)= {OMV,,1 (]R)}
Donnons quelques matrices de M3(R) de rang 1 :

Donnons quelques matrices de M3(RR) de rang 2 :
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IV.3 PoUR FINIR...

Terminons avec quelques résultats complémentaires sur le lien application linéaire / matrice; puis voyons
une méthode algorithmique (ah bon?!) pour déterminer le rang d’une matrice, et donc le rang d’une appli-
cation linéaire!

‘ THEOREME 6

Soient E, F, G des espaces vectoriels de dimension finie ainsi que f € L(E, F) et g € L(F, G).

Notons g = dim(E), p = dim(F), n = dim(G) et considérons Bg, Br, Bg des bases respectives de E, F, G.
On a déja vu que go f € L(E,G); mais on a de plus : EN GROS
La composition d’applications

MatBE,BG (gof)= MatBF,BE (8) x MatBE,BF (f) linéaires se traduit par le

produit matriciel.

Autrement dit, pour tous ¥ € Eet 7€ G, si :
e X est la matrice colonne des coordonnées de i dans Bg

e Y est la matrice colonne des coordonnées de ¥’ dans Bg

e A estla matrice de f dans les bases B et Br (A € Mp,q(IR)) IMPORTANT!
. En particulier, si f € L(E),
o Best la matrice de g dans les bases Bg et Bg (B € M, 5(R)) alors A2 est la matrice de f o f
alors : dans Bg; A3 la matrice de
77:(g0f)(17) Y = BAX fofof dans Bg...

*
rDﬁMONSTRATION : I1 suffit d’appliquer deux fois le second point du théoréme 3 : une fois pour f, une fois pour g. j

Et voici une conséquence immédiate de ce théoréme, assez utile en pratique :

‘ ProOPRIETE 10 - [SOMORPHISMES ET MATRICES

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie tels que dim(E) = dim(F). Munissons E d’une base
Bg et F d’une base Bp. Soit f € L(E,F). On a:

f est bijective si, et seulement si, Matg, 55.(f) est inversible

-1
Et, si f est bijective, alors Matp, 5, (f_l) = (MatBE,Bp (f)) .

DEMONSTRATION :

Soient f € L(E,F), Bg une base de E et Bp une base de F.
Alors :

Heureusement qu’on a cette
rg(f) = rg(MatBE,BF (f)) propriété en fait! Sinon, le
rang d’une AL dépendrait du
Autrement dit : le rang de f est égal au rang de toutes les matrices représentant f dans toutes les bases de E | © choix des bases de Eet F; et la
et F notion de rang d’AL n‘aurait
= alors tout bonnement aucun
sens!

DEMONSTRATION : En exercice... %

ExempLE 7

Considérons l'application f qui, a toute fonction polynomiale P € R;[x] associe la fonction f(P) définie par :

VxR, f(P)(x)=xP'(x) = P(x+1) CONFUSION D'OBJETS!
E(P) est une fonction... T
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e Justifions que f est un endomorphisme de Ry [x], puis déterminons sa matrice canoniquement associée.

e Déduisons-en que f est bijectif.

‘ PrOPRIETES 11 - RANG ET COMPOSITION D’AL
P1# Soient E,F, G trois espaces vectoriels ainsi que f € £(E,F), g € L(F,G) et h € L(G,E).
e Si g est bijective, alors rg(go f) =rg(f).
e Si h est bijective, alors rg(f o h) = rg(f).
Autrement dit : le rang est invariant par composition a droite et/ou a gauche par un isomorphisme.
P2# D’un point de vue matriciel : soient A € My, ,(R), B€ M,(R) et C€ My(R).
e Si Bestinversible, alors rg(BA) =rg(A).
e Si C est inversible, alors rg(AC) =rg(A).
Autrement dit : le rang est invariant par multiplication a droite et/ou a gauche par une matrice inver-
sible.

*
DE£MONSTRATION : En exercice... %

Et voici la conséquence tant attendue de ces propriétés : — % RAPPEL...
On avait vu (Chapitre 9 -

On ne change pas le rang d’'une matrice en effectuant des opérations Exercice 7) que les opérations
élémentaires sur les lignes

élémentaires sur les lignes et/ou sur les colonnes. peuvent s’interpréter matri-
ciellement comme des mul-

» . . . . , . tiplications a gauche par des
Par conséquent, il est possible de déterminer le rang d’une matrice en matrices inversibles... Clest

utilisant l'algorithme du pivot de Gauss pour se ramener au rang d’une identique sur les colonnes,
matrice triangulaire. mais multiplication a droite...

o

‘ PROPRIETE 12 - RANG ET TRANSPOSITION

Pour toute matrice A, on a: rg(A) = rg(*A). On peut donc trouver le rang
d’une matrice en raisonnant
* sur la dimension de I'espace
DEMONSTRATION : En exercice... * vectoriel engendré par ses

lignes...
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En conséquence, une propriété pratique :

Le rang d’une réduite de Gauss est égal au nombre de lignes non nulles de cette matrice.

*
D£MONSTRATION : Soit A € M, (R) la réduite de Gauss d’une matrice. Supposons que A posséde m lignes nulles (avec
m € [[0;n]).
e Sim=n:alors A=0,, etdoncrg(A)=0.
e Sim=#n:
D’apres la propriété précédente :
rg(A) =rg(‘A)
Mais, puisque A est une réduite de Gauss, elle est triangulaire supérieure, donc ‘A est triangulaire inférieure
comportant m colonnes nulles. Par conséquent, Im(‘A) est engendrée par les n—m autres colonnes non nulles de
'A (et il y en a bien au moins une, car m # n).
Or, A est échelonnée, donc les n— m colonnes non nulles de ‘A sont échelonnées et forment donc une famille libre.
Ces n—m colonnes forment donc une base de Im(‘A).
D'ou:
rg({A)y=n—-m
Conclusion : le rang de A est égal au nombre de lignes non nulles de A.

]

& METHODE 2 & Pour déterminer le rang d’une matrice :
1. il arrive qu’il soit assez trivial (trois colonnes ou trois lignes identiques, non nulles),
2. soit elle est triangulaire supérieure, et on peut donner rapidement son rang...

3. soit on utilise I'algorithme du pivot de Gauss pour se ramener au rang d’une réduite de
Gauss de la matrice.

ExXEMPLE 8
1-X -1 0

Déterminons les valeurs du réel A de sorte que la matrice ( 0 2-A 1 ] ne soit pas inversible.
-1 -1 3-A
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