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(CHARTREUX EXERCICES DU CHAPITRE 20

APPLICATIONS LINEAIRES

ExEercice 1
Dans chaque cas, l'application f donnée est-elle une application linéaire sur E?

b B= Mo, f’(;)H“y 4 E= My, (R) f[;]H[ iy ]
z X+y+z

2 E=R% fi(op)— () 5. E=R[X], f:P(X)+— P(0)+P'(X)

3. E=R[X], f:P(X)—P(X+1)-P/(X) 6. E=R3, fi(xv2)—(z,0,x+1)

EXERCICE 2
Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie, ainsi que f, ¢ € £(E, F). Montrer que si f et g coincident sur une base de E, alors
f et g sont égales.

ExEercice 3

Dans chaque cas, montrer que f est une application linéaire (expliciter les espaces vectoriels de départ et d’arrivée), donner sa matrice
canoniquement associée puis déterminer une base de son noyau et de son image, et préciser également si elle est injective/surjecti-
ve/bijective.

X X+ X -2z
1. f-(y)*_’(ery) 7. f|y|— 2x+p+z]
z 2y -z
(¥ y
> f'(y)'_)(—x) X X+2y-z
X 8. filyv|—|2x+v+2z
3. f:(x)»—>[ V ] z 3x+3y
y X-y X X+v+z
X 2x+p-z 9. fly|r—|x+v+2z
4. fily|r—| v-3z z X+y+z
z 2z X X+3y+2z+2t
X |y 3x+4y+z+06t
5. fily|—x—v+z 10 f+ 2| 2x+y—z+4t
z t x—2v-3z+2t
* X+z
6. f:ly |—>( )
z vz

Exercice 4

Soient E = Ry[X] et f I'application définie par : VP € Ry[X], f(P(X)) = P’/(X).
1. Soient a,b,c € R et P(X) = aX? + bX + c. Calculer f(P(X)).
2. Montrer que f est un endomorphisme de E, puis donner sa matrice dans la base canonique de E.
3. Déterminer ker(f) et Im(f).

ExEercicE 5
Soient E = Ry[X] et f I'application définie par : VP € Ry[X], f(P(X)) = P(X) - XP’(X).

1. Montrer que f est un endomorphisme de E, puis donner sa matrice dans la base canonique de E.
2. Déterminer ker(f) et Im(f).

ExERcICE 6

Considérons A = ((1)

(1)) et f 'application définie sur M»(R) par : VM € M>(R), f(M) = AMA.
Démontrer que f est un endomorphisme de M, (R).

Calculer f(I) et f(A).

Justifier que A est inversible et déterminer son inverse.

Déterminer le noyau de f. Que peut-on en conclure?

Soit E={M e M»(R)/ f(M) = M}. Montrer que E est un espace vectoriel et en donner une base.

A o

Donner la matrice de f dans la base canonique de M, (IR).
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eooo EXERCICE 7
Considérons A = (; é) et f Vapplication définie sur M (R) par f(M) = AM.

1. Montrer que f est un endomorphisme de M5 (R).
2. Déterminer une base de ker(f). Uapplication f est-elle bijective?
3. Déterminer une base de Im(f).

eooo EXERCICE 8
On considére 'application f définie sur R3[X] par : YP(X) € Ryq[X], f(P(X)) =P(X+1)+P(X-1)-2P(X).
1. Montrer que f est un endomorphisme de R3[X].
2. Déterminer ker(f) puis Im(f).

000 EXERCICE 9 - A LA RECHERCHE DU SPECTRE...
‘ DEFINITIONS 1 - VALEURS PROPRES ET SPECTRE D’UNE MATRICE CARREE

Soit A € M,(R).
D1# Un réel A est une valeur propre de A lorsque : 3X € M,, 1 (R) / (X #0,1 ETAX = XX).
Un tel vecteur X est appelé vecteur propre de A associé a la valeur propre A.
D2# Le spectre de A, noté Sp(A), est 'ensemble des valeurs propres de A.
D3# Si A est une valeur propre de A, alors I’espace propre de A associé a A, noté Ejy(A), est I'ensemble défini par :

EA(A) = {X € My 1 (R)/ AX = AX)

1. Soient A € M,(R) et A une valeur propre de A. Justifier que E)(A) est un sous-espace vectoriel de M, 1(R).
2. Soient A € M, (IR) et A € R. Démontrer I’équivalence des quatre propositions ci-dessous :

(i)  Aestvaleur propre de A

(ii) rg(A-Al,)=n

(iii) A —AI, n’est pas inversible

(iv)  Ex(A) = {041}
3. Déterminer le spectre de chacune des matrices suivantes.

1 -5 2 1 -2
3a. A‘(o 2) 3e. A=|0 3 0
1 -1 5
3.b. A:(O 1) -1 -1
-1.0 3. A=|-3 3 -3
111
1 -1 -1 S
3¢ A=|-2 0 -2
¢ 38 A=|1 2 1]
1 1 3
11
1 4 -2 -1 -1 1
3d. A=[0 3 -1 3h. A=|-1 0 1
0 -2 2 -1 -1 1

ee0o EXERCICE 10 - TYPE CONCOURS

16 4 -4
Considérons A=[-18 -4 5 |etnotons f I'endomorphisme de M3 (RR) canoniquement associé.
30 8§ =7

1. Déterminer les réels A de sorte que la matrice A — AI3 ne soit pas inversible.

2. Soit Eg = {X € M31(R)/ AX = 0}. Montrer que Eg est un espace vectoriel. En donner une base, constituée d’un seul vecteur,
noté ey, dont la premiére coordonnée vaut 1.

3. Méme question avec les ensembles E; = {X € M3 1(R)/AX =X} et E4 = {X € M3 1(R)/ AX = 4X} dont on notera respectivement
ey et e3 les vecteurs de leurs bases.

4. Démontrer que la famille (e1,e3,e3) une base de M3 1(R).
5. Déterminer la matrice de f dans la base (e, e,¢e3), on la notera D.
6. Soit P la matrice dont les colonnes sont, dans 'ordre, les vecteurs e, e; et e3.
6.a. Justifier que P est inversible et calculer son inverse.
6.b. Vérifier que A = PDP™!.
6.c. En déduire, pour tout n € IN*, I'expression de A" en fonction de n. Cette expression est-elle encore valable pour n=07?

ee00 EXERCICE 11 - TYyPE cCONCOURS

3 -2 3
Soient A=|1 0 2] et f 'endomorphisme de R3 canoniquement associé a A.
0o 0 2
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Déterminer les réels A de sorte que 'endomorphisme f — Aidy3 ne soit pas bijectif.

Justifier que l'on peut choisir une base de ker(f —id) constituée d’un unique vecteur dont la premiére composante est égale a
1. On notera e ce vecteur.

Justifier que 'on peut choisir une base de ker(f — 2id) constituée d’un unique vecteur dont la seconde composante est égale a
1. On notera e; ce vecteur.

Déterminer un vecteur e3 € R de sorte que f(e3) =ep + 2e3.

Démontrer que la famille (e1, e, ¢3) est une base de R3; puis donner la matrice de f dans cette base, notée T.

6. Soit P la matrice dont les colonnes sont, dans l'ordre, les matrices colonnes des vecteurs ey, e; et e3 dans la base canonique de

R>.
6.a. Justifier que P est inversible et calculer son inverse.
6.b. Vérifier que A =PTP™!.
6.c. Déterminer, pour tout n € IN, 'expression de T" en fonction de n.
6.d. En déduire I’écriture matricielle de A” en fonction de n.
Soit Cp ={M e M3(R)/ AM = MA}.
7.a. Montrer que Cp est un sous-espace vectoriel de M3(RR).
7.b. Pour M € M3(RR) on pose M” = P~ MP. Montrer que :

MeCy & TM' =M'T

a 0 0
7.c. Montrer ensuite que M’ vérifie TM’ = M’T si, et seulement si, il existe a,b,c € R tels que M’ = [0 b c].
0 0 b

—a+2b 2a-2b -—-a+b+2c
7.d. Endéduire que M appartient a Cy si, et seulement si, il existe trois réels a,b,c telsque: M =| —a+b 2a-b —a+b+c |
0 0 b

7.e. Déterminer alors une base de Cp, puis préciser sa dimension.

ee00 EXERCICE 12 - TYPE CONCOURS

Considérons I'endomorphisme de R3, noté f, canoniquement associé a la matrice A =

0 1 -1
0 -1 11|

0 -1 1

1. Déterminer le rang de f. Uendomorphisme f est-il bijectif ?

2. Montrer que f o f = 0zg).

3.

4. Soient i,7€ R tels que i & ker(f), 7' € ker(f) et Ve Vect(f(l?)).
5.

En déduire que Im(f) C ker(f), puis déterminer des bases de ker(f) et Im(f).

Montrer que la famille (i, f (i7), V) est une base de R3, puis déterminer la matrice de f dans cette base.

ee0o EXERCICE 13 - TyPE coNCOURS
On note E l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2 et on rappelle que la famille (eg, e1, ;) est une
base de E, les fonctions eg, e1 e, étant définies par :

VEER, eg(t)=1; e1(t)=t; ex(t) =

On considére 'application ¢ qui, a toute fonction P de E, associe la fonction, notée ¢(P), définie par :

1

VxeRR, (o(P))(x)= J; P(x+1t) dt

l.a. Montrer que ¢ est linéaire.

1.b. Soit x € R. Déterminer (¢(eg))(x), (¢(e1))(x) et (p(e2))(x) en fonction de x, puis écrire @(eg), ¢(e1) et @(ez) comme
combinaison linéaire de e, e et e5.

1.c. Déduire des questions précédentes que @ est un endomorphisme de E.
2.a. Ecrire la matrice A de ¢ dans la base (e, e1,e5).

2.b. Justifier que @ est un automorphisme de E.

2.c. Déterminer les réels A de sorte que ¢ — Aid ne soit pas bijectif.

2.d. Donner le rang de ¢ —id. En déduire la dimension de ker(¢p —id).

3.a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, il existe un réel u,, tel que 'on ait :

n

1 —
o
AT=1g 1 g
0 0 1

1
Donner ug et établir que: YneIN u,. =u, + 3 (3n+2).

3.b. En déduire, par sommation, 'expression de u, pour tout entier n.
3.c. Ecrire A" sous forme de tableau matriciel.
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ee00 EXERCICE 14 - TYPE CONCOURS

On dit qu'une matrice M de M, (R) est antisymétrique lorsqu’elle vérifie "M = —~M et on note A, (IR) 'ensemble des matrices antisy-
métriques.

On considére une matrice A fixée de M, (R) et I'application f, qui a toute matrice M de .4, (IR) associe :

FOM) = ("A)M+MA

1. Montrer que A, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).
2. 2.a. Soit M une matrice de A,(R). Etablir que f(M) est une matrice antisymétrique.
2.b. En déduire que f est un endomorphisme de A,(R).
0 0 1
Dans toute la suite, on étudie le cas n =3 eton choisit A= 0 -1 0
0 0 ©0
0 1 0 0 0 1 0o 0 O
3. On consideére les trois matricesJ=| -1 0 0 |,K=|] 0 0 0 |JetL=] 0 0 1
0 0 0 -1 0 O 0 -1 0
3.a. Montrer que la famille B = (J, K, L) est une famille génératrice de A3(RR).
3.b. Montrer que 3 est une famille libre et en déduire la dimension de A3(R)
4. 4.a.

Calculer f(J), f(K) et f(L), puis les exprimer comme combinaisons linéaires de ] et L seulement. Les calculs devront
figurer sur la copie.

4.b. En déduire une base de Im(f) ne contenant que des matrices de B
4.c. Déterminer la dimension de ker(f) puis en donner une base.

eee0 EXERCICE 15 - TYPE CONCOURS

Soit n un entier supérieur ou égal 2 et B = (¢],¢,...,¢,) la base canonique de R".
n
Soit ¥’ un vecteur donné de R" de coordonnées vy,v,...,v, dans la base B et qui vérifie Zv; =1.

i=1

Soit f I'application définie sur R" qui a tout vecteur ¥'= (x1,x2,...,x,) € R", associe le vecteur f(¥) défini par: f(X) = 2?—[

I =
=
ke
—_
=

1. Montrer que f est un endomorphisme de R".

2. Montrer que fof =f.

3. 3.a. Montrer que le vecteur § appartient a I'image de f si et seulement si f(9) = 7.
3.b. Montrer que la dimension de Im(f) est inférieure ou égale a n—1.
3.c. Montrer que pour tout i € [1,n—1], on a (&; — &41) € Im(f).
3.d. En déduire une base et la dimension de Im(f). Quel est le rang de f?

4. Déterminer une base du noyau de f.

eee0 EXERCICE 16 - TYPE CONCOURS
On note E = R3[X] ainsi que f : P(X) — —3XP(X) + X>P’(X).
1. 1l.a. Montrer que f est un endomorphisme de E.
1.b. Déterminer la matrice M de f dans la base canonique de E.
1.c. Lamatrice M est-elle inversible ? Calculer pour tout n € IN*, M".
1.d. Déterminer une base de ker(f) puis une base de Im(f).

2. On note idg et O respectivement, I’endomorphisme identité et 'endomorphisme nul de E, et pour tout endomorphisme v de
E, on pose v = idg et pour tout k de IN*, vk =povkl,
Soient u et ¢ deux endomorphismes de E tels que : ut =0, ud £ 0p et g=idgp+u+ u? +u’.

2.a. SoitPeEtelqueP¢ ker(uS). Montrer que la famille (P, u(P), u? (P),u3 (P)) est une base de E.

2.b. Montrer que g est un automorphisme de E. Déterminer 'automorphisme réciproque g71 en fonction de u.
2.c. FEtablir 'égalité ker(u) = ker(g —idg).

0000 EXERCICE 17 - CARACTERISATIONS DE SURJECTIVITE / INJECTIVITE

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, ainsi que f € £(E,F). On suppose que E est de dimension finie n et on
considére (¢, &>, ..., €,) une base de E. Démontrer les propriétés suivantes :

1. f estsurjective si, et seulement si, (f(e_] ),f(?z),...,f(?n)) est génératrice de F.
2. f est injective si, et seulement si, (f(e_"l),f(@),...,f(?n)) est libre dans F.

3. f est bijective si, et seulement si, (f((?l ),f(E’z),...,f(E’n)) est une base de F.

eee0 EXERCICE 18 - RANG ET COMPOSITION

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n ainsi que f, g, trois endomorphismes de E.
L'objectif de 'exercice est d’établir les trois résultats suivants :

o rg(go f) <min(rg(g),rg(f)).

Exercices pu cHAPITRE 20 - Page 4/5



@000

[ I JeJe]

0000

0000

e Si h est bijectif, alors rg(f o h) =rg(f).
e Si g est bijectif, alors rg(go f) =rg(f).
1. Démontrer le premier résultat.

2. 2.a. Montrer que si h est bijective, alors Im(f o k) = Im(f).
2.b. En déduire le second résultat recherché.

3. 3.a. Considérons l'application gy : restriction de g a Im(f).
Autrement dit :

)

8im(f) : Im(fl

—
u

(i)

oq

Montrer que gjm(f) est injective.
3.b. En déduire le troisiéme résultat recherché.

ExERCICE 19 - RANG DE LA TRANSPOSEE
Soient n,p € [2;+0o et A € M, ,(RR). L'objectif de I'exercice est d’établir : rg('A) = rg(A).
1. Résultat préliminaire.
Etablir :
VY € My 1(R), ('YY =0 & Y=0,,)
2. Supposons dans cette question que n = p.
2.a. Soit X € M, 1 (R). Démontrer : AX = 0,1 &= 'AAX=0,1.
2.b. En déduire que rg(A) = rg(tAA) et que rg( A) = rg(AtA).

2.c. Conclure que rg(*A) = rg(A). Indication : on pourra utiliser le premier résultat de Uexercice précédent.

3. Montrer que le résultat est encore vrai dans le cas ou n # p.

Dans les exercices qui suivent, E est un espace vectoriel et f un endomorphisme de E. On notera également f2 =fof.

Exercice 20
Démontrer que f2 =0z < Im(f) C ker(f).

ExErcICE 21 - PrOJECTEURS
On suppose que f2 = f. Démontrer que, pour tout e E: yeIm(f) & f(v) =v.

EXERCICE 22 - ENDOMORPHISME NILPOTENT

On suppose que E est de dimension finie égale & n et qu'il existe k € [2;+o0[ tel que : fk =0p(g) et fk_1 = 07(p)

1. Justifier qu’il existe un vecteur x € E tel que la famille (,\',f(,x'),...,fk*1 (\)) soit libre.

2. En déduire que k <n.

EXERCICE 23 - UN PEU THEORIQUE...
1. Montrer que ker(f) C ker(f?).
2. Montrer que ker(f) = ker(fz) — ker(f)NnIm(f)={0g}.
3. Montrer que Im(fz) c Im(f).
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