M

Les

CHARTREUX

ECG 1% ANNEE - MATHEMATIQUES APPLIQUEES

JL - www. jeremylegendre.fr

EXERCICES DU CHAPITRE 22
EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

N’hésitez pas a me signaler toute coquille ou erreur.

e0oo EXERCICE 1 - RésoruTion ’EDL1
Résoudre les équations différentielles données.

1.

4.

N

v’ +2y =2, d’inconnue v € C' (R, R)

o L'ensemble des solutions de v +2p = 0 est {x —> e/ A eR).

e Une solution particuliére de v’ + 2y = 2 est x + 1.

’ Conclusion : I'ensemble des solutions de v” + 2y = 2 est {x Ae 241/ eR).

v’ —y =2, d’inconnue y € C'(R, R)
o L'ensemble des solutions de " —p = 0 est {x —> Ae* / A e R}.
e Une solution particuliére de y’ —p = 2 est x —> —2.

Conclusion : I'ensemble des solutions de p’ —y = 2 est {x —> Ae* =2/ A e R}.

v’ —p =x, d’inconnue v € C' (R, R)
o L'ensemble des solutions de " — v = 0 est {x —> Ae* / A € R}.
o Une solution particuliére de v’ =y = x est x —> —x — 1.

Conclusion : I'ensemble des solutions de " —p = x est {x —> Ae* —x—1/ A e R}.

}1/ —p=>5x-4,d’inconnue y € c! (R, R)

e Lensemble des solutions de v" — v =0 est {x —> Ae* / A € R}.

e D’apres les deux questions précédentes et par principe de superposition, une solution particuliére de

v —p=5x—4estx+— —5x-1.

Conclusion : 'ensemble des solutions de v” =y = 5x —4 est {x = \e* = 5x -1/ A e R}.

v’ +v=e*+x, d’inconnue v € C' (R, R)
o L'ensemble des solutions de "+ v =0 est {x —> Ae™ / X e R}.
o Solution particuliére de ' +p =e* +x:
. TN ¢ 1
¢ une solution particuliére de " +p = ¢* est x EL"\;

¢ une solution particuliére de p" +y = xest x > x—1;

ainsi, une solution particuliére de " +v = ¢ + x est x 50‘\ +x-1

Conclusion : 'ensemble des solutions de "+ = ¢* + x est {x = \e

o1
"‘+§e"+x—1//\e]R}.

v’ —p=-2¢"%, d’'inconnue v € C' (R, R)
e L'ensemble des solutions de ;// —yp=0est{xr—Xe* /XeR}.

o Une solution particuliére de " -y = —2¢ " est x > ™.

Conclusion : I'ensemble des solutions de " =y = —2¢ " est {x > Ae* +¢™* / A e R}

1 1
v +y= ++n(x)’ d’inconnue y € CH (R, R)

o L'ensemble des solutions de "+ v =0 est {x —> Ae™ / X e R}.

1
e Une solution particuliére de y’ +p = — + In(x) est x = In(x).

1+ xIn(x)

Conclusion : I'ensemble des solutions de v +y = ——— est {x = Ae™" +1In(x) / A € R}.
X

. v/ =3y =x, d’inconnue y e C}(R, R)

e Lensemble des solutions de p” -3y = 0 est {x > Ae3¥/\e R}.
-1 1
e Une solution particuliére de " -3y = x est x —> 3% 3

Conclusion : ensemble des solutions de v’ — 3y = x est {x —> Ae>* +

-1 1
?A*G//\E]R}.

. v' =2y =x?, d’inconnue y € C' (R, R)

Indication : on cherchera une solution particuliére qui soit une fonction polynomiale de degré 2.

o L'ensemble des solutions de p" -2y = 0 est {x > Ae> /A eR).
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e Solution particuliére de v’ -2y = x? :

Soient a,b,c € R (a % 0). Posons f : x —> ax” + bx +c. La fonction f est dérivable sur R et :

(f est solution de y’ -2y = xz) — VxeR, 2ax+b-2(ax’ +bx+c)=x°

. 2 . — 42
— VxeR, -2ax“+(2a—-2b)x—2c+b=x J par identification

-1
)
— b:—
,721
Y

L . -1 1 1 . AN
Ainsi, la fonction x +— 7,\/2 ~3%7 est une solution particuliére de y’ — 2y = X2,

- 1
Conclusion : ensemble des solutions de v’ — 2 = x? est {x —> Ae?* + 7.\'2 -3¥ 7 /AeR).

10. }/’ -4y = e2x’ d’inconnue y € ct (R,R)

e Lensemble des solutions de p” —4p = 0 est {x > Aet /X eR).

. RN : -1 5,
o Une solution particuliére de v’ — 4y = ¢ est x 782'\.

. =1 5
Conclusion : I'ensemble des solutions de v — 4y = >* est {x —> Ae** + 702" /AeR).

11. v/ -4y = *, d’inconnue v € C' (R, R)
Indication : on cherchera une solution particuliére sous la forme x +—> P(x)e4x, avec P € Ry [X].

o L'ensemble des solutions de p" — 4y = 0 est {x > Ae* /X eR).
e Solution particuliére de v’ — 4y = ot

Soient a,b € R. Posons f : x > (ax + b)e**. La fonction f est dérivable sur R et :
(f est solution de y’ —4y = eJ‘X) e VxeR, ae* +4(ax+b)e — 4(ax + b)e** = oH
— a=1

Ainsi, la fonction x — xe* est une solution particuliére de v’ — 4y = ¢** (aucune condition sur b, qui

peut étre n'importe quel réel... autant prendre b = 0).

’ Conclusion : I'ensemble des solutions de v’ — 4y = e oest {x— Ae* + xe? /N eR).

12. y'+p=2xe™¥, d’inconnue p € C' (R, R)
Indication : on cherchera une solution particuliére sous la forme x > P(x)e™, avec P € Rp[X].

e L'ensemble des solutions de v’ +v = 0 est {x —> Xe ™ / A € R}.
e Solution particuliére de p’ +v = 2xe™ :
Soient a,b,c € R. Posons f : x +—> (a,\'2 +bx+c)e” . La fonction f est dérivable sur R et :
X

(f est solution de "+ = 2.\‘0_‘\‘) = VxeR, (2ax+Db)e ™ —(ax® + bx+c)e ™ + (ax® + bx +c)e ™ = 2xe”

— VxelR, 2ax+b=2x J par identification
a=1
= {5

Ainsi, la fonction x —> x?¢™ est une solution particuliere de " +p = 2xe™ (aucune condition sur c, qui
peut étre n'importe quel réel... autant prendre ¢ = 0).

Conclusion : 'ensemble des solutions de v +v = 2xe™ est {x — Ae ™ +x%¢ ™ / A e R}.

ecoo EXERCICE 2 - RésoLuTion p’EDL2
Résoudre les équations différentielles données.
1. v”+v’ -2y =4, d’'inconnue y € C! (R, R)
o Lensemble des solutions de v+ — 2y = 0 est {x > Ae* +pue™>* / A, pe R).
e Une solution particuliére de " +v" - 2v =4 est x > —2.

’ Conclusion : I'ensemble des solutions de " + 9" =2y = 4 est {x = -2+ Ae™ + ye_z‘\‘ /AueR) ‘

2. 9" +y' —6y=6x-1,d'inconnue y € C} (R, R)
o Lensemble des solutions de v” + 7" - 6p = 0 est {x —> e 4 pe? /A ueR).
e Une solution particuliere de p”" +7’ - 6y = 6x—1 est x —> —x.

’ Conclusion : I'ensemble des solutions de v” + 1" = 6v = 6x — 1 est {x —> —x+ e % +pe® / \,u e R}. ‘

3. 9”-2y"+p=x, d’inconnue v € C' (R, R)
Indication : on cherchera une solution particuliére qui soit une fonction polynomiale de degré 1.

o L'ensemble des solutions de v/ — 2"+ v =0 est {x —> (Ax +p)e* / \,p e R}
e Une solution particuliére de " - 2p” + v = x est x > x + 2.

Conclusion : I'ensemble des solutions de " —2p" +9 = x est {x > x + 2+ (Ax+p)e* / \,p € R}.

4. v -4y +3y =12, d’inconnuely eCY(R,R)
Indication : on cherchera une solution particuliére qui soit une fonction polynomiale de degré 2

EXERCICES DU CHAPITRE 22 - Page 2/9



o Lensemble des solutions de v/ — 4y + 3y = 0 est {x —> Ae¥ +pe>* / A\, pe R}
e Solution particuliére de v/ — 4y’ + 3y = x° :

Soient a,b,c € R (avec a # 0). Posons f : x — ax? + bx +c. La fonction f est dérivable sur R et
(f est solution de " -4y’ + 3y = xz) e VxeR, 2a—4(2ax+Db)+3(ax> +bx+c)=x°
— VxeR, 3a,\'2+(—8a+3b)x+2a—4b+35:x Jpar identification

. I 5
La fonction x —> —x

26
Xt est une solution particuliére de p” — 4y + 3p = x?

Conclusion : I’ensemble des solutions de v” —4p” + 3y = x° est {x —> —x°

b oY ,3x
3 +9.\+27+\e +ue’t /A ue R}

5. 9" —4y"+3y = (2x+ 1), d’inconnue y € C (R, R)
Indication : on cherchera une solution particuliére sous la forme x > P(x)e™, avec P € Ry [X].

o Lensemble des solutions de v — 4’ +3p = 0 est {x —> Ae* +pe* / A, p e R}.
e Solution particuliére de v” =4y’ +3y = (2x + 1) :

Soient a,b € R. Posons f : x +> (ax+b)e” ™. La fonction f est dérivable sur R et

(f est solution de " =4y’ + 3y = (2x + 1)6’7‘\‘)

= VxeR, (ax+b-2a)e" —4(-ax—-b+a)e™™

+3(ax+b)e™"
— VxelR, 8ax—6a+8bh=2x+1

1
a=—
= 3
b=—

16
. 1 5 v . RN o4 —x
La fonction x 1t 1e)e est une solution particuliere de v -4y + 3y = (2x+ 1)e™".

1 5
v+ —

Conclusion : 'ensemble des solutions de v”’ — 4p” + 3v = x° est {x —> ( TRy )f‘\‘ + ¥ +ped / N peR).

6. v =4y +3y=(2x+1)e*, d’inconnue y € C' (R, R)
Indication : on cherchera une solution particuliére sous la forme x +— P(x)e*, avec P € Ry [X].
o Lensemble des solutions de v/ — 4y + 3y = 0 est {x > Ae¥ + pe®™ / A\, p e R}.
e Solution particuliére de p” =4y’ + 3y = (2x + 1)e* :
Soient a,b,c € R. Posons f : x +—> (ax2 +bx+c)e. La fonction f est dérivable sur R et
(f est solution de p” 4y’ +3p = (2x + 1)e*)

— VxelR, “dax+2a-2b=2x+1
-1

a=—

b=-1

+ 7,\')6‘\‘ est une solution particuliére de v — 4y’ + 3y = (2x + 1)e".

1
La fonction x —> (7x2

-1 : . .
Conclusion : 'ensemble des solutions de v” — 4v” + 3v = x° est {x —> (—xz + 7.\’)6‘\ +Ae +ped* /A pe R}

ee00 EXERCICE 3 - SOLUTION PARTICULIERE D'UNE EDLZt )
Notons (E) I’équation différentielle y”' + 3" + 2y = t_—ze_t, d’inconnue y € C! (R}, R).

1. Résoudre I’équation homogeéne associée a (E).

Sans difficulté, on trouve que I'ensemble des solutions de I'équation v”/+3p’+2p = O est {t — e+ w*Z’, DWTRS ]R}
2. Soit y une solution de (E). On pose z: t +—> p(t)et.
2.a. Donner une équation différentielle vérifiée par z.

Puisque v est solution de (E), elle est donc dérivable sur IR; ce qui est alors le cas de z. De plus :

VteR, /()= (w(t)+v'(1) 5 ()= (w(t)+20 (1) + 2" (1)
Or v est solution de (E), d’ou :

t—1
VieR, z/(t)+2/(t) =
2.b. Déterminer alors l'expression de z.

4 , . -1
e Résolvons I’équation v’ +w = —— sur R}.

Sans difficulté, on trouve que I'ensemble des solutions de cette équation est : {t — -+, e ]R}A

e On en déduit alors qu’il existe A € R tel que pour tout t >0, z/(f) = — + Ae™!

Conclusion : il existe A,y € R tels que pour tout t >0, z(t) = In(t) - et W
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J par identificatic

e VxeR, (ax? +bx+c+4ax+2b+2a)e’ —4(ax? + bx+c+ 2ax +b)e’ +3(ax? + by +c)e’ = (2



2.c. Donner alors une solution particulieére de (E).
D’aprés ce qui précéde, vérifions que la fonction f : ¢ —> In(t)e™" est solution particuliére de (E) (on en
veut une, donc on choisit ici A = p =0)....
C’est bien le cas!

3. Conclure sur 'ensemble des solutions de (E).

Conclusion : I'ensemble des solutions de (E) est [r — In(f)e  Ae ™ + w’zf, MUE R}

0000 EXERCICE 4 - CHANGEMENT D'INCONNUE
On consideére le probléme de Cauchy :

J VA2 -+ D)y =0
(E"{ b(0)=1

d’inconnue y € ct (R, R).
Procédons par analyse-synthése pour le résoudre.
1. Analyse. Soit y une solution du probléme de Cauchy (E). On admet que pour tout x € R, y(x) >0
et on pose z = +/y.

l.a. Vérifier que 22"+ 2z =x+1.
Puisque v est dérivable et strictement positive sur IR, la fonction z est également dérivable sur R et :

’ %
VxeR, z'(x) = =——
2\
On a alors, pour tout x e R :
22z = 2 oG
v(x)
v’ (x) +2p(x)

NAES) J car v est solution de (E)

Conclusion : 2z’ + 2z = x + 1.

1.b. En déduire les candidats-solutions possibles pour z, puis pour .
1 1
Puisque z’'+z = 5%t (on pense a normaliser pour utiliser le cours), on obtient aisément: I e R/ Vx €
v 1
R, z(x) = Ae "+ = x.
z(x) = Ae Tk

Mais comme p(0) =1, on a aussi z(0) =1, d'ou A =1.

. . . . 1
Conclusion : la seule fonction possible pour z est la fonction x — ¢~ + T

2

. . . . 1
Par conséquent, la seule solution possible de (E) est la fonction x +— (c’ “ E\) .

2. Synthese. Les candidats-solutions sont-elles des solutions du probleme de Cauchy (E)?

T : N N S : .
On vérifie aisément que la fonction x —— (0 4 5\) est bien solution du probleme.

REMARQUE

On peut donc conclure que ce probléme de Cauchy posséde au moins une solution, celle trouvée.
Puisque I'équation différentielle n’est pas linéaire, aucun résultat de cours ne permet de conclure sur son uni-
cité; méme si c’est bien le cas ici.

0000 EXERCICE 5- CHANGEMENT D’ INCONNUE

]

4 -3 —

Résoudre le probléeme de Cauchy (E) : { xl(fl)— xg *=V=0" Jinconnue Ve cl(Je 400, R), en posant
}) =

1
Z X —p(x).
X
Soit v € C'(Je!; 400, R).
1
La fonction z : x > — U( () est alors C! sur Je™!; +oo[ et, pour tout x €]e”
Vxele™!; 400l v (x) = z(x) + x2’(x)

Par conséquent :

v

' —xeTx-y=0 xz+x%z —xeF—xz=0
. —1. 2 700 — vo—2(X)
& Vxelem+oof, x7z ('\)_Ml J ar x €] 7l;+o<>[ donc x#0
— Vxele loo], 2/(x)ef™) = =
X
X

JCeR/Vxele s +oof, 2 =In(x)+C
Or y(1) =0 et ainsi z(1) = 0... d’ou on obtient :

(y est solution de (E)) — Vx 6](’_1;+oo[, ) = In(x)+1
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Et, pour tout x €]e”!;+co[, In(x)+ 1 > 0... Par conséquent :

(p est solution de (E)) — Vx e}u’] ;+00[, z(x) = In(In(x) + 1)

Conclusion : 'unique solution de (E) est la fonction x + xIn(In(x) + 1).

0000 EXERCICE 6 - TRANSFORMATION PAR CHANGEMENT DE VARIABLE
On considére ’équation différentielle (E) : xzy” -3xy’ +4p =0, d’inconnue y € C*(Rf,R).
1. Cette équation est-elle linéaire ? Qu’est-ce qui change par rapport au cours?
2. Analyse. Soit y une solution de (E). On pose z : t — p(e").

2.a. Justifier que z est de classe C? sur R puis déterminer, pour tout ¢ € R, z’(t) et z”/(¢).
2.b. En déduire que z est solution d’'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients
constants que 'on précisera. Indication : on pourra poser le changement de variable x = ¢' dans
(E).
2.c. En déduire z.
2.d. Conclure sur les candidats-solutions de (E).
3. Synthese. Les candidats-solutions sont-elles bien des solutions du probléme?

4. Conclure.

000 EXERCICE 7 - METHODE DE VARIATION DE LA CONSTANTE
On considére I’équation différentielle (E):p" +y = 1o o5 ouveC (R,R).
e

X 7
1. Résoudre y’+p=0.
L'ensemble des solutions de v+ v = 0 est {x > Ae ™  / A e R}.

2. Soit AeC! (R,RR), et posons f : x —> A(x)e™™. Etablir :

(f est solution de (E)) — (VX eR, N (x)= %)

Puisque A est de classe clsur R, clest également le cas de f; et :

(f est solution de (E)) e VxeR, f/(x)+f(x)= 1+17‘
o

= VxeR, NV(x)e ™ =A(x)e ™+ A(x)e ™" =
X

1
1 +e*

.
1+e*

= VxeR, \N(x)=

3. En déduire une solution particuliere de (E).
Pour trouver une solution particuliére de (E), il suffit alors de déterminer une fonction A telle que Yx €
X
R, \(x)= —.
*) 1+e" )
Prenons A : x — In(1 +¢%).

e

Conclusion : d’aprés ce qui précéde, la fonction x — In(1 +¢*)e™ est une solution particuliére de (E).

4. Conclure sur ’ensemble des solutions de (E).
Puisque (E) est une EDL, le théoréme de structure de l’ensemble des solutions est bien valable, et ’ensemble

des solutions de (E) est alors {x —> Ae™  +In(1 +e%)e™™ / A € R).

00 EXERCICE 8 - METHODE DE VARIATION DE LA CONSTANTE
On considére I’équation différentielle (E): 1" —v=¢° , ott v € C'(R,R).
1. Résoudre y’ -y = 0.
L’ensemble des solutions de y’ =y = 0 est {x = \e* / A € R}.

2. Soit A e CH(R,R), et posons f : x —> A(x)e". Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur
) pour que f soit solution de (E).
1

Puisque A est de classe C* sur R, c’est également le cas de f; et :

(f est solution de (E)) e VxeR, f'(x)-f(x)=¢° '
e VxeR, N(x)e* + Ax)e —A(x)e¥ = ¢
e VxeR, N(x)=c %

3. En déduire une solution particuliére de (E).
Pour trouver une solution particuliére de (E), il suffit alors de déterminer une fonction A telle que Vx €
—y ¢V
R, M (x)=e e .
X

Prenons A : x — —¢°

. ) N . s . ¢ eV . . [N ~
Conclusion : d’aprés ce qui précede, la fonction x — —e*e® ~ est une solution particuliére de (E).

4. Conclure sur I'ensemble des solutions de (E).
Puisque (E) est une EDL, le théoréme de structure de I’ensemble des solutions est bien valable, et I'ensemble
. - X
des solutions de (E) est alors {x —> Ae¥ +—¢*¢® /A e R).
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eee0 EXERCICE 9 - EDL1 NORMALISEE A COEFFICIENT NON CONSTANT (CAS GENERAL)
Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R. On considére I’équation (E): v’ +ay = b,
d’inconnue y € C'(LR), et on note (Eg) I’équation différentielle homogeéne associée a (E).
1. Justifier que a posséde des primitives sur I. On notera A 'une d’elles.
La fonction a est continue sur I'intervalle I; elle possede donc des primitives sur I (conséquence du théoréme
fondamental de 'analyse).
2. Montrer que 'ensemble des solutions de (Efy) est {x — Ae A /) e ]R}, ou A désigne une primi-
tive de a sur L.
On adapte la démonstration du théoréme du cours sur les EDL1...

Sans difficulté, on vérifie que pour tout A € R, la fonction x +— Ae~ A est solution de (Epy).
Soit f une solution de (Efy). On pose g : x +— f(.\')cA("'). La fonction g est alors C! sur I, et sans difficulté,

on obtient :
Vxel, g’(,\‘) =0
Par conséquent, I étant un intervalle :
dAeR/Vxel, g(x)=A

Autrement dit :
INeR/Vxel, f(x)=Ae AW

Conclusion : 'ensemble des solutions de (Efy) est {,\' e A /e IR,}.

3. Supposons que (E) posséde au moins une solution, notée f,.

Etablir que pour tout f € C1(I,R) : f est solution de v’ +ap = b si, et seulement si, il existe A € R
tel que pour tout x €1, f(x) = f,(x) + Ae =AM,

C’est le théoreme de structure de I'ensemble des solutions des EDL... démontrons-le dans ce cas particulier.
Soit feCY(,R). Ona:

(f est solution de ;U'+a}/:b) f+af =b

flraf =f +afy

(f=fp) +alf = fp) =0

(f — fp est solution de (F_H))
INeR/Vxel, (f-fp)lx)= Ao AK)
ANeR/Vxel, f(x)= fp(x)+ patty)

J car f, est solution de vV+ay=>

J d’apres la question précédente

proeee

4. Soient maintenant A € C1(I,R) et fix— )\(x)e_A(x). Déterminer une condition nécessaire et
suffisante sur A pour que f soit solution de (E).
Puisque A est de classe ¢! sur I, c’est également le cas de f; et :

— Vxel f(\)‘*' )f(\) b(x )

= Vxel, \M(x)e™ —A(x)\( )+g( ONx)er = b(x)
— Vxel, N(x)=b(x)erW)

— (/\ est une primitive de x + b(x)e \(“'))

(f est solution de (F))

J car A est une primitive de a

Conclusion : la fonction f : x +— Ax)e 2™ est solution de v’ +ay = b si, et seulement si, A est une primitive
de x —s b(x)e),

5. Conclure sur I'ensemble des solutions de (E).

Considérons alors x( unréel de I. D’apreés le théoréeme fondamental de ’analyse, la fonction A : x +— j b(t)er D dt

est une primitive de x —— b(.\‘)u"\(“') sur [.

X
D’apres la question précédente, la fonction f, : x +— e AW J b(r)@'*“)dr est alors une solution particuliere de
X

X0
(E).

Conclusion : d’apres la question 3, on conclut que I'ensemble des solutions de (E) est {,\' — AeAN) 4

X
(rA(X)J b(t)erBar / x e H{}.
x0

6. En déduire le théoréme sur le probléme de Cauchy associé a une EDLI.

7. Applications. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1 N
7.a. v - V= x?, oupeC (R, R)
1
On trouve que I'ensemble des solutions est {x — Ax + E,\j /Ae ]R}

7.b. v/ =2xp=—(2x—1)e%, o v € C' (R, R)

On trouve que I'ensemble des solutions est {x —— A e Y/ A€ ]R}

ee00 EXERCICE 10 - SYSTEME DIFFERENTIEL HOMOGENE A COEFFICIENTS CONSTANTS
C’est le sujet zéro Ecricome 2022, dont la correction est disponible ici.
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5 1 -4
1. Algebre linéaire. Considérons A =|3 3 —4] et f I'endomorphisme de M3 1(RR) canonique-

1 -1 2

ment associé a A.

l.a. Déterminer le rang de f — 6id. En déduire la dimension puis une base de ker(f — 6id).

2 1
1.b. Posons V=|0 ,ainsiqueU:AV—2VetW:[l].
1 0

1.b.i. Montrer que (U,V, W) est une base de M3 1(RR).
1.b.ii. Déterminer la matrice de f dans cette base, notée T.

2 21
1.b.iii. Posons P = [2 0 1]. Justifier que P est inversible. On ne cherchera pas a calculer
2 1 0

P_l, mais on admettra que A = PTP L.

2. Systéme différentiel.
On consideére le systeme différentiel suivant :

X' (1) 5x(t) +p(t) - 42( )
VieR, { v'(t) = 3x(t)+3y(t)—4z(t)
Z'(t) = x(t)-v(t)+2z(t)

x(t)
y(t) | et on admet que pour tout

z(t)

d’inconnues x,9,z € Cl(IR, R). On note, pour tout réel ¢, X(t) =

(1)
teR, X'(t)=|v'(t)].
2'(t)
2.a. Vérifier que pour tout réel t : X'(t) = AX(t).
2.b. On note, pour tout réel ¢, Y(t) = PIX(¢ t) et on admet que Y’(t) = P~ X7t (t).
Montrer que pour tout t € R: Y'(¢) = TY(¢).
2.c. Soit c € R. Montrer que la fonction t +— cte?! est solution de I’équation différentielle f’ =
2 2t
f+cet.
2.d. En déduire, pour tout t € R, I'expression de Y(t) en fonction de ¢.
2.e. Montrer alors qu’il existe trois réels Ay, Ay, A3 tels que pour tout t e R :

x(t) 2(A t+Ap + Ag)e?t + A5e0!
(t) 2\t + Ag)et + A5e
Z(t) = (2Apt+ A +20)e?!

2.f. En déduire, en notant xg = x(0), 9 = v(0) et zg = z(0) :

6t

1 1
x(t) = (xo yot+20+2(x0—yo))62t+(§(x0+p0)—zo)e

i 1
o)t+zp+ 5 (yo—zo)) 2t+(§(k‘0+?o)—20)66t
2

<
=
m
=
<
=
|

t+Zo)

2.g. Que dire si x(0) =y(0)?

ee00 EXERCICE 11 - EDL3 HOMOGENE A COEFFICIENTS CONSTANTS
On consideére le probléme de Cauchy suivant :

{y”’+2y -y -2p=0
v(0)=2"(0)=1; v”(0)=0

d’inconnue y € C3(IR, R).

v(x) v'(x)
On note, pour tout réel x, Y(x) = | v(x) [ et Y/(x) =] v”(x) |-
y’/(x) ,,/(\
1. Déterminer une matrice A de sorte que pour tout x € R : Y/(x) = AY(x).
2. Diagonalisation de A.
2.a. Déterminer les réels A de sorte que A — AI3 ne soit pas inversible.

2.b. Pour chaque valeur de A trouvée a la question précédente, déterminer une base de ker(A —
A3). On prendra, si possible, des matrices colonnes dont la premiere composante vaut 1.

1 1 1
2.c. OnnoteP=|(-2 -1 1]. Justifier que P est inversible et déterminer P!,
4 1 1

2.d. Calculer P"YAP. On notera D la matrice obtenue.
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3. On pose, pour tout x € R, Z(x) = P_IY(x) et Z/(x) = P_IY’(X). On admet qu'’il existe trois fonctions

u(x) u’(x)
u,v,w, de classe C! sur R, telles que pour tout réel x: Z(x) = | v(x) | et Z'(x) = | v'(x) |.
w(x) w’(x)

3.a. Déterminer Z(0).
3.b. Montrer que pour tout x e R :

Y'(x) = AY(x) &= Z’(x) = DZ(x)

3.c. Résoudre le systéme différentiel Z’ = DZ.

4. Conclure sur le probléme de Cauchy initial.

o000 EXERCICE 12 - EQUATION FONCTIONNELLE
L'objectif de 'exercice est de déterminer toutes les fonctions f définies et dérivables sur R, telles que :

Vo,peR, f(x+y)=f(0)f () (*)

Procédons par analyse-synthese.
1. Analyse. Considérons f une fonction définie et dérivable sur R vérifiant la relation (x).

l.a. Que dire de f dansle casou f(0)=0?
Dans toute la suite de 'exercice, on supposera que f n’est pas la fonction constante nulle.
Si f(0) =0, alors on obtient : Yx e R, f(x)= f(x+0) = f(x)f(0)=0...
(*)

Conclusion : si f(0) =0, alors f est la fonction nulle.

1.b. Déterminer f(0).

Ona: f(0)=f(0+0) = f(0).

)
Par conséquent : f(0) =0, ou f(0) = 1. Mais comme on suppose que f n’est pas la fonction nulle, f(0)
ne peut pas valoir 0, d’aprés la question précédente.

Conclusion : f(0) = 1.

1.c. Etablir:

Immeédiat, avec ().
1.d. En déduire une équation différentielle vérifiée par f.
Puisque f est dérivable sur IR, on peut passer a la limite quand & — 0 dans I’égalité précédente...

Conclusion : Vx e R, f'(x) = f'(0)f(x).

1.e. Conclure sur les candidats-solutions.
En posant a = f(0), f est solution de f" =af. Ainsi: INe R/ VYx e R, f(x)=\e?™.
Mais comme f(0) = 1, on obtient : Yx € R, f(x)=e®".
On obtient alors : Yx € R, f(x) = ae?™ et ainsi on retrouve f’(0) = a, sans aucune condition sur ce réel.

Conclusion : les candidats-solutions sont les fonctions x — e**, avec a parcourant R.

2. Synthese. Les candidats-solutions sont-elles bien des solutions du probléme ?
Oui...
3. Conclure.
Les fonctions définies et dérivables sur R vérifiant la relation (%) sont la fonction nulle et les fonctions x — ¥,

avec a parcourant RR.

0000 EXERCICE 13 - EQUATION FONCTIONNELLE
L'objectif de l’exercice est de déterminer toutes les fonctions f définies et dérivables sur R, telles que :

VxeR, f()f(-x)=1; f(0)=—4 (%)

Procédons par analyse-synthese.

1. Analyse. Considérons f une fonction définie et dérivable sur R vérifiant les relations (*). Posons
gx > f(x)f(=x).
1.a. Montrer que g est constante sur R.
Puisque f est dérivable sur R, g 'est également et, pour tout x e R :

"(xX)f (=x) = f(x)f (=)
X) ,f/((—,\‘))f(—(—,\‘)) J par (%)

g = flx
= ff(-

= 0

Conclusion : la fonction g est constante sur RR.
Et comme g(0) = f(())z =16,ona:YxelR, g(x)=16.
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1.b. En déduire une équation différentielle vérifiée par f.
On a ainsi :
VxeR, f(x)f(-x)=16
Par conséquent : Yx € R, f(x)= 0. Et, en utilisant (*), on obtient :
'(x)
fx)

—

Yy eR, =16

1
Conclusion : f est solution de p’ = T34

1.c. Conclure sur les candidats-solutions. :
On en déduit alors que la seule solution possible est la fonction x > —4eT6™.

2. Synthese. Les candidats-solutions sont-elles bien des solutions du probléme?
Oui...

3. Conclure. !
La seule solution du probléme est la fonction x > —4eT6 ",

ecoe EXERCICIE 14 - COMPORTEMI;:NT DES SOLUTIONS D'UNE ED NON LINEAIRE ,
Soit p € C* (R, R) telle que " = e™¥ —e™°Y + ¢7Y. Déterminer les limites de p et p” en +oo.
Dans les grandes lignes...
e On commence par justifier que les limites de v et v’ existent bien en +co...
o Onay =eY(1-c% +e )= fy((l —e ¥ (072}’)2) >0...
o Lafonction p est donc croissante sur R*. D’aprés le théoréme de limite monotone, elle posséde donc une
limite en +oo.
o En redérivant I’égalité, on obtient de fagon analogue que v” > 0 : v’ est décroissante sur R™. De plus,
étant minorée par 0, d’aprés le théoréme de limite monotone, elle posseéde une limite finie en +oco.
Remarque : on peut aussi justifier plus simplement que v’ posséde une limite finie en +oo, en utilisant I'égalité
v’ =Y —e73Y 407 ot en distinguant selon que v tende vers U'infini ou un réel en +co... Mais la décroissance
de v’ servira plus tard !
e Par I'absurde, on démontre que ]+im v’ = 0. Puisque 'on sait que v’ est strictement positive sur R", on suppose
(0]
donc que limy’ > 0. Notons L =1limy’.
+00 +00
On veut faire un lien entre v’ et ... on pense au théoréme fondamental de l'analyse!

X
VxeRY, y(x) = J v (t)dt

0

Et comme y' est décroissante, on obtient, par croissance de I'intégrale :
YxeRY, y(x) > xv'(x)
Puisqu’on a supposé L > 0, on obtient par comparaison :
li )(x) =
Hm y0) = oo

Mais, pui ’=¢¥ —¢73 172, on obtient : lim v’(x) =0 : absurde!
ais, puisque 7 = e e te on obtient Jm y (x)=0:absurde
Conclusion : p” tend vers 0.

e DPar l'absurde, on obtient alors immédiatement que v tend vers +co.
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