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La qualité de la rédaction, le soin porté & la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont

des critéres importants dévaluation.

Quelques précisions :
e la copie devra présenter une en-téte d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
e les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé. Le sujet est a rendre avec la copie.

Si, au cours de [épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur dénoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition

en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

‘Carpe Diem : profitez du jour présent mes amis, que votre vie soit extraordinaire.
John Keating [Le cercle des poétes disparus]
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EXERCICE 1

X
On considere la fonction f: x — it On note %} sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.
X2 4 x
1. 1.a. Justifier que la fonction f est définie sur R.

1.b. Etudier les variations de f ainsi que ses limites en —oco et +oo. Interpréter graphiquement les limites obtenues.
1.c. Déterminer l'équation réduite de la tangente a 6; au point d'abscisse 0, notée .

1.d. Etudier la position relative de ; par rapport & .

1.e. En utilisant les résultats précédents, représenter, dans un repére judicieusement choisi, l'allure de %.

P . ST . ug = 1
2. On considere la suite (u,),en définie par : «[ Wn €N, Uy — Fluy)
1 1
2.a. Soit p € N*. Montrer que : f (7) < —
p p+1
2.b. En déduire par récurrence : Vn €N, 0 < u, < P
2.c. Justifier que la suite (u,),en est convergente et donner sa limite.
1
2.d. Vérifier que pour tout n € N, =u,+1+—.
Upiq up
1 =1
2.e. En déduire, en utilisant le résultat de la question 2.b. : Vn € N*, — <n+ 1+ Z T
UI7
k=1
. o 1 k1
2 2fi  Justifier que pour tout k € [[2; +00] : P < ;dx.
k=1
"1
2.fii. En déduire : Vn € [2; o0, ; £ < Inn).
1
2.g. Déduire des questions précédentes : Vn € [2;+oo[, n+1< — < n+2+In(n).
2.h. Conclure en donnant un équivalent de u, lorsque n — +oo puis déterminer la nature de la série Z u,.
n>0
EXERCICE 2

Dans cet exercice, p désigne un réel de ]0; 1] et on note g =1 — p.
On considére deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, IP), indépendantes et suivantes toutes deux la méme
loi géométrique de parametre p.

1.

On pose Z = min(X; Y) et on admet que Z est une variable aléatoire, elle aussi définie sur (Q, A, P).
1.a. Pour tout entier naturel k, calculer P([Z > k]).
1.b. Etablir :

Vk e N, P(Z=k) =P(Z > k—-1) —P(Z > k)
1.c. En déduire que Z suit la loi géométrique de parametre 1 — g°.

On définit la variable aléatoire T de la fagon suivante :

X

Xw) st X(w) est pair
TweEQ Tw) =1 1% x4y

— st X(w) est impair

2.a. Expliquer soigneusement ce que renvoie la fonction Python suivante.

import numpy.random as rd
def mystere(p):
n=1
while rd.random()<1—p:
n=n+1
return n

o o s oW o =

2.b. Ecrire une fonction Python prenant en argument un réel p de ]0; 1 et renvoyant une réalisation de la variable aléatoire T.
Ce programme pourra utiliser la fonction mystere précédente et on rappelle qu'en Python, l'exécution de a)b renvoie le reste de la
division euclidienne de a par b.

2.c. Montrer que T prend des valeurs entiéres positives non nulles.
2.d. Réciproquement, justifier que tout entier naturel non nul k est élément de T(Q) et en déduire que T(QQ) = N*.
2.e. Pour k € N*, exprimer l'événement [T = k| en fonction de certains événements [X = i] puis montrer que T suit la méme loi que Z.
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EXERCICE 3

On désigne par n un entier naturel non nul, et l'on se propose d'étudier les solutions sur R} de l'équation :
(Ep) :Wn(x) +x=n

A cet effet, on introduit la fonction f : x —> In(x) + x, définie sur R}

PARTIE 1 : EXISTENCE DES SOLUTIONS DE (Ej)

1. 1.a. Dresser le tableau de variations complet de f sur R}
1.b. Montrer que f est une bijection de RY sur R et donner le tableau de variations de f~".
1.c. En déduire que, pour tout entier n € N*, (E,) admet une solution et une seule notée x,,.

2. Démontrer que la suite (x,),en+ alnst définie est strictement croissante et que lim x, = +o<.
—+00

n
3. Donner la valeur de x.

4. 4.a. Montrer que : ¥x € R}, In(x) < x.

<X <.

<
4.b. Prouver que lon a: Vn € N*, g

5. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme Python suivant de sorte que, pour tout n € N7, Uexécution de suite_x(n)

renvoie une valeur approchée de x, & 107> prés obtenue par la méthode de dichotomie.

1|import numpy as np

2

sldef suite_x(n):

4 a=......

5 b=......

6 while b—a>10xx(—3):

7 m=......

8 if np.log(m)4+m... ...
9 b=m

10 elif np.log(m)4+m......
" a=m

12 else :

73 |

14 return (a+b)/2

PARTIE 2 : OBTENTION D'UN DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE (X,)peN-

[ n .
6. A l'aide du résultat de la question 4.b., montrer que LLT n(: ) = 0. En déduire que : x, s
7. On pose, pour tout n € [2; +oo[, u, = .
. p , P ) Oolnfln(n)-
n (ﬁ)
7.a. Montrer que : ¥n € [2;400[, u, —1 = Tp’)
7.b. Quelle est la limite de (t,)ne[2+oof *
7.c. Prouver alors successivement :
n n _1
n(x,) ~ ln(n) ln(X—) ~ Xy up—1 ~
n—+o00 n n—+oa N n—+oo ]

8. En déduire que :

EXERCICE 4

PARTIE 1 : QUESTIONS PRELIMINAIRES.

Dans cette partie, x désigne un réel élément de |0, 1].

n
1. 1.a. Pour tout n de N* et pour tout t de [0, x], simplifier la somme Z 1
k=1
tﬂ
11—t

dt.

n k X
1.b. En déduire que : Vn € N, ) X? — —In(1—x) f]
k=1 0
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1.c. Etablir par encadrement que l'on a : lim / 7 ! tdt =0.
0

n—+o0Q

k

k +00
X X
1.d. En déduire que la série E ? est convergente et que lon a : E i

k>1 k=1

= —1In(1 —x).

2. Soit m un entier naturel fixé. A laide de la formule du triangle de Pascal, établir 'égalité :

w2 (20

k=m

3. On considére une suite (Xi)ken- de variables aléatoires, mutuellement indépendantes, suivant toutes la loi géométrique de parametre x, et

n
on pose, pour tout n € N*, S, = ZXk‘

k=1

3.a. Soit n € N*. Etablir que S,(Q) C [n; +oo[ puis démontrer que, pour tout entier k supérieur ou égal & n+1, on a :

k=1

P(Sir = k) =5 P([S, = JIN[Xeur = k)

J=n
3.b. En déduire, par récurrence sur n, que la loi de S, est donnée par :

k—1

Vke[m+uﬁlﬂﬁn:kbz(n_1

)X”“ _ X)k—n

3.c. En déduire, pour tout entier naturel n non nul :

PARTIE 2 : ETUDE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE.

Dans cette partie, on désigne par p un réel de |0, 1] et on pose g =1 — p.
On considere la suite (ug)ren=, définie par :

Yk € N*, U = —

Kin(p)

4. 4.a. Vérifier que la suite (ug)ren+ est a termes positifs.
4.b. Montrer, en utilisant un résultat de la partie 1, que la série Z ug est convergente de somme égale a 1.
k>1
On considere dorénavant une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par :

Vk € N*, P(X = k) = u,

5. 5.a. Montrer que X posséde une espérance et la déterminer.

—q(g + In(p)
(pIn(p))*

6. Soit k un entier naturel non nul. On considére une variable aléatoire Y dont la loi, conditionnellement a l'événement [X = k], est la lot
binomiale de parametres k et p.

5.b. Montrer également que X posséde une variance et vérifier que : V(X) =

6.a. A laide de la question 1., montrer que :

In(1+ q)
IP([Y:O]):1+W
(o) _ (o)
6.b. Aprés avoir montré que, pour tout couple (k, n) de N* x N*, on a : f = ”;1 , établir que, pour tout entier naturel n non nul, on a :
+00
pﬂqﬂ k . ‘] z k*ﬂ
P(Y =n)=—
(¥ ==t (v 1) (@
En déduire, grace a la question 3., 'égalité :
qﬂ
P(Y=n)=——""—
=== i)
+0o0
6.c. Vérifier que lon a Z]P([Y =n)=1
n=0

1.8.9.9.0 ¢ ¢ dHINE 20 898 ¢ ¢ ¢
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