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(CHARTREUX CONCOURS BLANC - EPREUVE 1

SAMEDI 18 NOVEMBRE - 4H0O

La qualité de la rédaction, le soin porté & la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont
des critéres importants dévaluation.

Quelques précisions :
e la copie devra présenter une en-téte d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
o les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé. Le sujet est a rendre avec la copie.
Si, au cours de lépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur dénoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

‘Chaque homme sait une quantité prodigieuse de choses qu'il ignore qu'il sait’
Paul Valéry

X Attention !
Les arguments / éléments qu'il ne fallait pas oublier... Les éléments surlignées ne sont

Les arguments / éléments non notés mais qui font tellement plaisir... pas les seuls éléments de ba-
reme ! Ils sont simplement ceux

qui ont souvent été oubliés...

CONCOURS BLANC - EPREUVE 1 - Page 1/20


www.jeremylegendre.fr

EXERcICE 1 (INSPIRE DE : EcrRICOME 2016 E)

Pour tout couple de réels (x, y), on définit la matrice M(x, y) par :

3x —2x+2y 2x—y
Mx,y)=|—x—y 4x—3y —2x+y
-2y 4x — 4y —X+y

On note E l'ensemble des matrices M(x, y) oli x et y décrivent R :
E={Mlx.y) /| (xy) € R’}

On note A= M(1,0) et B = M(0,1).
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R). En déterminer une base et donner sa dimension.

Ona:
3x —2x+2y 2x—y
E = —x—y 4x—=3y —2x+y| [(xy R’
—2y Ix — 4y —X+y
3 =2 2 0 2 -1
= x|=1 4 =2|+y|{-1T =3 1 [ (x,y) € R?
0 4 -1 -2 -4 1
= \Vect(A B)
Puisque A, B € M;5(R), on an déduit que E est un sous-espace vectoriel de M5(R). De surcroit, la famille
(A, B) est :

e génératrice de £ d'apreés ce qui précede,
e libre car seulement constituée de deux matrices non colinéaires.
| Conclusion : la famille (A, B) est une base de E et ainsi dim(E) = Card(A, B) = 2.

2. Montrer que 1, 2 et 3 sont valeurs propres de A et déterminer les espaces propres associés. & Méthode !

2 -2 2 —1 —1 —1 4 Plusieurs méthodes possibles
e OnaA—hL= | -1 3 =2 | etonremarque que (A—Fh) [ 1 =034, ainst:A | 1 = 1. ici.. On pourrait également
0 4 ) s 2 2 résoudre des systémes (sans
oublier, apres résolution, de
—1 —1 mentionner que le réel en ques-

tion est bien valeur propre) pour
obtenir une famille génératrice
2 de chaque sous-espace propre.

Puisque | 1 # 034, on en déduit que 1 est valeur propre de A et que | 1 en est un vecteur

propre associé.

1T =2 2 -2 -2
e OnaA—-2L=|—-1 2 —2| etonremarque que (A—2hL)| 3 | =034, ainsi: A 3 | =
0 4 -3 4 4
-2 -2 -2
2 3 |.Puisque | 3 | # 054, on en déduit que 2 est valeur propre de A et que | 3 | en est un
4 4 4
vecteur propre associé.
0o -2 2 —1 —1
e OnaA—-3L5= | -1 1 —2 | et on remarque que (A—3h) | 1 =034, ainsi : A | 1 =
0 4 -4 1 1
—1 —1 —1
3 1 |.Puisque | 1 | # 054, on en déduit que 1 est valeur propre de A et que | 1 | en estun

1
vecteur propre associé.
Conclusion : 1,2 et 3 sont valeurs propres de A; et chaque sous-espace propre associé est de dimension au s Rappel...
moins 1. Mais, on sait : Z dim (E,(A)) < dim (M54(R)) = 3. On en déduit, par saturation, que chaque Par définition, un sous-espace

propre est toujours de dimen-

AESP(A) sion au moins 1!
sous-espace propre est de dimension égal a 1. Puisque l'on a exhibé un vecteur non nul de chaque, on en a
une base.
—1 1
Conclusion : 1 est valeur propre de A et £1(A) = Vect 1 = Vect —1
2 -2
-2
2 est valeur propre de A et E;(A) = Vect 3
4
—1 1
3 est valeur propre de A et E£3(A) = Vect 1 = Vect -1
1 —1

3. Démontrer que la matrice A est diagonalisable et préciser une matrice inversible P de M;(R) dont la premiere
ligne est (1 —2 1) telle que :

1T 0 0
A=PD4sP", o Dy={0 2 0
0 0 3
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1 -2 1
-1 3 -1
-2 4 —1

e Notons % = . Ona:

o A est libre car constituée de vecteurs propres de A associés a des valeurs propres différentes,
o Card(#) = 3 = dim (M3,(R)).

La famille % est donc une base de M3;(R). Il existe donc une base de M5 1(R) constituée de vecteurs

propres de A.

| Conclusion : A est diagonalisable.

1T =2 1
e Posons alors P = [ =1 3 =1, qui est inversible car il s'agit de la matrice de passage de la
-2 4 -1

base canonique de M5 (R) vers la base Z.
Et, d'apres la formule de changement de base, on a :

A= PDsP™
4. Déterminer P~
12 -
Méthode habituelle.. On trouve P~' = [1 1 0
2 0 1
. Calculer BP. En déduire lexistence d'une matrice diagonale Dg que l'on explicitera telle que :
B = PDgP™"
On a
0o 2 -1
BP={(0 -3 1
0 —4 1

On remarque également que :

0o 2 -1 1T =2 1 0 0 0
0 -3 1 = -1 3 -1 0o -1 0 0 0 0
0 -4 1 -2 4 -1 0o 0 -1 J enposant Dg= |0 —1 0
= PDg 0 0 -1
D'ou :
BP = PDg
Et comme P est inversible :
B = PDgP™"
0 0 0
Conclusion : B=PDgP ', avec Dg= [0 —1 0
0o 0 -1

. Déduire des questions précédentes que, pour tout (x,y) € R? il existe une matrice diagonale D(x,y) de
M;(R) telle que :
M(x, y) = PD(x, y)P"

Soit (x,y) € R? On a:

M(x, y) xA+yB
XPDAP™" + yPDgP™

= P(xDa+ yDg)P™

J questions 3. et 5.

J en posant D(x, y) = xDa + yDg

= PD(x,y)P"
X 0 0
D'oli le résultat, puisque D(x,y) = [ 0 2x—y 0 est bien diagonale.
0 0 3x—y
. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur (x, y) pour que M(x, y) soit inversible.
X 0 0
Soit (x, y) € R% D'aprés la question précédente, M(x, y) est semblable & la matrice [ 0 2x —y 0
0 0 3x—y

Donc les valeurs propres de M(x, y) sont : x, 2x — y et 3x — y.
Et on sait que M(x, y) est inversible si, et seulement si, 0 n'est pas valeur propre de M(x, y)..

x %0
Conclusion : M(x, y) est inversible si, et seulement si : 2x—y+0 .
3x—y+0

== Rappel...

L'argument général est ‘la
concaténation de familles libres
de vecteurs propres associés a
des valeurs propres différentes
est une famille libre".

& Méthode !
On peut bien évidemment cal-
culer P'BP... Je montre ici
une autre méthode (si la matrice
P~ navait pas été calculée
en question précédente par
exemple...).

Mais comment fait-il !

Ce n'est "que” U'interprétation du
produit matriciel qui permet de

le voir...

CONCOURS BLANC - EPREUVE 1 - Page 3/20



8. Montrer que B? est un élément de E. La matrice A? est-elle aussi un élément de E7
Soit M € M;(R) telle qu'il existe une matrice diagonale D vérifiant M = PDP~' On a :

— Petite remarque

Bien entendu, on peut calculer
2 2 , p
Y€ RZ /M M(X' Y) B? et A% puis traiter la suite de
X, L = X, acon analogue (on remarquerait
y) € R (PDP7)? = Mix, y i L
)
)

o

M e E

uestion 6. ) ;
x.y) €R? | PD*P~" = PD(x, y)P~’ Ja que B = —B et il faudrat
2 2 résoudre A = M(x, y)..). Mais
X y) < R®/D D<X' y) la méthode proposée ici est
nettement moins calculatoire (il
e On sait que B=PDgP " etona: fallait y penser...) !

3
3
3
3

1711

0 0 O
Dé = 0 1 0
0 0 1
= D(0,-1)
Ainsi, d'apres l'équivalence établie ci-dessus, B’ e E.
e On sait que A= PDyP!
1T 0 0
Df\ =10 4 O
0 0 9
Soit (x,y) € R’ On a alors :
7 0 O X 0 0
Di=Dy < [0 4 0]=[0 2x—y 0
0 0 9 0 0 3x —y
X = 1
= 2x — y = 4
3x — y =9
x = 1
= y = =2
y = —6

Ce systéme n'a pas de solution. Il n'existe pas de couple (x,y) € R’ tel que D} = D(x, y).
Ainsi, d'aprés l'équivalence établie ci-dessus, A” ¢ E.

Conclusion : B> € E et A* ¢ E.
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Exercice 2 (EDHEC 2023 E)

1. Donner un exemple d'une fonction f de R dans R pour laguelle il existe un réel K €]0; 1] tel que, pour tout
couple (x, y) de réels, on ait :
) = f(y)] < Klx =yl (¥)

La fonction constante égale a 0 convient... Toutes les fonctions constantes conviennent! Et toutes les fonctions
x — ax avec a €)0; 1] aussi par exemple. Bref, ce n'est pas ce qui manque !

On considére pour toute la suite une fonction f vérifiant la condition précédente. On dit que f est K-
contractante.

2. Montrer que f est continue sur R.
Soit x € R. Montrons que f est continue en x.
On a, puisque f est K-contractante :

Yy €R, 0.< |f(x) = f(y)| < K|x—y|

Or lim |y — x| = 0. D'ou, par théoreme d'encadrement :
y—x

lim |£(x) = f(y)] =0
y—x
Ainst :
lim f(y) = f(x)

y—x

Par conséquent, f est continue en x.

Conclusion : f est continue sur R.

3. A laide de la relation (x), montrer par l'absurde que l'équation f(x) = x, d'inconnue x € R, admet au plus
une solution.
Raisonnons par l'absurde et supposons donc que l'équation f(x) = x admet au moins deux solutions différentes.
Notons x; et x, deux solutions différentes de l'‘équation f(x) = x.
Puisque f est K-contractante, on a :

[f(x1) = Fa)] < Klxi —x
Mais f(x1) = x1 et f(x2) = xo, d'ou on obtient :
[x1 — x2| < Klx1 — x
Et puisque x; # x2, on a |x; — x2| # 0, et en divisant par |x; — x| > 0, on obtient :
1<K

Ce qui est absurde car K €]0;1].

Conclusion : 'équation f(x) = x possede au plus une solution.

4. On considere la suite (u,),en définie par la donnée d'un réel ug et la relation de récurrence v, = f(u,),
valable pour tout n € N.

4.a. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :
n
[Unt1 — up| < K"ur — ug

Par récurrence.

e Initialisation. Pour n = 0.
Ona:K%=1, dob: |u; — uo| < K°uy — ug|. Initialisation vérifiée.

e Hérédité. Sot n € N. Supposons que |u,1 — u,| < K"|us — ug| et montrons que |u, 2 — Upy1] <
K™ uy — ug| Par hypothése de récurrence :

|Ups1 — up| < K"y — ug|

Donc, puisque K >0 :
Klttpor — 0] < K™y — uo]

Or, d'apres (%) appliquée avec x = u, 41 et y = u,, ona:
!f(u,m) — f(u”){ < Klupsr — uy|

Autrement dit :
‘U/HZ - Un+1| < K‘U/Hﬂ - “n‘

D'ou, par transitivité :
1+1
U2 — tpr] < K™ uy — ug]

['hérédité est ainsi établie.

Oh le filou...

Celut qui est un peu filou peut
méme proposer la fonction f
définie en question 6... Mats il
vaut mieux ne pas étre trop filou
en début d'exercice !

X Attention !
Un mauvais raisonnement
consiste a dire que pour que
f soit K-contractante, il faut
qu'elle vérifie les hypotheses
du théoreme de U'IAF (avec
K €]0; 1[). Non ! Ce n'est pas
nécessaire, cest simplement suf-
fisant !

Important !

La négation de "l'équation ad-
met au plus une solution” est
‘l'équation admet au moins 2
solutions”.

CONCOURS BLANC - EPREUVE 1 - Page 5/20



Conclusion : pour tout entier naturel n, on a |u,11 — u,| < K"|uy — ugl. |

4.b. Etablir la convergence de la série de terme général u,.1 — u,, puis en déduire que la suite (u,),en est
convergente. On note @ sa limite.

X Attention !
e Ona: .
On compare les termes géné-
o d'aprés la question précédente, Vn € N, 0 < |upy1 — u,| < K"uy — o] raux, pas les sommes partielles

o puisque K €]0;1], la série > K" est une série géométrique convergente; donc la série

n>0

E K"|uy — ug| est également convergente.

n>0
Par critere de comparaison sur les séries a terme général positif, on en déduit que la série
E |uns1 — u,| est convergente.

— = Rappel...
n=0 Résultat a connatltre... Qui dé-
Autrement dit, la série > (up41 — uy,) converge absolument, donc converge. coule du fait que pour tout N €
N
n>0
N Y (a1 — ) = ung — uo.
e Or, on sait que > (Uns1 — up) et (uy)pen ONt Méme nature. n=0 )
On raisonne ensuite par
n=0 double-implication pour montrer
Conclusion : la suite (u,),en converge vers un réel . | D (unsr = ty) OV ssi (up)nen
n>0
CV.
4.c. Conclure que l'‘équation f(x) = x possede une unique solution.
e Ona:
o VneN, uyp = f(uy),
¢ (Up)nen converge vers ¢ (question précédente),
o f est continue en ¢, car continue sur R (question 2.).
Doou: f(4) = ¢.
Par conséquent, l'équation f(x) = x posséde au moins une solution.
e Mais, d'apres la question 3., l'équation f(x) = x possede au plus une solution. Petite remarque ———

. > K N N - : — - On a finalement établi que
Conclusion : l'équation f(x) = x possede une unique solution (cette solution est la limite de la suite | | toute fonction contractante

(U/7)/7CN)4 possede un et un seul point fixe.

5. On désigne par n et p des entiers naturels tels que p > 1.

n+p—1 n+p—1
5.a. Justifier que lon a : E [uisr —uy] < E K x |ug — ugl.
i=n i=n

Remarquons que, puisque p > T, onan+p—12>n.
Puis, d'apreés la question 4.a. :

Vie[nmn+p—1] |y —ul| <Kur—uo

D'ol le résultat en sommant de na n+p—1.

n+p—1 n+p—1

Conclusion : Ui — U] < K" % |u1 — ug.
i+ i 0

i=n i=n

5.b. En déduire l'inégalité :

1—K?
n
Untp — Un| <K W"“ — Up
Ona:
e D'apres l'inégalité triangulatre :
n+p—1 n+p—1

E Uipr — U SE [Uy1 — Uy

=n =n

e Par télescopage :
n+p—1

§ Uipr — Ui = |Un+p — Uy

=n
n+p—1 n+p—1
e D'apres la question précédente : Z [ui1 —u] < Z K"« |uy — ugl.
=n =n
D'ol, par transitivité :
n+p—1

Unsp — Up| < > K' x |uy — ug

i=n
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n+p—1 n+p—1
K" % |ug —u = |uy—u K
> jur —uol = Jur —uo] 3 Jktn
=n =n ,‘ +1
1 — KH‘F,U* —n
= |Ju—uwK'———————
1ok K
n T
= |u; — uglK
p
. . n
Conclusion : |upsp — u,| <K |uy — uol.
1-K
5.c. Etablir enfin :
Kﬂ
a—u,|l < ——|ujp — ug
o —ul < =l
D'apres ce qui précede, on a établi :
. 1—KP
VP € N‘r U/7+p*u/7‘ g K" 1-K |U1 - UO‘
Or :
e lim u,y, = a, dou, par continuité de la valeur absolue sur R :
p—+00
im |upsp — upn| = |a —uy|
p—+oo

e K €)0;1], donc lim KP =0

p——+o0

Finalement, on obtient le résultat voulu en passant a la limite quand p — +o0 dans l'inégalité ci-dessus.

n

Conclusion : |a — u,| < ﬁ|u1 — ugl.

6. Etude d'un exemple. On considére la fonction f définie sur R par :

1
VEER, M) = 7o

6.a. Justifier que f est de classe € sur R puis calculer, pour tout t € R, f'(t) et f”(t).

e La fonction t — 1+ ef est de classe € sur R, comme somme de telles fonctions, et ne s'annule

pas sur R.
Ainsi, f est de classe € sur R.
e SoitteR. Ona:

(+e)
—el(1+e)? +e'2e!(1+e)
(1t e
—e'(1 +e') + 2(e)’
(tep

efle — 1)
(+ep

6.b. Déterminer les variations de " sur R puis en déduire :

F(t) =

f//( {,) -

VteR, |f(t)] <

N

Soit t € R. Ona:

efle! —1)
(t) = —
W)= A rep

Or: 1 Z

e 10 : ¢ >701 J stricte croissance de In sur R}
Dol
X |—00 0 +00
(1) - 0 +
4

On sait aussi que, pour tout t € R, f/(t) < 0.

—1
D'ou, d'aprés le tableau de variations de f’ (7 est le minimum de f sur R, atteint en 0) :

—1
ViER 4 < (1) <0

Pourquoi ?
Pourquot cette histoire de conti-
nuité ? Pour pouvoir ‘rentrer’ le
passage a la limite a "l'intérieur’
de la valeur absolue.

m Réflexe !
On démontre :

11
VieR <)<

Petite remarque

Le calcul des limites n'est pas
demandé et pas nécessaire pour
conclure...
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6.d.

6.f.

N o v a2 W o =

6.g.

~

Et ainsi, par transitivité :

—1
vt eR, T < (1)

I\
=

1
Conclusion : Vt € R, [f(t)] < 7

1
En déduire que f est Z—contractante.
On sait que :

e f est dérivable sur R sur R (car de classe €7),
1
e pour tout t € R, |f'(t)| < 7 (question précédente).

Donc, d'aprés l'inégalité des accroissements finis :

1
Yix,y) € R% [f(x) —fly)| < al =yl

1
Conclusion : f est Z—contractante.

On consideére la suite (u,),en définie par ug = 0 et la relation de récurrence u,.1 = f(u,), valable pour
tout entier naturel n. Montrer que cette suite est convergente. On note toujours a sa limite.
On se retrouve dans le contexte de la question 4..

Conclusion : d'apres la question 4.b., la suite (u,),en est convergente.

Ecrire une fonction Python telle que, pour tout n € N, l'exécution de suite(n) renvoie la valeur de
Up.

import numpy as np

def suite(n):
u=0
for k in range(1,n+1):
u=1/(T+np.exp(u))
return u

En s'appuyant sur le résultat de la question 5.c., établir que u, est une valeur approchée de a a moins

2
de 1073 pres dés que 4" > @

1 1
Onaug=0etu;==.Ainst: |ug—ui| = =.
2 : 2
D'aprés la question 5.c., puisque f est Z—contractante et que lon peut appliquer ce qui a été fait

1
précédemment avec K = 1
1

w1
VneN, |a—u, < 5
1—32
Autrement dit : r
v N, — Un g S 4.
neN, |a—u, 32
Soit ensuite n € N. Dés lors, pour que u, soit une valeur approchée de a & moins de 1077 prés, il suffit
21 _3
que 33 <10
o 21 2000
S <107 = <A
340 — 3 -

2000
Conclusion : u, est une valeur approchée de a & moins de 102 pres dés que 4" > —

En déduire un programme Python, utilisant la fonction précédente, qui calcule et affiche la valeur

approchée de a qui en résulte.

2000
Il suffit d'un programme qui calcule et affiche la valeur de u, pour un certain n vérifiant 4" > ——.

3
2 — 200
WJ + 1. Dans ce cas, 4" > oo et u, fournit une valeur approchée

Posons n = |

satisfaisante.
Le programme suivant répond donc a la question.

n=int (np.floor ((np.log(2000)—np.log(3))/np.log(4))+1)
print (suite(n))

Petite remarque

[ln(2000) —n(3)
n(4)

Tout ¢a pour ¢a !

|+1=5.
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6.h.

On peut aussi procéder ainsi :

n=0

while 4xxn<2000/3:
n=n+1

print (suite(n))

Interpréter cette valeur approchée en lien avec la fonction f.
D'apres ce qui a été fait en question 4.c., on en déduit que a est lunique point fixe de f.

Conclusion : cette valeur approchée est donc une valeur approchée de l'unique point fixe de f, & 1073
pres.
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Exercice 3 (INSPIRE DE : EML 2013 E)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considére une urne U contenant n boules numérotées de 1 a n et
indiscernables au toucher.
On effectue une suite de tirages d'une boule avec remise de la boule dans l'urne U.

Chaque partie étudie une expérience ainsi que des variables aléatoires différentes. Les parties peuvent étre traitées
indépendamment.

PARTIE |

Soit k un entier supérieur ou égal a 1. Pour tout i € [1,n], on note X; la variable aléatoire égale au nombre
d'obtentions de la boule numéro i au cours des k premiers tirages.
On suppose que toutes les variables aléatoires de cette partie sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).

1. Soit i € [1, n]. Donner la lot de X;. Rappeler l'espérance et la variance de X;.
e L'expérience consiste en k répétitions d'épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes (tirages avec
remise) dont le succes ‘obtenir la boule numéro {" est de probabilité — (équiprobabilité du choix des

n

boules).
e la variable aléatoire X; compte alors le nombre de succes sur ces k répétitions.

Conclusion : X; — #& (k, 1) ;
n

Xgﬂ[&kﬂVjeWI@,P¢¥fD(f)(ly(11)kj

amszmszfly

n n n
2. Les variables aléatoires Xi, X5, ..., X, sont-elles indépendantes?
- . .y , 1
e D'apres la question précédente, pour tout i € [1;n], P(X; = kJ) = —.
n

Donc : .
[ JP(X. = k) +0
i=1

k
e Mais il est impossible de tirer k boules 1, k boules de chaque numéro, donc ﬂ[X[ =k]=o. Dol :
i=1

Par conséquent :

— Important !

o

L'énoncé n'est pas la pour pié-
ger, surtout en début d'exercice.
Une question formule sous
forme interrogative est souvent
fausse. C'est un exemple clas-
sique ici. Les VA ne peuvent pas
étre indépendantes : le nombre
de boules 1 obtenues impacte le
nombre de boules 2..

| Conclusion : les variables aléatoires X, X, ..., X, ne sont pas indépendantes.

3. Soit (i, j) € [1, n]* tel que i # j.
3.a. Déterminer la loi de la variable X; + X;. Rappeler la variance de X; + X.
e |'expérience consiste en k répétitions d'épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes (tirages
avec remise) dont le succes ‘obtenir la boule numéro i ou la boule numéro j* est de probabilité .

(équiprobabilité du choix des boules).
e La variable aléatoire X; 4 X; compte alors le nombre de succés sur ces k répétitions.

) 2 2k 2
Conclusion : X; + X; — % (k; f) et ainsi V(X; + X)) = — (1 - f).
n n

n
| REMARQUE |

Il est possible de traiter cette question autrement...
des entiers positifs et inférieurs ou égaux a k.

ou égal a k.
Dot - X; + X; C [0; k].

e Soit p € [0; k]. D'apreés la formule des probabilités totales, avec ([X; = m])me[[()‘k]]

e Puisque X; est le nombre de boules i et X; le nombre de boules j, les valeurs de X; + X; sont nécessairement

En effet, i # j, donc le nombre de boule i ajouté du nombre de boules j obtenues lors de k tirages est inférieur

comme systeme complet
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d'événements, on a :

P(X + X, = p)) mlNXi+ X; = p})

mN[X; =p—m)

J Vm>p, [Xj=p—ml=a.

m]N[X; = p — m])

boules numéro i, p — m boules numéro j et k — p autre boules.
Par indépendance des tirages (avec remise), la probabilité d'apparition d'une telle issue est égale a :

B G -2

Question : combien de telles issues réalisent l'évenement [X; = m|N[X; = p — m]?

2

n

k
e ilya (,U) facons d'arranger les boules i ou j sur les k boules;

Par équiprobabilité de toutes les issues, on obtient :

k 1 m 1 p—m 2 k—p
IP([X[:/U]Q[X/:/J*/N]):( )('D) (7) (7) (177)
P m n n n
On obtient :
k m p—m k—p
k p 1 1\ 2 !
P(X + X, = = - - 1=
o= = GGG (-3
p k=p P
- G032 .
p n n —\m J formule du bindme de
p k—p Newton
- ) (5) (=5) =
p n n
k 2 p 2 k—p
- [ E) 03

Par conséquent : X; + X; — % (

3.b. En déduire la covariance du couple (X;, X;).
Puisque X; et X; sont finies, elles admettent chacune une variance, et donc Cov(X;, X]) existe.
On sait que
V(X; + X)) = V(Xi) + V(X)) + 2Cov(X;, X))

Dot :
2Cov(X;, X)) = gg(xl - X’)Zi V(Xzz)ki V(X’)1 J question précédente et question 1.
T T IO
n n ) n n
2k 2 1
A
n n n
2k -
I I
. —k
Conclusion : Cov(X;, X;) = -

3.c. Retrouver alors le résultat de la question 2..

On a ainsi, d'aprées la question précédente :
Cov(X;, X)) # 0

Par conséquent, les variables aléatoires X; et X; ne sont pas indépendantes.

Conclusion : les variables aléatoires X, X5, ..., X, ne sont pas indépendantes. |

. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de simul (n,k) renvoie une liste contenant une réalisation
des variables aléatoires Xi, X5, ..., X,.

Elémentaire...
Il est trés simple d'indexer
correctement la somme dans
une FPT : clest l'indexation
lie au SCE choisi, qui elle est
méme liée (ici) a Xi(Q) qui est
donné en question précédente !
Comment peut-on se tromper ?!

Soit m & [0; p]. Remarquons déja que toutes les issues réalisant [X; = m]N[X; = p — m] sont composées de m

Réponse : autant que de facons d'arranger m boules numéro i et p — m boules numéro j sur k boules.

o et (p) facons d'arranger, au sein du groupe des boules i et j, seulement les boules i.
m

— & Meéthode !

e De fagon générale, quand on
demande la lot d'une variable
aléatoire (qu'il s'agisse d'une
somme de deux VA ou non),

on commence toujours par se
poser la question du contexte :
reconnait-on le contexte d'une
lot usuelle?

e Dans le cas d'une somme

de 2 VA. A-t-on un résultat

de stabilité (indépendance
nécessaire) ? Est-ce le contexte
d'une lot usuelle ? Si non, on
met en place la FPT et on peut
ensuite soit raisonner sur la
probabilité de l'intersection
(fait ict), soit passer par les
probabilités conditionnelles.

o

— Important !

e Si X et Y sont indépendantes,
alors Cov(X;, Xj) = 0. D'ou la
contraposée...

e La formulation de la ques-
tlon DONNE le résultat de la
question 2.. En effet, on de-
mande de retrouver le résultat
de la question 2. Autrement
dit, on demande d'étudier l'in-
dépendance a partir de la
connaissance de la covariance.
La seule fagon de passer d'un
résultat sur la covariance a un
résultat sur l'indépendance
est: Cov(X,Y) +# 0 =

(X et Y pas lndépendantes).
PAS LE CHOIX'!

On sait donc, sans méme faire
la question 2., ni la question
3.a, que X; et X ne sont pas
indépendantes...

o
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1|import numpy.random as rd
2
s|def simul(n, k):
4 L=[0 for i in range(n)]
5 for j in range(k): #k tirages
6 N=rd.randint (1,n+1)
7 L[N=1]=L[N—1]+1 #indexation qui débute a 0
8 return L
PARTIE I

Pour entier naturel k supérieur ou égal a 1, note Z; la variable aléatoire égale au nombre de numéros distincts
obtenus au cours des k premiers tirages.
On suppose que toutes les variables aléatoires de cette partie sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).

5. Déterminer la loi de la variable Z; et la loi de la variable Z,. En déduire E(£;) et E(£).

e / est lavariable aléatoire qui compte le nombre de numéros distincts obtenus au cours du premier tirage.

Conclusion : Z; suit donc la lot certaine égale a 1 et E(Z) = 1.

e /, est la variable aléatoire qui compte le nombre de numéros distincts obtenus au cours du second
tirage.
o Dot - 4,(Q) = {1;2}.
o Puis :

— Petite remarque

On peut ausst utiliser les va-
riables aléatoires X; de la par-
tie précédente et écrire que

[Z, = 1] est réalisé  si, et seulement si, on obtient 1 seul numéro au cours des deux premiers {z=1-= U[Xf ~2.
=1

tirages

si, et seulement si, e second tirage fournit la méme boule que le premier En effet, [2; = 1] est réalisé si,

Par équiprobabilité du choix des boules dans l'urne, on a ainsi :

P(Z=1)= 1

o Puisque 4(Q) = {12}, on a P(£L = 1)+ P(£L =2]) =1; dot :

1
P(Z=2)=1—~
n
o/, est finie, donc admet une espérance et :
EZ) = 1P(Z =1)+2P(2 = 2)
1 1
- 1 (1 - 7)
n n
1
S

n

et seulement il existe i € [1;n]
tel que la boule numéro i soit
tirée aux tirages 1 et 2.

Petite remarque

Il n'est pas nécessaire de tra-
vailler sur lévenement [Z, = 2]..
Clest une perte de temps de

le faire, et donc une perte de
points !

Conclusion : 4,(Q) = {1;2}
P(Z=1) = P(Z=2) =11

EZ) =2
n

6. Soit k € N*.
6.a. Déterminer P(Z, = 1]).

e Si k=1 ouk =2 :voir question précédente.
e Si k>3

[Z, = 1] est réalisé  si, et seulement si,  on obtient 1 seul numéro au cours des k premiers ti-

rages

si, et seulement si, les k tirages ont donné la boule 1, ou les k tirages ont
donné la boule 2, ou.., ou les k tirages ont donné la

boules n
Dot :

Petite remarque

On peut également procéder par
dénombrement, en expliquant
bien le raisonnement |
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Puis, st i, j € [1;n] tels que i # j, on a [X; = k]N[X; = k| = & puisqu'il est impossible de tirer k
boules i et k boules j. D'ou, par incompatibilité des évenements de la famille ([Xl = k])
a:

ie[n]’ on
> P(X = k) .
- J question 1.
-y
nk

i=1

1

nk=1

On remarque que les cas se regroupent.

Conclusion : P([Z, = 1]) = %

6.b. Déterminer IP([Z, = kJ). On distinguera les cas k < n et k > n.

e Sik>n:

Il est impossible d'obtenir plus de boules différentes qu'il n'y en a dans l'urne. Ainst : [Z, = k] = @&

et donc P((Z = k]) = 0.
e Sik<n:

[Z, = k] est réalisé  si, et seulement si,  on obtient k numéros distincts au cours des k premiers

tirages
les tirages 1 a k ont donné des numéros deux a deux
distincts

si, et seulement si,

Un tirage s'assimile & un k-uplet de [1;n]* Il y a donc n* tirages possibles, tous équiprobables.
Dénombrons donc les tirages réalisant [Z, = k.
Un tirage réalisant [Z, = k| est déterminé par :

o le numéro de la premiere boule tirée : n possibilités,

¢ le numéro de la seconde boule tirée
celle déja tirée),

O

- n — 1 possibilités (on veut tirer une boule autre que

o le numéro de k-iéme boule tirée :
les k— déja tirées)

n — (k — 1) possibilités (on veut tirer une boule autre que

Par conséquent, [Z, = k] est composé de n(n — 1) x ...
Ainsi, par équiprobabilité de tous les tirages :

x (n— (k —1)) issues.

— Petite remarque

<on peut aussi dire qu'un ti-

rage s'assimile a un k-uplet de
[ n]*.

Choisir un tirage réalisant

[Zk = k], cest :

® choisir k éléments distincts de
[;n]: Z possibilités

e ordonner ces k éléments : k!
possibilités.

Par conséquent, il y a (Z) k!
tels tirages; sur n* (le cardinal
de [1; n]¥) tirages au total...
Dot le résultat, par équiproba-

bilité des tirages.

P(Z — k) — nn—1) x .,.nxk (n—(k—=1))
1 n!
Tk (n—k)!
0 stk>n
Conclusion : P((Z, = k) =+ 1 n Gik<n
n* (n — k! -

A ' A, n=j+1 A
P(Zr = J) = 2P(Z = j) + L= P(Z = =),
Soit j € [1; n]. Commencons par remarquer que Z1(Q) = [1; min(n, k + 1)]. Distinguons ensuite deux
cas...

6.c. Montrer, pour tout j € [1;n]

e Sij e Zi1(Q) (toujours le cas st [1;n] € Zgy1(Q), et doncsin < k+ 1) :
o Ona Z(Q) = [1;min(n, k)]. Notons m = min(n, k). D'aprés la formule des probabilités totales,
avec ([Z¢ = i])icr.n) comme systeme complet d'évenements, on a

m

ZP([ZkM =jln[Z = i)

Y P(Z = i) x Pyeyl(Zerr = J)
i=1

Pl(Zim=j) = / Vie [lm], P(Z=i)+0

Soit i € [1; m]. Supposons l'évenement [Z;, = {] réalisé. Autrement dit, les k premiers tirages

ont donné i boules différentes. On regarde le tirage suivant.

~ st i=j (seulement si j € [1;m]) :
On a alors obtenu j boules différentes sur les k premiers tirages. Dans ce cas, ['évenement
[Ziir = j] est réalisé si, et seulement si, le (k + 1)-iéme tirage fournit encore une des j
boules déja tirées. D'ou, par équiprobabilité du choix des boules :

P Zi = j)) = .

=il Zis = J) = =
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~ st i=j—1 (seulement si j > 2):
On a alors obtenu j—1 boules différentes sur les k premiers tirages. Dans ce cas, l'évenement
[Zisr = j] est réalisé si, et seulement si, le (k + 1)-ieme tirage fournit une des n — (j — 1)
boules qui n'a pas encore été tirée. D'ol, par équiprobabilité du choix des boules :
) n—j+1
Pz = ) = =L
~SLE>
Il est alors impossible d'obtenir moins de boules différentes au tirage suivant.. D'ou :
st i > j, alors Pz _y((Zk1 = j)) =0
~osti< =10
Il est alors impossible d'avoir obtenu j boules différentes au k + 1-tirage en n'en ayant
obtenu au plus j — 2 différentes au tirage k. D'ou :
sii< j—1, alors Pz _j((Zkq = j) =0
o On vérifie enfin que la relation est encore valable dans les deux cas suivants :
~ st j=1:dans ce cas, P(Z, = j—1]) = P(Z = 0]) = 0.. Et la relation souhaitée équivaut
1
a légalité P21 = ) = .
I
~ st j > m : puisque m = min(n, k) et que j € [1; min(n, k + 1)], on a alors nécessairement
k < netj=k+1 Danscecas P(Z = j)) = P(Z = k+1]) = 0.. Et la relation souhaitée

P(Zc = 1]), qui est vraie.

équivaut a l'éqgalité P L1 = j) = %P([Zk = kJ), qui est vrate.

e Sij & Z,1(Q) (possible que st [1;n] & Zi1(Q) et donc kK + 1 < n) : dans ce cas, puisque
j € [1;n], on a nécessairement k + 1 < n et donc j > k + 1. Dans ce cas, j —1 > k eton a:

P2 =j)=0; P(Z4=j)=0; P(Z=j-1)=0

la relation voulue est donc encore valable!

P2 =j=1)

: ——
Conclusion : pour tout j € [1;n] : P((Z1 = J]) = %IP([Zk =Jj)+ %

6.d. En déduire : E(Ziy1) = ’7n;1E(Zk) 1.

Puisque Zi(Q) et Z11(Q) sont finis, les variables aléatoires Z; et Zi,1 admettent une espérance. Et
puisque Zi+1(Q) C [1;n] :

E(Zi1) = ) jP(Zsr =)
j=1

— o =i+ .
=Z;ﬁwsm+;—ﬁr—maa—w J

no .9 n—1

=Y Lpz= oy N Z0p 7 _y)
i=0

n n J termes nuls st i=0ou i=n

i=j-1

2 n . o
= Y Lez=p+y g7y
=1 i—1

o
- (L4 ey )

n
Jj=1
n

=y =g )

n
Jj=1
n ) n— ,] n ) )
J=1 j=1
= 14+ EE(Zk)
n
. n—1
Conclusion : E(Z;.1) = E(Z) + 1.

— Petite remarque

Question difficile, avec de nom-
breux cas a distinguer. L'es-
sentiel des points porte sur
l'utilisation de la FPT et la dis-
jonction des quatre cas...

On pourrait se contenter du
travail sur le premier ¢ du pre-
mier @ pour avoir l'essentiel des
points.

J question précédente et linéarité de la somme

Petite remarque
On reconnalt la relation
de récurrence d'une suite
arithmético-géométrique...

. 7.a. Montrer que la suite (v)k>1 de terme général vi = E(Z) — n est une suite géométrique.
Soit k eN*. Ona:

Vit E(Zkﬁ) " J question précédente
= E(Z 1—n
o A JEZ)=w +o
n—1
= (ke +n)+1—=n
n
n—1
= Vi
n

. . , L . n—
Conclusion : la suite (v,),en+ est géométrique de raison

5..

et de premier terme v; = 1—n (question
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7.b. En déduire, pour tout entier k supérieur ou égal a 1: E(Z) =n (1 - (

Soit k € N*. On a:

E(Z) = w+n

n—1

)

J question précédente

Conclusion : pour tout entier k supérieur ou égal a 1: E(Z) =n (1 — (

n—1

)

8. Soit k € N*.

Pour tout i € [1;n], on note Yi,; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si la boule numéro i a été tirée
lors des k premiers tirages, et prenant la valeur O sinon. A l'aide des variables aléatoires Yy 1, Y2, ..., Yo

retrouver 'espérance de Z.
De facon immédiate, on a :

Soit i € [1;n]. On a:
e Y.i(Q)=1{0;1}
[Vii = 0] est réalisé

si, et seulement si,
si, et seulement si,

Zi=) Y%
i=1

la boule i n'a pas été tirée lors des k tirages
les k tirages ont donné d'autres boules que la boule i

Par indépendance des tirages et équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne, on a :

n—1\*
P, = 0) = ()

e On en déduit, puisque Y ;(Q) = {0;1} :

Petite remarque
Yi.i suit la lot de Bernoulli de

X ( n—1 )k
parametre 1 — .
n

n—1\"
P, = 1) =1 ()
n
et atnst :
n—1\*
E(Vii) =1— ( )
n
Conclusion : par linéarité de l'espérance, on retrouve le résultat de la question précédente.

9. Ecrire une fonction Python telle que l'exécution de simulZ(n,k) renvoie une réalisation de la variable

aléatoire Z;.

On utilise en fait les variables aléatoires Yj,...

1|import numpy.random as rd

s|def simulZ(n,k):
4 L=[0 for i in range(1,n+1)]

5 for j in range(1,k+1): #k tirages
6 i=rd.randint (0,n)
7 L[i]=1 #L[i]=réalisation de Y_{k,i+1}
8 return sum(L)
ParTiE I

On note désormais T la variable aléatoire égale au numéro du tirage ol, pour la premiére fois, chaque boule a été

tirée au moins une fois.

Pour tout i € [1;n], on note T; le nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la premiére fois, i boules

différentes. De cette facon, T = T,,.

On suppose que toutes les variables aléatoires de cette partie sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, PP).

10. Donner la loi de la variable aléatoire 7.
Ty suit la lot certaine égale a 1.
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11. On pose V; = Ty et pour tout i € [2;n], Vi= T, — Ti_1.
Justifier que, pour tout i € [2; n], V; suit une loi géométrique dont on précisera le paramétre.
Soit i € [[2,+00]. Ona: V; = T, — T,_4, donc V; donne le nombre de tirages nécessaires pour passer de
i — 1 boules différentes obtenues a i boules différentes.
Ainsi, a partir du moment ol l'on a obtenu, pour la premiere fois, i — 1 boules différentes (ce qui arrive
presque-s(irement) :

\

e lexpérience s'assimile a une infinité de répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoullt

(i —1
dont le succes “obtenir une boule différente des i — 1 déja obtenues’ est de probabilité %) (par
équiprobabilité du choix des boules);

e la variable aléatoire V; compte le nombre de tirages nécessaires a ce premier succes.

1
Conclusion : V; suit la loi géométrique de parametre % (qui est bien un réel de ]0; 1]).

. . =1
12. Etablir: T = Z V. En déduire que T possede une espérance et démontrer que E(T) = n Z —.
i=1 el
e Ona:

> Vi = Vit (=T
i=1 i=2
= Vit ZZ Ti— Z Tict / télescopage

RRVANTE A &
_ Tl+ ! JT1:V1
/

e On sait que V4 admet une espérance (suit une lot certaine) et que, pour tout i € [2;4+oc[, Vi admet
une espérance (suit une loi géométrique). Donc T est la somme de n variables aléatoires admettant une
espérance. La variable aléatoire 7 admet donc une espérance et :

v
=1
= ) EWV)

i=1
= E\Vi)+) EV)

- L

=2
n

h Zn—z—&-T (jk=n7i+1
1
— ZE

B(7) =

J linéarité de l'espérance

J questions 10. et 11.

13. 13.a. Etablir :

1 1
ke N, —— <lnk+1)—1Ink) < —
Yk e N, g <ln(k+1) = In(k) < ¢
Soit k € [[1; n]). Par décroissance de la fonction inverse sur R}, donc sur [k; k + 1], on a :
1 < 1 < 1
k+1 7 x = k
Puis, par croissance de lintégrale, licite car kK < k + 1 et les fonctions en jeu étant continues sur le

segment [k : k 4+ 1] :

1 k+1 4 k41
/k k+1dx§/k ;dxg/k de

Autrement dit :

1 1
Conclusion : Yk € N7, ! < In(k+1)—In(k) < !
' k+1° -k

=1
13.b. En déduire un équivalent de Z T puis de E(T) lorsque n — +o0.
k=1
n ,I
Notons, tout 2; VSh=) T
otons, pour tout n € [[2; +oo[ g /<
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14. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme Python ci-dessous de sorte que son exécution

© ® N o g & W N =

e Soit n € [2; +oo[. De la question précédente, on a :

1 1
k 1; — k+1)—In(k —
vk e [1;n], P < In(k + 1) — In( )gk
D'ou, en sommant de 1 a n — 1, licite car n > 2, et par télescopage :
n—1 1 n—1 1
Ly Sh<) g
k=1 k=1
Or:
< Avec le changement d'indice i = k+ 1, on a :
i /I B n 1
— k41 — i
- Sn -1
o et ;
n ,] ,I
— =5, -
k n
k=1
D'ou : :
S,—1<Inn) <SS, — .
Puis :
¢ De l'inégalité de gauche, on déduit :
S, <In(n) +1
¢ De l'inégalité de droite, on déduit :
1
n(n)+—-<5,
n
On obtient ainsi : |
n(n) + . < S, <In(n)+1
Et, comme n > 2, on a ln(n) > 0. D'ou :
1+ ! < > <1+ !
nln(n) = Wn(n) — (n(n)
e On a finalement établi :
1 S, 1
\ 2; ] < <14+ ——
n € [2+ool T+ nln(n) = In(n) — - n(n)

Mais :

[im (1+ ! ):1:lim (1+L)

n—-+00 n Ln(n)

Par théoréme d'encadrement, on conclut :

lim > =1
n—+o00 [ﬂ(l’l)
Et alnsi :
S” /7~>A:roc ln(n)
n ,]
e Or, d'apres la question 12. : E(T) =n Z T
k=1

Petite remarque

On pourrait sommer de 1 a

n, mais il y aurait une petite
manipulation a faire sur la fin.
A voir ce que vous préférez, les
deux possibilités doivent étre
claires.

n

Conclusion : Z% ~ In(n) et E(T) ~ nln(n).
k=1

—+00 n—+o00

simule une réalisation de la variable aléatoire T.

import numpy.random as rd

def simulT (n):
L=[0 for i in range(n)]
T=0
while sum(L)<n:
b=rd.randint (1,n+1)
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L'élément L[i] de la liste L contiendra O si la boule numéro i + 1 n'a pas encore été tirée, et prendra la
valeur 1 des que la boule numéro i + 1 aura été tirée.

Puisque la condition porte sur sum(L)<n, la boucle s'arrétera dés que la liste L ne contiendra que des 1..
Donc dés que toutes les boules auront été tirées au moins une fois.

La variable T est incrémentée a chaque tirage..

import numpy.random as rd

def simulT (n):

L=[0 for i in range(n)]

T=0

while sum(L)<n:
T=T+1
b=rd.randint (1,n+1)
L[b—1]=1

return T

ParTIE IV

On note maintenant U la variable aléatoire égale au numéro de la premiere boule tirée. St U prend la valeur i, avec

1
i € [1;n], alors on effectue une succession de i lancers de la méme piéce donnant PILE avec la probabilité 5 On

suppose les lancers de pieces indépendants.
On note N la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus a lissue de cette expérience.
On suppose que toutes les variables aléatoires de cette partie sont définies sur un méme espace probabilisé (Q, A, P).

15.

16.

17.

Recopier et compléter les lignes manquantes du programme Python ci-dessous de sorte que son exécution
simule une réalisation de la variable aléatoire N.

import numpy.random as rd

def simulN(n):

Par équiprobabilité du choix des boules dans l'urne, U suit la lot uniforme sur [1; n]..

import numpy.random as rd

def simulN(n):
U=rd.randint (1,n+1)
N=0
for k in range (1, ,U+1):
N=N+rd . randint (0,2)
return N

Démontrer que N(Q) = [0; n].
Par double inclusion...
Puisque N est le nombre de PILE obtenus sur au plus n lancers (si la boule numéro n est tirée en
premiére position), on a immédiatement N(Q) C [[0; n].
Soit k € [0; n]. Justifions que k € N(Q).
Notons w l'issue de l'expérience consistant a :
o ne tirer que la boule numéro n, donc en particulier a tirer la boule n au premier tirage;
o puis obtenir PILE au k premiers lancers (sur les n lancers) et FACE aux derniers lancers de la

Petite remarque
On pourrait remplacer la ligne 6
par : while L!=[1 for i in
range(n)].

Petite remarque

On pourrait également rem-
placer les lignes 6 et 7 par
N=rd.binomial(U,1/2).

— == Rappel...

keNQ) < JweQlk=
N(w).

Ou encore : k € N(Q) —
IN =K+ @.

On cherche donc une issue dont
4 l'image par N est égale a k...

— ¢ Rigueur !

Une issue doit détailler le dé-
roulement complet de l'expé-
rience : du tirage des boules (a
priori, une infinité sont tirées..)
aux résultats du bon nombre de

VN

piece.
Des lors, on a N(w) = k. Autrement dit : k € N(Q).
Conclusion : N(Q) = [0; n].

lancers de pieces..

Donner la lot de U. Rappeler son espérance et sa variance.
Il y a équiprobabilité du choix de la boule dans l'urne..

Conclusion : U — 7 ([1; n])
U(Q) = [1; n], pour tout k € [1;n], P(U) = k]) = —

n—+1 n?—1
12

E(U) = et V(U) =
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18. Soit i € [1;n]). Démontrer que pour tout j € [0; n], Pjy_y

i\ 1 S
0 stj>i
Soit i € [1; n]. Supposons l'évenement [U = (] réalisé. Autrement dit, la boule numéro i a été tirée au premier
tirage; on effectue ensuite i lancers de la piéce.

(N=j)=

e La suite de l'expérience s'assimile donc a i répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli
dont le succes ‘obtenir PILE" est de probabilité %
e La variable aléatoire N compte alors le nombre de succés obtenus sur ces i lancers.
Par conséquent : la lot conditionnelle de N sachant U'évenement [U = (] est la loi binomiale de parameétres i
et =
Ainst, pour tout j € [0; n] :

o sij>i: IP[U:,‘]([N =j)=0

o sij<i:Pyug(N=j)= (

Conclusion : pour tout j € [0; n], Py styst
Stj>i

19. Soit j € [0; n]. Exprimer P([N = j]) sous forme d'une somme que l'on ne cherchera pas a calculer explicitement.

D'apres la formule des probabilités totales, avec ([U = comme systeme complet d'évenements, on a :

4])16[1‘/7]]

P(N=j) - Z]P SINNEA el pu - 40
_ ZIP = ) Pu—y(N =) ) auestion précédente : Vi < j, Py—y(N = j)
— ZIP = () Pu—g(N =)

J questions 17. et 18., licites

T i\
Ik

X Attention !
Clest la lot conditionnelle de N
sachant [U = (] dont on parle...
Ce n'est pas la lot de N'!

,I n . ,I
Conclusion : Vj € [0;n], P(N =) = . Z (l) 5
/ [

=/

20. 20.a. Calculer, pour tout i € [1; n], Zj
j=0

e Soit i€ [1;n].Ona:

il

i—1

e Sii=0:

il

chaque membre vaut 0. L

L'expression obtenue est-elle valable si i =07

7( Jk:/‘ﬂ

expression est donc valable st i = 0.

J formule du bindéme de Newton, licite car i > 1, donc i — 1 > 0.

— v Rigueur !
1 Pour dire que L !
jroou=n

faut que j #+ 0.

En effet, passer de /Ll a

# se fait en divisant
G-

numérateur et dénominateur par
Jj (il serait temps de comprendre
ce que signifie ‘simplifier une
fraction’), ce qui n'est possible
que st j # 0.

Et puts, lécriture (j — 1)! pose
quand-méme probleme quand
j=0.

Conclusion : Vi € [0; n], Z/ (/L) =

j=0

[2[71

20.b. Justifier que N posséde une espérance

et la calculer.
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On sait que N(Q) est fint (question 16.), donc N admet une espérance et, puisque N(Q) = [0; n] :

E(N) = ng([N—j]) ) auestion 19.

SRR
>3 i1
T
OJZJ(J) z
- Suuil):

i=0 j=0

S|—= |-

T 1 i
= - E 5 A question précédente, licite car la somme
n —0 |/ JsurivadeOén

=0
T n(n+1)

2n 2
n+1

4

1
Conclusion : E(N) = nj‘— :

0 ¢ 0. 0 6 ¢ SAND S8 899 8¢
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