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La qualité de la rédaction, le soin porté à la copie, la lisibilité, l’orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont
des critères importants d’évaluation.

Quelques précisions :
• la copie devra présenter une en-tête d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,
• toutes les pages de la copie devront être numérotées et rangées dans l’ordre de lecture,
• les résultats finaux doivent être clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),
• les questions d’un même exercice doivent être présentées dans l’ordre du sujet.

L’usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n’est autorisé. Le sujet est à rendre avec la copie.
Si, au cours de l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené à prendre.

"Chaque homme sait une quantité prodigieuse de choses qu’il ignore qu’il sait."Paul Valéry
Les arguments / éléments qu’il ne fallait pas oublier...Les arguments / éléments non notés mais qui font tellement plaisir... Les éléments surlignées ne sontpas les seuls éléments de ba-rème ! Ils sont simplement ceuxqui ont souvent été oubliés...

✘ Attention !
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Exercice 1 (Inspiré de : Ecricome 2016 E)
Pour tout couple de réels (x, y), on définit la matrice M(x, y) par :

M(x, y) =  3x −2x + 2y 2x − y
−x − y 4x − 3y −2x + y

−2y 4x − 4y −x + y


On note E l’ensemble des matrices M(x, y) où x et y décrivent R :

E = {M(x, y) / (x, y) ∈ R2}On note A = M(1, 0) et B = M(0, 1).
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R). En déterminer une base et donner sa dimension.On a :

E =

 3x −2x + 2y 2x − y

−x − y 4x − 3y −2x + y
−2y 4x − 4y −x + y

 / (x, y) ∈ R2


=
x

 3 −2 2
−1 4 −20 4 −1

+ y

 0 2 −1
−1 −3 1
−2 −4 1

 / (x, y) ∈ R2
= Vect(A, B)Puisque A, B ∈ M3(R), on an déduit que E est un sous-espace vectoriel de M3(R). De surcroît, la famille(A, B) est :

• génératrice de E d’après ce qui précède,
• libre car seulement constituée de deux matrices non colinéaires.

Conclusion : la famille (A, B) est une base de E et ainsi dim(E ) = Card(A, B) = 2.
2. Montrer que 1, 2 et 3 sont valeurs propres de A et déterminer les espaces propres associés.

Plusieurs méthodes possiblesici... On pourrait égalementrésoudre des systèmes (sansoublier, après résolution, dementionner que le réel en ques-tion est bien valeur propre) pourobtenir une famille génératricede chaque sous-espace propre.

♣ Méthode !

• On a A−I3 =  2 −2 2
−1 3 −20 4 −2

 et on remarque que (A−I3)
−112

 = 03,1 , ainsi : A

−112
 = −112

.
Puisque −112

 ̸= 03,1 , on en déduit que 1 est valeur propre de A et que −112
 en est un vecteur

propre associé.
• On a A − 2I3 =  1 −2 2

−1 2 −20 4 −3
 et on remarque que (A − 2I3)

−234
 = 03,1 , ainsi : A

−234
 =

2−234
. Puisque −234

 ̸= 03,1 , on en déduit que 2 est valeur propre de A et que −234
 en est un

vecteur propre associé.
• On a A − 3I3 =  0 −2 2

−1 1 −20 4 −4
 et on remarque que (A − 3I3)

−111
 = 03,1 , ainsi : A

−111
 =

3−111
. Puisque −111

 ̸= 03,1 , on en déduit que 1 est valeur propre de A et que −111
 en est un

vecteur propre associé.
Conclusion : 1,2 et 3 sont valeurs propres de A ; et chaque sous-espace propre associé est de dimension aumoins 1. Par définition, un sous-espacepropre est toujours de dimen-sion au moins 1 !

☞ Rappel...Mais, on sait : ∑
λ∈Sp(A) dim (Eλ(A)) ≤ dim (M3,1(R)) = 3. On en déduit, par saturation, que chaque

sous-espace propre est de dimension égal à 1. Puisque l’on a exhibé un vecteur non nul de chaque, on en aune base.
Conclusion : 1 est valeur propre de A et E1(A) = Vect−112

 = Vect 1
−1
−2
 ;

2 est valeur propre de A et E2(A) = Vect−234
 ;

3 est valeur propre de A et E3(A) = Vect−111
 = Vect 1

−1
−1
.

3. Démontrer que la matrice A est diagonalisable et préciser une matrice inversible P de M3(R) dont la premièreligne est (1 −2 1) telle que :
A = PDAP−1, où DA = 1 0 00 2 00 0 3


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• Notons B =  1
−1
−2
−234

 ,

 1
−1
−1
. On a :

⋄ B est libre car constituée de vecteurs propres de A associés à des valeurs propres différentes, L’argument général est "laconcaténation de familles libresde vecteurs propres associés àdes valeurs propres différentesest une famille libre".

☞ Rappel...

⋄ Card(B) = 3 = dim (M3,1(R)).La famille B est donc une base de M3,1(R). Il existe donc une base de M3,1(R) constituée de vecteurspropres de A.
Conclusion : A est diagonalisable.

• Posons alors P =  1 −2 1
−1 3 −1
−2 4 −1

, qui est inversible car il s’agit de la matrice de passage de la
base canonique de M3,1(R) vers la base B.Et, d’après la formule de changement de base, on a :

A = PDAP−1
4. Déterminer P−1 .

Méthode habituelle... On trouve P−1 = 1 2 −11 1 02 0 1
.

5. Calculer BP . En déduire l’existence d’une matrice diagonale DB que l’on explicitera telle que :
B = PDBP−1

On a :
On peut bien évidemment cal-culer P−1BP ... Je montre iciune autre méthode (si la matrice
P−1 n’avait pas été calculéeen question précédente parexemple...).

♣ Méthode !

BP = 0 2 −10 −3 10 −4 1


On remarque également que :0 2 −10 −3 10 −4 1
 =  1 −2 1

−1 3 −1
−2 4 −1

0 0 00 −1 00 0 −1
 en posant DB = 0 0 00 −1 00 0 −1

= PDB

Ce n’est "que" l’interprétation duproduit matriciel qui permet dele voir...
Mais comment fait-il ?!

D’où :
BP = PDBEt comme P est inversible :

B = PDBP−1

Conclusion : B = PDBP−1 , avec DB = 0 0 00 −1 00 0 −1
.

6. Déduire des questions précédentes que, pour tout (x, y) ∈ R2 , il existe une matrice diagonale D(x, y) de
M3(R) telle que :

M(x, y) = PD(x, y)P−1
Soit (x, y) ∈ R2 . On a :

M(x, y) = xA + yB questions 3. et 5.= xPDAP−1 + yPDBP−1= P(xDA + yDB)P−1 en posant D(x, y) = xDA + yDB= PD(x, y)P−1

D’où le résultat, puisque D(x, y) = x 0 00 2x − y 00 0 3x − y

 est bien diagonale.
7. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur (x, y) pour que M(x, y) soit inversible.

Soit (x, y) ∈ R2 . D’après la question précédente, M(x, y) est semblable à la matrice x 0 00 2x − y 00 0 3x − y

.
Donc les valeurs propres de M(x, y) sont : x , 2x − y et 3x − y.Et on sait que M(x, y) est inversible si, et seulement si, 0 n’est pas valeur propre de M(x, y)...

Conclusion : M(x, y) est inversible si, et seulement si :
 x ̸= 02x − y ̸= 03x − y ̸= 0 .
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8. Montrer que B2 est un élément de E . La matrice A2 est-elle aussi un élément de E ?Soit M ∈ M3(R) telle qu’il existe une matrice diagonale D vérifiant M = PDP−1 . On a :
Bien entendu, on peut calculer
B2 et A2 puis traiter la suite defaçon analogue (on remarqueraitque B2 = −B et il faudraitrésoudre A2 = M(x, y)...). Maisla méthode proposée ici estnettement moins calculatoire (ilfallait y penser...) !

Petite remarque

M2 ∈ E ⇐⇒ ∃(x, y) ∈ R2 / M2 = M(x, y)
⇐⇒ ∃(x, y) ∈ R2 / (PDP−1)2 = M(x, y) question 6.⇐⇒ ∃(x, y) ∈ R2 / PD2P−1 = PD(x, y)P−1
⇐⇒ ∃(x, y) ∈ R2 / D2 = D(x, y)

• On sait que B = PDBP−1 et on a :
D2

B = 0 0 00 1 00 0 1


= D(0, −1)
Ainsi, d’après l’équivalence établie ci-dessus, B2 ∈ E .

• On sait que A = PDAP−1 et :
D2

A = 1 0 00 4 00 0 9


Soit (x, y) ∈ R2 . On a alors :
D2

A = D(x, y) ⇐⇒

1 0 00 4 00 0 9
 = x 0 00 2x − y 00 0 3x − y


⇐⇒

 x = 12x − y = 43x − y = 9
⇐⇒

 x = 1
y = −2
y = −6

Ce système n’a pas de solution. Il n’existe pas de couple (x, y) ∈ R2 tel que D2
A = D(x, y).Ainsi, d’après l’équivalence établie ci-dessus, A2 ̸∈ E .

Conclusion : B2 ∈ E et A2 ̸∈ E .
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Exercice 2 (EDHEC 2023 E)
1. Donner un exemple d’une fonction f de R dans R pour laquelle il existe un réel K ∈]0; 1[ tel que, pour toutcouple (x, y) de réels, on ait : ∣∣f (x) − f (y)∣∣ ≤ K|x − y| (⋆)

La fonction constante égale à 0 convient... Toutes les fonctions constantes conviennent ! Et toutes les fonctions
x 7−→ ax avec a ∈]0; 1[ aussi par exemple. Bref, ce n’est pas ce qui manque ! Celui qui est un peu filou peutmême proposer la fonction fdéfinie en question 6... Mais ilvaut mieux ne pas être trop filouen début d’exercice !

Oh le �lou...

On considère pour toute la suite une fonction f vérifiant la condition précédente. On dit que f est K -
contractante.

2. Montrer que f est continue sur R.Soit x ∈ R. Montrons que f est continue en x . Un mauvais raisonnementconsiste à dire que pour que
f soit K -contractante, il fautqu’elle vérifie les hypothèsesdu théorème de l’IAF (avec
K ∈]0; 1[). Non ! Ce n’est pasnécessaire, c’est simplement suf-fisant !

✘ Attention !On a, puisque f est K -contractante :
∀y ∈ R, 0 ≤

∣∣f (x) − f (y)∣∣ ≤ K|x − y|

Or lim
y→x

|y − x| = 0. D’où, par théorème d’encadrement :
lim
y→x

∣∣f (x) − f (y)∣∣ = 0
Ainsi : lim

y→x
f (y) = f (x)

Par conséquent, f est continue en x .
Conclusion : f est continue sur R.

3. A l’aide de la relation (⋆), montrer par l’absurde que l’équation f (x) = x , d’inconnue x ∈ R, admet au plusune solution.Raisonnons par l’absurde et supposons donc que l’équation f (x) = x admet au moins deux solutions différentes. La négation de "l’équation ad-met au plus une solution" est"l’équation admet au moins 2solutions".
Important !

Notons x1 et x2 deux solutions différentes de l’équation f (x) = x .Puisque f est K -contractante, on a : ∣∣f (x1) − f (x2)∣∣ ≤ K |x1 − x2|Mais f (x1) = x1 et f (x2) = x2 , d’où on obtient :
|x1 − x2| ≤ K |x1 − x2|Et puisque x1 ̸= x2 , on a |x1 − x2| ≠ 0, et en divisant par |x1 − x2| > 0, on obtient :

1 ≤ K

Ce qui est absurde car K ∈]0; 1[.
Conclusion : l’équation f (x) = x possède au plus une solution.

4. On considère la suite (un)n∈N définie par la donnée d’un réel u0 et la relation de récurrence un+1 = f (un),valable pour tout n ∈ N.
4.a. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a :

|un+1 − un| ≤ K n|u1 − u0|Par récurrence.
• Initialisation. Pour n = 0.On a : K 0 = 1, d’où : |u1 − u0| ≤ K 0|u1 − u0|. Initialisation vérifiée.
• Hérédité. Sot n ∈ N. Supposons que |un+1 − un| ≤ K n|u1 − u0| et montrons que |un+2 − un+1| ≤

K n+1|u1 − u0| Par hypothèse de récurrence :
|un+1 − un| ≤ K n|u1 − u0|Donc, puisque K > 0 :

K|un+1 − un| ≤ K n+1|u1 − u0|Or, d’après (⋆) appliquée avec x = un+1 et y = un , on a :∣∣f (un+1) − f (un)∣∣ ≤ K|un+1 − un|

Autrement dit :
|un+2 − un+1| ≤ K |un+1 − un|D’où, par transitivité :
|un+2 − un+1| ≤ K n+1|u1 − u0|L’hérédité est ainsi établie.
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Conclusion : pour tout entier naturel n, on a |un+1 − un| ≤ K n|u1 − u0|.
4.b. Établir la convergence de la série de terme général un+1 − un , puis en déduire que la suite (un)n∈N estconvergente. On note a sa limite.

• On a : On compare les termes géné-raux, pas les sommes partielles!
✘ Attention !

⋄ d’après la question précédente, ∀n ∈ N, 0 ≤ |un+1 − un| ≤ K n|u1 − u0|
⋄ puisque K ∈]0; 1[, la série ∑

n≥0 K n est une série géométrique convergente ; donc la série∑
n≥0 K n|u1 − u0| est également convergente.

Par critère de comparaison sur les séries à terme général positif, on en déduit que la série∑
n≥0 |un+1 − un| est convergente.
Autrement dit, la série ∑

n≥0 (un+1 − un) converge absolument, donc converge.
• Or, on sait que ∑

n≥0 (un+1 − un) et (un)n∈N ont même nature.
Résultat à connaître... Qui dé-coule du fait que pour tout N ∈

N, N∑
n=0(un+1 − un) = uN+1 − u0 .

On raisonne ensuite pardouble-implication pour montrer∑
n≥0(un+1 − un) CV ssi (un)n∈N

CV.

☞ Rappel...

Conclusion : la suite (un)n∈N converge vers un réel ℓ .
4.c. Conclure que l’équation f (x) = x possède une unique solution.

• On a :
⋄ ∀n ∈ N, un+1 = f (un),
⋄ (un)n∈N converge vers ℓ (question précédente),
⋄ f est continue en ℓ , car continue sur R (question 2.).D’où : f (ℓ) = ℓ .Par conséquent, l’équation f (x) = x possède au moins une solution.

• Mais, d’après la question 3., l’équation f (x) = x possède au plus une solution.
Conclusion : l’équation f (x) = x possède une unique solution (cette solution est la limite de la suite(un)n∈N). On a finalement établi quetoute fonction contractantepossède un et un seul point fixe.

Petite remarque

5. On désigne par n et p des entiers naturels tels que p ≥ 1.
5.a. Justifier que l’on a : n+p−1∑

i=n
|ui+1 − ui| ≤

n+p−1∑
i=n

K i × |u1 − u0|.Remarquons que, puisque p ≥ 1, on a n + p − 1 ≥ n.Puis, d’après la question 4.a. :
∀i ∈ Jn; n + p − 1K, |ui+1 − ui| ≤ K i|u1 − u0|D’où le résultat en sommant de n à n + p − 1.

Conclusion :
n+p−1∑

i=n
|ui+1 − ui| ≤

n+p−1∑
i=n

K i × |u1 − u0|.
5.b. En déduire l’inégalité :

|un+p − un| ≤ K n 1 − K p1 − K |u1 − u0|
On a :

• D’après l’inégalité triangulaire :∣∣∣∣∣n+p−1∑
i=n

ui+1 − ui

∣∣∣∣∣ ≤
n+p−1∑

i=n
|uu+1 − ui|

• Par télescopage : ∣∣∣∣∣n+p−1∑
i=n

ui+1 − ui

∣∣∣∣∣ = |un+p − un|

• D’après la question précédente : n+p−1∑
i=n

|ui+1 − ui| ≤
n+p−1∑

i=n
K i × |u1 − u0|.

D’où, par transitivité :
|un+p − un| ≤

n+p−1∑
i=n

K i × |u1 − u0|
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Or :
n+p−1∑

i=n
K i × |u1 − u0| = |u1 − u0|

n+p−1∑
i=n

K i
K ̸= 1

= |u1 − u0|K n 1 − K n+p−1−n+11 − K= |u1 − u0|K n 1 − K p1 − K

Conclusion : |un+p − un| ≤ K n 1 − K p1 − K |u1 − u0|.
5.c. Établir enfin :

|a − un| ≤ K n1 − K |u1 − u0|
D’après ce qui précède, on a établi :

∀p ∈ N∗, |un+p − un| ≤ K n 1 − K p1 − K |u1 − u0|
Or :

• lim
p→+∞

un+p = a, d’où, par continuité de la valeur absolue sur R :
lim

p→+∞
|un+p − un| = |a − un| Pourquoi cette histoire de conti-nuité ? Pour pouvoir "rentrer" lepassage à la limite à "l’intérieur"de la valeur absolue.

Pourquoi ?

• K ∈]0; 1[, donc lim
p→+∞

K p = 0Finalement, on obtient le résultat voulu en passant à la limite quand p → +∞ dans l’inégalité ci-dessus.
Conclusion : |a − un| ≤ K n1 − K |u1 − u0|.

6. Étude d’un exemple. On considère la fonction f définie sur R par :
∀t ∈ R, f (t) = 11 + et

6.a. Justifier que f est de classe C 2 sur R puis calculer, pour tout t ∈ R, f ′(t) et f ′′(t).
• La fonction t 7−→ 1 + et est de classe C 2 sur R, comme somme de telles fonctions, et ne s’annulepas sur R.Ainsi, f est de classe C 2 sur R.
• Soit t ∈ R. On a :

f ′(t) = −et(1 + et )2
f ′′(t) = −et (1 + et )2 + et2et (1 + et )(1 + et )4= −et (1 + et ) + 2(et)2(1 + et )3= et (et − 1)(1 + et )3

6.b. Déterminer les variations de f ′ sur R puis en déduire :
∀t ∈ R, |f ′(t)| ≤ 14

On démontre :
∀t ∈ R, −14 ≤ f ′(t) ≤ 14
➠Ré�exe !Soit t ∈ R. On a :

f ′′(t) = et (et − 1)(1 + et )3Or : et − 1 ≥ 0 ⇐⇒ et ≥ 1 stricte croissance de ln sur R+
∗⇐⇒ t ≥ 0D’où :

x −∞ 0 +∞

f ′′(t) − 0 +
f ′ ...

& −14 %
... Le calcul des limites n’est pasdemandé et pas nécessaire pourconclure...

Petite remarque

On sait aussi que, pour tout t ∈ R, f ′(t) < 0.D’où, d’après le tableau de variations de f ′ (−14 est le minimum de f sur R, atteint en 0) :
∀t ∈ R, −14 ≤ f ′(t) < 0
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Et ainsi, par transitivité :
∀t ∈ R, −14 ≤ f ′(t) ≤ 14

Conclusion : ∀t ∈ R, |f ′(t)| ≤ 14 .
6.c. En déduire que f est 14 -contractante.On sait que :

• f est dérivable sur R sur R (car de classe C 2),
• pour tout t ∈ R, |f ′(t)| ≤ 14 (question précédente).Donc, d’après l’inégalité des accroissements finis :

∀(x, y) ∈ R2, ∣∣f (x) − f (y)∣∣ ≤ 14 |x − y|

Conclusion : f est 14 -contractante.
6.d. On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 0 et la relation de récurrence un+1 = f (un), valable pourtout entier naturel n. Montrer que cette suite est convergente. On note toujours a sa limite.On se retrouve dans le contexte de la question 4..

Conclusion : d’après la question 4.b., la suite (un)n∈N est convergente.
6.e. Écrire une fonction Python telle que, pour tout n ∈ N, l’exécution de suite(n) renvoie la valeur de

un .
1 impo r t numpy as np
2
3 de f s u i t e ( n ) :
4 u=0
5 f o r k i n range ( 1 , n +1) :
6 u=1/(1+np . exp ( u ) )
7 r e t u r n u

6.f. En s’appuyant sur le résultat de la question 5.c., établir que un est une valeur approchée de a à moinsde 10−3 près dès que 4n ≥ 20003 .
On a u0 = 0 et u1 = 12 . Ainsi : |u0 − u1| = 12 .
D’après la question 5.c., puisque f est 14 -contractante et que l’on peut appliquer ce qui a été fait
précédemment avec K = 14 :

∀n ∈ N, |a − un| ≤
14n1 − 14

12Autrement dit :
∀n ∈ N, |a − un| ≤ 23 14nSoit ensuite n ∈ N. Dès lors, pour que un soit une valeur approchée de a à moins de 10−3 près, il suffitque 23 14n ≤ 10−3 .Or : 23 14n ≤ 10−3 ⇐⇒ 20003 ≤ 4n

Conclusion : un est une valeur approchée de a à moins de 10−3 près dès que 4n ≥ 20003 .
6.g. En déduire un programme Python, utilisant la fonction précédente, qui calcule et affiche la valeurapprochée de a qui en résulte.Il suffit d’un programme qui calcule et affiche la valeur de un pour un certain n vérifiant 4n ≥ 20003 .

Posons n = ⌊ ln(2000) − ln(3)ln(4) ⌋ + 1. Dans ce cas, 4n ≥ 20003 et un fournit une valeur approchéesatisfaisante. ⌊ ln(2000) − ln(3)ln(4) ⌋ + 1 = 5...Tout ça pour ça !
Petite remarque

Le programme suivant répond donc à la question.
1 n= i n t ( np . f l o o r ( ( np . l og (2000)= np . l og ( 3 ) ) / np . l og ( 4 ) ) + 1 )
2 p r i n t ( s u i t e ( n ) )
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On peut aussi procéder ainsi :
1 n=0
2 whi le 4∗∗n <2000/3 :
3 n=n+1
4 p r i n t ( s u i t e ( n ) )

6.h. Interpréter cette valeur approchée en lien avec la fonction f .D’après ce qui a été fait en question 4.c., on en déduit que a est l’unique point fixe de f .
Conclusion : cette valeur approchée est donc une valeur approchée de l’unique point fixe de f , à 10−3près.
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Exercice 3 (Inspiré de : EML 2013 E)
Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On considère une urne U contenant n boules numérotées de 1 à n etindiscernables au toucher.On effectue une suite de tirages d’une boule avec remise de la boule dans l’urne U .
Chaque partie étudie une expérience ainsi que des variables aléatoires différentes. Les parties peuvent être traitéesindépendamment.
Partie ISoit k un entier supérieur ou égal à 1. Pour tout i ∈ J1, nK, on note Xi la variable aléatoire égale au nombred’obtentions de la boule numéro i au cours des k premiers tirages.On suppose que toutes les variables aléatoires de cette partie sont définies sur un même espace probabilisé (Ω, A,P).

1. Soit i ∈ J1, nK. Donner la loi de Xi . Rappeler l’espérance et la variance de Xi .
• L’expérience consiste en k répétitions d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes (tirages avecremise) dont le succès "obtenir la boule numéro i" est de probabilité 1

n (équiprobabilité du choix desboules).
• La variable aléatoire Xi compte alors le nombre de succès sur ces k répétitions.

Conclusion : Xi ↪→ B

(
k, 1

n

) ;
Xi(Ω) = J0; kK, ∀j ∈ J0; kK, P([Xi = j ]) = (k

j

)(1
n

)j (1 − 1
n

)k−j

E(Xi) = k
n , V(Xi) = k

n

(1 − 1
n

).
2. Les variables aléatoires X1, X2, . . . , Xn sont-elles indépendantes ?

L’énoncé n’est pas là pour pié-ger, surtout en début d’exercice.Une question formule sousforme interrogative est souventfausse. C’est un exemple clas-sique ici. Les VA ne peuvent pasêtre indépendantes : le nombrede boules 1 obtenues impacte lenombre de boules 2...

Important !

• D’après la question précédente, pour tout i ∈ J1; nK, P([Xi = k ]) = 1
nk .Donc :

k∏
i=1 P([Xi = k ]) ̸= 0

• Mais il est impossible de tirer k boules 1, k boules de chaque numéro, donc k⋂
i=1[Xi = k ] = ∅. D’où :

P

( k⋂
i=1[Xi = k ]) = 0

Par conséquent :
P

( k⋂
i=1[Xi = k ]) ̸= k∏

i=1 P([Xi = k ])
Conclusion : les variables aléatoires X1, X2, ..., Xn ne sont pas indépendantes.

3. Soit (i, j) ∈ J1, nK2 tel que i ̸= j .
3.a. Déterminer la loi de la variable Xi + Xj . Rappeler la variance de Xi + Xj .

• L’expérience consiste en k répétitions d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes (tiragesavec remise) dont le succès "obtenir la boule numéro i ou la boule numéro j " est de probabilité 2
n(équiprobabilité du choix des boules).

• La variable aléatoire Xi + Xj compte alors le nombre de succès sur ces k répétitions.
Conclusion : Xi + Xj ↪→ B

(
k ; 2

n

) et ainsi V(Xi + Xj ) = 2k
n

(1 − 2
n

).
RemarqueIl est possible de traiter cette question autrement...

• Puisque Xi est le nombre de boules i et Xj le nombre de boules j , les valeurs de Xi + Xj sont nécessairementdes entiers positifs et inférieurs ou égaux à k .En effet, i ̸= j , donc le nombre de boule i ajouté du nombre de boules j obtenues lors de k tirages est inférieurou égal à k .D’où : Xi + Xj ⊂ J0; kK.
• Soit p ∈ J0; kK. D’après la formule des probabilités totales, avec ([Xi = m])m∈J0;kK comme système complet
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d’évènements, on a :
Il est très simple d’indexercorrectement la somme dansune FPT : c’est l’indexationlie au SCE choisi, qui elle estmême liée (ici) à Xi(Ω) qui estdonné en question précédente !Comment peut-on se tromper ?!

Élémentaire...

P([Xi + Xj = p]) = k∑
m=0P

([Xi = m] ∩ [Xi + Xj = p])
= k∑

m=0P
([Xi = m] ∩ [Xj = p − m]) ∀m > p, [Xj = p − m] = ∅...

= p∑
m=0P

([Xi = m] ∩ [Xj = p − m])
Soit m ∈ J0; pK. Remarquons déjà que toutes les issues réalisant [Xi = m] ∩ [Xj = p − m] sont composées de mboules numéro i, p − m boules numéro j et k − p autre boules.Par indépendance des tirages (avec remise), la probabilité d’apparition d’une telle issue est égale à :( 1

n

)m (1
n

)p−m (1 − 2
n

)k−p

Question : combien de telles issues réalisent l’évènement [Xi = m] ∩ [Xj = p − m] ?Réponse : autant que de façons d’arranger m boules numéro i et p − m boules numéro j sur k boules.
• il y a (k

p

) façons d’arranger les boules i ou j sur les k boules ;
• et (p

m

) façons d’arranger, au sein du groupe des boules i et j , seulement les boules i.
Par équiprobabilité de toutes les issues, on obtient :

P
([Xi = m] ∩ [Xj = p − m]) = (k

p

)(
p
m

)(1
n

)m (1
n

)p−m (1 − 2
n

)k−p

On obtient :
P([Xi + Xj = p]) = k∑

m=0
(

k
p

)(
p
m

)(1
n

)m (1
n

)p−m (1 − 2
n

)k−p

= (
k
p

)(1
n

)p (1 − 2
n

)k−p p∑
m=0
(

p
m

)
formule du binôme deNewton= (

k
p

)(1
n

)p (1 − 2
n

)k−p 2p

= (
k
p

)(2
n

)p (1 − 2
n

)k−p

Par conséquent : Xi + Xj ↪→ B

(
k, 2

n

).

• De façon générale, quand ondemande la loi d’une variablealéatoire (qu’il s’agisse d’unesomme de deux VA ou non),on commence toujours par seposer la question du contexte :reconnaît-on le contexte d’uneloi usuelle ?
• Dans le cas d’une sommede 2 VA. A-t-on un résultatde stabilité (indépendancenécessaire) ? Est-ce le contexted’une loi usuelle ? Si non, onmet en place la FPT et on peutensuite soit raisonner sur laprobabilité de l’intersection(fait ici), soit passer par lesprobabilités conditionnelles.

♣ Méthode !

3.b. En déduire la covariance du couple (Xi, Xj ).Puisque Xi et Xj sont finies, elles admettent chacune une variance, et donc Cov(Xi, Xj ) existe.On sait que
V(Xi + Xj ) = V(Xi) + V(Xj ) + 2Cov(Xi, Xj )D’où : 2Cov(Xi, Xj ) = V(Xi + Xj ) − V(Xi) − V(Xj ) question précédente et question 1.= 2k

n

(1 − 2
n

)
− 2k

n

(1 − 1
n

)
= 2k

n

((1 − 2
n

)
−
(1 − 1

n

))
= 2k

n ×
−1
n

Conclusion : Cov(Xi, Xj ) = −k
n2 .

3.c. Retrouver alors le résultat de la question 2..On a ainsi, d’après la question précédente :
Cov(Xi, Xj ) ̸= 0

• Si X et Y sont indépendantes,alors Cov(Xi, Xj ) = 0. D’où lacontraposée...
• La formulation de la ques-tion DONNE le résultat de laquestion 2.. En effet, on de-mande de retrouver le résultatde la question 2. Autrementdit, on demande d’étudier l’in-
dépendance à partir de la
connaissance de la covariance.La seule façon de passer d’unrésultat sur la covariance à unrésultat sur l’indépendanceest : Cov(X, Y ) ̸= 0 =⇒(
X et Y pas indépendantes).PAS LE CHOIX !On sait donc, sans même fairela question 2., ni la question

3.a, que Xi et Xj ne sont pasindépendantes...

Important !

Par conséquent, les variables aléatoires Xi et Xj ne sont pas indépendantes.
Conclusion : les variables aléatoires X1, X2, ..., Xn ne sont pas indépendantes.

4. Écrire une fonction Python telle que l’exécution de simul(n,k) renvoie une liste contenant une réalisationdes variables aléatoires X1, X2, ..., Xn .
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1 impo r t numpy . random as rd
2
3 de f s im u l ( n , k ) :
4 L=[0 f o r i i n range ( n ) ]
5 f o r j i n range ( k ) : #k t i r a g e s
6 N=rd . r a n d i n t ( 1 , n+1)
7 L [ N=1]=L [ N=1]+1 # i n d e x a t i o n q u i d é b u t e à 0
8 r e t u r n L

Partie IIPour entier naturel k supérieur ou égal à 1, note Zk la variable aléatoire égale au nombre de numéros distinctsobtenus au cours des k premiers tirages.On suppose que toutes les variables aléatoires de cette partie sont définies sur un même espace probabilisé (Ω, A,P).
5. Déterminer la loi de la variable Z1 et la loi de la variable Z2 . En déduire E(Z1) et E(Z2).

• Z1 est la variable aléatoire qui compte le nombre de numéros distincts obtenus au cours du premier tirage.
Conclusion : Z1 suit donc la loi certaine égale à 1 et E(Z1) = 1.

• Z2 est la variable aléatoire qui compte le nombre de numéros distincts obtenus au cours du secondtirage.
⋄ D’où : Z2(Ω) = {1; 2}.
⋄ Puis :

[Z2 = 1] est réalisé si, et seulement si, on obtient 1 seul numéro au cours des deux premierstiragessi, et seulement si, le second tirage fournit la même boule que le premier

On peut aussi utiliser les va-riables aléatoires Xi de la par-tie précédente et écrire que
[Z2 = 1] = n⋃

i=1[Xi = 2]...
En effet, [Z2 = 1] est réalisé si,et seulement il existe i ∈ J1; nKtel que la boule numéro i soittirée aux tirages 1 et 2.

Petite remarque

Par équiprobabilité du choix des boules dans l’urne, on a ainsi :
P([Z2 = 1]) = 1

n

⋄ Puisque Z2(Ω) = {1; 2}, on a P([Z2 = 1]) +P([Z2 = 2]) = 1 ; d’où :
P([Z2 = 2]) = 1 − 1

n

Il n’est pas nécessaire de tra-vailler sur l’évènement [Z2 = 2]...C’est une perte de temps dele faire, et donc une perte depoints !

Petite remarque

⋄ Z2 est finie, donc admet une espérance et :
E(Z2) = 1P([Z2 = 1]) + 2P([Z2 = 2])= 1

n + 2(1 − 1
n

)
= 2 − 1

n

Conclusion : Z2(Ω) = {1; 2}
P([Z2 = 1]) = 1

n , P([Z2 = 2]) = 1 − 1
n

E(Z2) = 2 − 1
n .

6. Soit k ∈ N∗ .
6.a. Déterminer P([Zk = 1]).

• Si k = 1 ou k = 2 : voir question précédente.
• Si k ≥ 3 :

On peut également procéder pardénombrement, en expliquantbien le raisonnement !
Petite remarque[Zk = 1] est réalisé si, et seulement si, on obtient 1 seul numéro au cours des k premiers ti-ragessi, et seulement si, les k tirages ont donné la boule 1, ou les k tirages ontdonné la boule 2, ou..., ou les k tirages ont donné laboules nD’où : [Zk = 1] = n⋃

i=1[Xi = k ]
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Puis, si i, j ∈ J1; nK tels que i ̸= j , on a [Xi = k ] ∩ [Xj = k ] = ∅ puisqu’il est impossible de tirer kboules i et k boules j . D’où, par incompatibilité des évènements de la famille ([Xi = k ])i∈J1;nK , ona :
P([Zk = 1]) = n∑

i=1 P([Xi = k ]) question 1.

= n∑
i=1

1
nk

= 1
nk−1On remarque que les cas se regroupent.

Conclusion : P([Zk = 1]) = 1
nk−1 .

6.b. Déterminer P([Zk = k ]). On distinguera les cas k ≤ n et k > n.
• Si k > n :Il est impossible d’obtenir plus de boules différentes qu’il n’y en a dans l’urne. Ainsi : [Zk = k ] = ∅et donc P([Zk = k ]) = 0.
• Si k ≤ n :

On peut aussi dire qu’un ti-rage s’assimile à un k-uplet de
J1; nKk .Choisir un tirage réalisant[Zk = k ], c’est :
• choisir k éléments distincts de
J1; nK : (n

k

) possibilités
• ordonner ces k éléments : k !possibilités.Par conséquent, il y a (n

k

)
k !tels tirages ; sur nk (le cardinalde J1; nKk ) tirages au total...D’où le résultat, par équiproba-bilité des tirages.

Petite remarque[Zk = k ] est réalisé si, et seulement si, on obtient k numéros distincts au cours des k premierstiragessi, et seulement si, les tirages 1 à k ont donné des numéros deux à deuxdistinctsUn tirage s’assimile à un k-uplet de J1; nKk . Il y a donc nk tirages possibles, tous équiprobables.Dénombrons donc les tirages réalisant [Zk = k ].Un tirage réalisant [Zk = k ] est déterminé par :
⋄ le numéro de la première boule tirée : n possibilités,
⋄ le numéro de la seconde boule tirée : n − 1 possibilités (on veut tirer une boule autre quecelle déjà tirée),
⋄ ...
⋄ le numéro de k-ième boule tirée : n − (k − 1) possibilités (on veut tirer une boule autre queles k− déjà tirées)Par conséquent, [Zk = k ] est composé de n(n − 1) × ... × (n − (k − 1)) issues.Ainsi, par équiprobabilité de tous les tirages :

P([Zk = k ]) = n(n − 1) × ... × (n − (k − 1))
nk= 1

nk
n!(n − k )!

Conclusion : P([Zk = k ]) =
 0 si k > n1

nk
n!(n − k )! si k ≤ n .

6.c. Montrer, pour tout j ∈ J1; nK : P([Zk+1 = j ]) = j
nP([Zk = j ]) + n − j + 1

n P([Zk = j − 1]).Soit j ∈ J1; nK. Commençons par remarquer que Zk+1(Ω) = J1; min(n, k + 1)K. Distinguons ensuite deuxcas...
• Si j ∈ Zk+1(Ω) (toujours le cas si J1; nK ⊂ Zk+1(Ω), et donc si n ≤ k + 1) :

⋄ On a Zk (Ω) = J1; min(n, k )K. Notons m = min(n, k ). D’après la formule des probabilités totales,avec ([Zk = i])i∈J1;mK comme système complet d’évènements, on a :
P([Zk+1 = j ]) = m∑

i=1 P
([Zk+1 = j ] ∩ [Zk = i]) ∀i ∈ J1; mK, P([Zk = i]) ̸= 0

= m∑
i=1 P([Zk = i]) × P[Zk =i]([Zk+1 = j ])

Soit i ∈ J1; mK. Supposons l’évènement [Zk = i] réalisé. Autrement dit, les k premiers tiragesont donné i boules différentes. On regarde le tirage suivant.
⇝ si i = j (seulement si j ∈ J1; mK) :On a alors obtenu j boules différentes sur les k premiers tirages. Dans ce cas, l’évènement[Zk+1 = j ] est réalisé si, et seulement si, le (k + 1)-ième tirage fournit encore une des jboules déjà tirées. D’où, par équiprobabilité du choix des boules :

P[Zk =i]([Zk+1 = j ]) = j
n
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⇝ si i = j − 1 (seulement si j ≥ 2) :On a alors obtenu j−1 boules différentes sur les k premiers tirages. Dans ce cas, l’évènement[Zk+1 = j ] est réalisé si, et seulement si, le (k + 1)-ième tirage fournit une des n − (j − 1)boules qui n’a pas encore été tirée. D’où, par équiprobabilité du choix des boules :
P[Zk =i]([Zk+1 = j ]) = n − j + 1

n
⇝ si i > j :Il est alors impossible d’obtenir moins de boules différentes au tirage suivant... D’où :si i > j , alors P[Zk =i]([Zk+1 = j ]) = 0
⇝ si i < j − 1 :Il est alors impossible d’avoir obtenu j boules différentes au k + 1-tirage en n’en ayantobtenu au plus j − 2 différentes au tirage k . D’où :si i < j − 1, alors P[Zk =i]([Zk+1 = j ]) = 0

⋄ On vérifie enfin que la relation est encore valable dans les deux cas suivants :
⇝ si j = 1 : dans ce cas, P([Zk = j − 1]) = P([Zk = 0]) = 0... Et la relation souhaitée équivautà l’égalité P([Zk+1 = j ]) = 1

nP([Zk = 1]), qui est vraie.
⇝ si j > m : puisque m = min(n, k ) et que j ∈ J1; min(n, k + 1)K, on a alors nécessairement

k < n et j = k +1. Dans ce cas P([Zk = j ]) = P([Zk = k +1]) = 0... Et la relation souhaitéeéquivaut à l’égalité P([Zk+1 = j ]) = n − k
n P([Zk = k ]), qui est vraie.

• Si j ̸∈ Zk+1(Ω) (possible que si J1; nK ̸⊂ Zk+1(Ω) et donc k + 1 < n) : dans ce cas, puisque
j ∈ J1; nK, on a nécessairement k + 1 < n et donc j > k + 1. Dans ce cas, j − 1 > k et on a :

P([Zk+1 = j ]) = 0 ; P([Zk = j ]) = 0 ; P([Zk = j − 1]) = 0la relation voulue est donc encore valable !
Conclusion : pour tout j ∈ J1; nK : P([Zk+1 = j ]) = j

nP([Zk = j ]) + n − j + 1
n P([Zk = j − 1]).

Question difficile, avec de nom-breux cas à distinguer. L’es-sentiel des points porte surl’utilisation de la FPT et la dis-jonction des quatre cas...On pourrait se contenter dutravail sur le premier ⋄ du pre-mier • pour avoir l’essentiel despoints.

Petite remarque

6.d. En déduire : E(Zk+1) = n − 1
n E(Zk ) + 1.Puisque Zk (Ω) et Zk+1(Ω) sont finis, les variables aléatoires Zk et Zk+1 admettent une espérance. Etpuisque Zk+1(Ω) ⊂ J1; nK :

E(Zk+1) = n∑
j=1 jP([Zk+1 = j ]) question précédente et linéarité de la somme

= n∑
j=1

j2
nP([Zk = j ]) + n∑

j=1
j(n − j + 1)

n P([Zk = j − 1]) i=j-1
= n∑

j=1
j2
nP([Zk = j ]) + n−1∑

i=0
(i + 1)(n − i)

n P([Zk = i]) termes nuls si i = 0 ou i = n

= n∑
j=1

j2
nP([Zk = j ]) + n∑

i=1
(i + 1)(n − i)

n P([Zk = i])
= n∑

j=1
(

j2
n + (j + 1)(n − j)

n

)
P([Zk = j ])

= n∑
j=1

n + (n − 1)j
n P([Zk = j ])

= n∑
j=1 P([Zk = j ]) + n − 1

n

n∑
j=1 jP([Zk = j ]) Zk (Ω) ⊂ J1; nK

= 1 + n − 1
n E(Zk )

Conclusion : E(Zk+1) = n − 1
n E(Zk ) + 1.

On reconnaît la relationde récurrence d’une suitearithmético-géométrique...
Petite remarque

7. 7.a. Montrer que la suite (vk )k≥1 de terme général vk = E(Zk ) − n est une suite géométrique.Soit k ∈ N∗ . On a :
vk+1 = E(Zk+1) − n question précédente= n − 1

n E(Zk ) + 1 − n
E(Zk ) = vk + n= n − 1

n (vk + n) + 1 − n

= n − 1
n vk

Conclusion : la suite (vn)n∈N∗ est géométrique de raison n − 1
n et de premier terme v1 = 1−n (question

5.).
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7.b. En déduire, pour tout entier k supérieur ou égal à 1 : E(Zk ) = n
(1 −

(
n − 1

n

)k
).

Soit k ∈ N∗ . On a :
E(Zk ) = vk + n question précédente= v1

(
n − 1

n

)k−1 + n

= (1 − n) (n − 1
n

)k−1 + n

= − (n − 1)k
nk−1 + n

= n
(1 −

(
n − 1

n

)k
)

Conclusion : pour tout entier k supérieur ou égal à 1 : E(Zk ) = n
(1 −

(
n − 1

n

)k
).

8. Soit k ∈ N∗ .Pour tout i ∈ J1; nK, on note Yk,i la variable aléatoire prenant la valeur 1 si la boule numéro i a été tiréelors des k premiers tirages, et prenant la valeur 0 sinon. A l’aide des variables aléatoires Yk,1, Yk,2, ..., Yk,n ,retrouver l’espérance de Zk .De façon immédiate, on a :
Zk = n∑

i=1 Yk,i

Soit i ∈ J1; nK. On a :
• Yk,i(Ω) = {0; 1}

• [Yk,i = 0] est réalisé si, et seulement si, la boule i n’a pas été tirée lors des k tiragessi, et seulement si, les k tirages ont donné d’autres boules que la boule iPar indépendance des tirages et équiprobabilité du choix de la boule dans l’urne, on a :
P([Yk,i = 0]) = (n − 1

n

)k

• On en déduit, puisque Yk,i(Ω) = {0; 1} :
P([Yk,i = 1]) = 1 −

(
n − 1

n

)k

et ainsi :
E(Yk,i) = 1 −

(
n − 1

n

)k Yk,i suit la loi de Bernoulli de
paramètre 1 −

(
n − 1

n

)k .
Petite remarque

Conclusion : par linéarité de l’espérance, on retrouve le résultat de la question précédente.
9. Écrire une fonction Python telle que l’exécution de simulZ(n,k) renvoie une réalisation de la variablealéatoire Zk .On utilise en fait les variables aléatoires Yk,i ...

1 impo r t numpy . random as rd
2
3 de f s imu lZ ( n , k ) :
4 L=[0 f o r i i n range ( 1 , n +1 ) ]
5 f o r j i n range ( 1 , k +1) : #k t i r a g e s
6 i=rd . r a n d i n t ( 0 , n )
7 L [ i ]=1 #L [ i ]= r é a l i s a t i o n de Y_ { k , i +1}
8 r e t u r n sum ( L )

Partie IIIOn note désormais T la variable aléatoire égale au numéro du tirage où, pour la première fois, chaque boule a ététirée au moins une fois.Pour tout i ∈ J1; nK, on note Ti le nombre de tirages nécessaires pour obtenir, pour la première fois, i boulesdifférentes. De cette façon, T = Tn .On suppose que toutes les variables aléatoires de cette partie sont définies sur un même espace probabilisé (Ω, A,P).
10. Donner la loi de la variable aléatoire T1 .

T1 suit la loi certaine égale à 1.
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11. On pose V1 = T1 et pour tout i ∈ J2; nK, Vi = Ti − Ti−1 .Justifier que, pour tout i ∈ J2; nK, Vi suit une loi géométrique dont on précisera le paramètre.Soit i ∈ J2; +∞J. On a : Vi = Ti − Ti−1 , donc Vi donne le nombre de tirages nécessaires pour passer de
i − 1 boules différentes obtenues à i boules différentes.Ainsi, à partir du moment où l’on a obtenu, pour la première fois, i − 1 boules différentes (ce qui arrivepresque-sûrement) :

• l’expérience s’assimile à une infinité de répétitions indépendantes de la même épreuve de Bernoullidont le succès "obtenir une boule différente des i − 1 déjà obtenues" est de probabilité n − (i − 1)
n (paréquiprobabilité du choix des boules) ;

• la variable aléatoire Vi compte le nombre de tirages nécessaires à ce premier succès.
Conclusion : Vi suit la loi géométrique de paramètre n − i + 1

n (qui est bien un réel de ]0; 1[).
12. Établir : T = n∑

i=1 Vi . En déduire que T possède une espérance et démontrer que E(T ) = n
n∑

k=1
1
k .

• On a :
n∑

i=1 Vi = V1 + n∑
i=2 (Ti − Ti−1)

= V1 + n∑
i=2 Ti −

n∑
i=2 Ti−1 télescopage= V1 + Tn − T1 T1 = V1= Tn= T

• On sait que V1 admet une espérance (suit une loi certaine) et que, pour tout i ∈ J2; +∞J, Vi admetune espérance (suit une loi géométrique). Donc T est la somme de n variables aléatoires admettant uneespérance. La variable aléatoire T admet donc une espérance et :
E(T ) = E

( n∑
i=1 Vi

)
linéarité de l’espérance

= n∑
i=1 E(Vi)

= E(V1) + n∑
i=2 E(Vi) questions 10. et 11.

= 1 + n∑
i=2

n
n − i + 1

= n
n∑

i=1
1

n − i + 1 k = n − i + 1
= n

n∑
k=1

1
k

13. 13.a. Établir :
∀k ∈ N∗, 1

k + 1 ≤ ln(k + 1) − ln(k ) ≤ 1
kSoit k ∈ J1; nK. Par décroissance de la fonction inverse sur R+

∗ , donc sur [k ; k + 1], on a :1
k + 1 ≤ 1

x ≤ 1
kPuis, par croissance de l’intégrale, licite car k ≤ k + 1 et les fonctions en jeu étant continues sur lesegment [k : k + 1] : ∫ k+1

k

1
k + 1dx ≤

∫ k+1
k

1
x dx ≤

∫ k+1
k

1
k dx

Autrement dit : 1
k + 1 ≤ ln(k + 1) − ln(k ) ≤ 1

k

Conclusion : ∀k ∈ N∗, 1
k + 1 ≤ ln(k + 1) − ln(k ) ≤ 1

k .
13.b. En déduire un équivalent de n∑

k=1
1
k puis de E(T ) lorsque n → +∞.

Notons, pour tout n ∈ J2; +∞J, Sn = n∑
k=1

1
k .
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• Soit n ∈ J2; +∞J. De la question précédente, on a :
∀k ∈ J1; nK, 1

k + 1 ≤ ln(k + 1) − ln(k ) ≤ 1
kD’où, en sommant de 1 à n − 1, licite car n ≥ 2, et par télescopage :

n−1∑
k=1

1
k + 1 ≤ ln(n) ≤

n−1∑
k=1

1
k

On pourrait sommer de 1 à
n, mais il y aurait une petitemanipulation à faire sur la fin.A voir ce que vous préférez, lesdeux possibilités doivent êtreclaires.

Petite remarque

Or :
⋄ Avec le changement d’indice i = k + 1, on a :

n−1∑
k=1

1
k + 1 = n∑

i=2
1
i= Sn − 1

⋄ et :
n−1∑
k=1

1
k = Sn − 1

nD’où :
Sn − 1 ≤ ln(n) ≤ Sn − 1

nPuis :
⋄ De l’inégalité de gauche, on déduit :

Sn ≤ ln(n) + 1
⋄ De l’inégalité de droite, on déduit :

ln(n) + 1
n ≤ Sn

On obtient ainsi : ln(n) + 1
n ≤ Sn ≤ ln(n) + 1Et, comme n ≥ 2, on a ln(n) > 0. D’où :

1 + 1
n ln(n) ≤ Snln(n) ≤ 1 + 1ln(n)

• On a finalement établi :
∀n ∈ J2; +∞J, 1 + 1

n ln(n) ≤ Snln(n) ≤ 1 + 1ln(n)Mais : lim
n→+∞

(1 + 1
n ln(n)

) = 1 = lim
n→+∞

(1 + 1ln(n)
)

Par théorème d’encadrement, on conclut :
lim

n→+∞

Snln(n) = 1
Et ainsi :

Sn ∼
n→+∞

ln(n)
• Or, d’après la question 12. : E(T ) = n

n∑
k=1

1
k .

Conclusion :
n∑

k=1
1
k ∼

n→+∞
ln(n) et E(T ) ∼

n→+∞
n ln(n).

14. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme Python ci-dessous de sorte que son exécutionsimule une réalisation de la variable aléatoire T .
1 impo r t numpy . random as rd
2
3 de f s imu lT ( n ) :
4 L=[0 f o r i i n range ( n ) ]
5 T=0
6 whi le sum ( L)<n :
7 b=rd . r a n d i n t ( 1 , n+1)
8 . . . . . .
9 . . . . . .

10 r e t u r n T
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L’élément L[i] de la liste L contiendra 0 si la boule numéro i + 1 n’a pas encore été tirée, et prendra lavaleur 1 dès que la boule numéro i + 1 aura été tirée.Puisque la condition porte sur sum(L)<n, la boucle s’arrêtera dès que la liste L ne contiendra que des 1...Donc dès que toutes les boules auront été tirées au moins une fois.La variable T est incrémentée à chaque tirage...
1 impo r t numpy . random as rd
2
3 de f s imu lT ( n ) :
4 L=[0 f o r i i n range ( n ) ]
5 T=0
6 whi le sum ( L)<n :
7 T=T+1
8 b=rd . r a n d i n t ( 1 , n+1)
9 L [ b=1]=1

10 r e t u r n T
On pourrait remplacer la ligne 6par : while L!=[1 for i in
range(n)].

Petite remarque

Partie IVOn note maintenant U la variable aléatoire égale au numéro de la première boule tirée. Si U prend la valeur i, avec
i ∈ J1; nK, alors on effectue une succession de i lancers de la même pièce donnant PILE avec la probabilité 12 . Onsuppose les lancers de pièces indépendants.On note N la variable aléatoire égale au nombre de PILE obtenus à l’issue de cette expérience.On suppose que toutes les variables aléatoires de cette partie sont définies sur un même espace probabilisé (Ω, A,P).

15. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme Python ci-dessous de sorte que son exécutionsimule une réalisation de la variable aléatoire N .
1 impo r t numpy . random as rd
2
3 de f simulN ( n ) :
4 U = . . . . . .
5 N=0
6 f o r k i n . . . . . .
7 N=N + . . . . . .
8 r e t u r n N

Par équiprobabilité du choix des boules dans l’urne, U suit la loi uniforme sur J1; nK...
1 impo r t numpy . random as rd
2
3 de f simulN ( n ) :
4 U=rd . r a n d i n t ( 1 , n+1)
5 N=0
6 f o r k i n range ( 1 ,U+1) :
7 N=N+rd . r a n d i n t ( 0 , 2 )
8 r e t u r n N

On pourrait également rem-placer les lignes 6 et 7 par
N=rd.binomial(U,1/2).

Petite remarque

16. Démontrer que N(Ω) = J0; nK.Par double inclusion...
⊂ Puisque N est le nombre de PILE obtenus sur au plus n lancers (si la boule numéro n est tirée enpremière position), on a immédiatement N(Ω) ⊂ J0; nK.
⊃ Soit k ∈ J0; nK. Justifions que k ∈ N(Ω).

k ∈ N(Ω) ⇐⇒ ∃ω ∈ Ω / k =
N(ω).Ou encore : k ∈ N(Ω) ⇐⇒[N = k ] ̸= ∅.On cherche donc une issue dontl’image par N est égale à k ...

☞ Rappel...

Notons ω l’issue de l’expérience consistant à :
⋄ ne tirer que la boule numéro n, donc en particulier à tirer la boule n au premier tirage ;
⋄ puis obtenir PILE au k premiers lancers (sur les n lancers) et FACE aux derniers lancers de lapièce.Dès lors, on a N(ω) = k . Autrement dit : k ∈ N(Ω).

Une issue doit détailler le dé-roulement complet de l’expé-rience : du tirage des boules (apriori, une infinité sont tirées...)aux résultats du bon nombre delancers de pièces...

✓ Rigueur !

Conclusion : N(Ω) = J0; nK.
17. Donner la loi de U . Rappeler son espérance et sa variance.Il y a équiprobabilité du choix de la boule dans l’urne...

Conclusion : U ↪→ U
(
J1; nK

)
U(Ω) = J1; nK, pour tout k ∈ J1; nK, P([U) = k ]) = 1

n
E(U) = n + 12 et V(U) = n2 − 112 .
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18. Soit i ∈ J1; nK. Démontrer que pour tout j ∈ J0; nK, P[U=i]([N = j ]) =

(

i
j

) 12i si j ≤ i0 si j > i
.

Soit i ∈ J1; nK. Supposons l’évènement [U = i] réalisé. Autrement dit, la boule numéro i a été tirée au premiertirage ; on effectue ensuite i lancers de la pièce.
• La suite de l’expérience s’assimile donc à i répétitions indépendantes de la même épreuve de Bernoullidont le succès "obtenir PILE" est de probabilité 12 .
• La variable aléatoire N compte alors le nombre de succès obtenus sur ces i lancers.Par conséquent : la loi conditionnelle de N sachant l’évènement [U = i] est la loi binomiale de paramètres iet 12 . C’est la loi conditionnelle de Nsachant [U = i] dont on parle...Ce n’est pas la loi de N !

✘ Attention !

Ainsi, pour tout j ∈ J0; nK :
• si j > i : P[U=i]([N = j ]) = 0
• si j ≤ i : P[U=i]([N = j ]) = (i

j

)(12
)j (12

)i−j .
Conclusion : pour tout j ∈ J0; nK, P[U=i]([N = j ]) =


(

i
j

) 12i si j ≤ i0 si j > i
.

19. Soit j ∈ J0; nK. ExprimerP([N = j ]) sous forme d’une somme que l’on ne cherchera pas à calculer explicitement.
D’après la formule des probabilités totales, avec ([U = i])i∈J1;nK comme système complet d’évènements, on a :

P([N = j ]) = n∑
i=1 P

([U = i] ∩ [N = j ]) ∀i ∈ J1; nK, P([U = i]) ̸= 0
= n∑

i=1 P([U = i])P[U=i]([N = j ]) question précédente : ∀i < j, P[U=i]([N = j ])
= n∑

i=j
P([U = i])P[U=i]([N = j ]) questions 17. et 18., licites

= n∑
i=j

1
n

(
i
j

) 12i

Conclusion : ∀j ∈ J0; nK, P([N = j ]) = 1
n

n∑
i=j

(
i
j

) 12i .
20. 20.a. Calculer, pour tout i ∈ J1; nK,

i∑
j=0 j

(
i
j

). L’expression obtenue est-elle valable si i = 0 ?
• Soit i ∈ J1; nK. On a :

Pour dire que j
j! = 1(j − 1)! , ilfaut que j ̸= 0.En effet, passer de j

j! à1(j − 1)! se fait en divisantnumérateur et dénominateur par
j (il serait temps de comprendrece que signifie "simplifier unefraction"), ce qui n’est possibleque si j ̸= 0.Et puis, l’écriture (j − 1)! posequand-même problème quand
j = 0...

✓ Rigueur !
i∑

j=0 j
(

i
j

) = i∑
j=1 j i!

j!(i − j)!
= i∑

j=1 j i!
j!(i − j)!

= i∑
j=1

i!(j − 1)!(i − j)! k = j − 1
= i−1∑

k=0
i!

k !(i − k − 1)!
= i

i−1∑
k=0

(i − 1)!
k !(i − 1 − k )! formule du binôme de Newton, licite car i ≥ 1, donc i − 1 ≥ 0.= i2i−1

• Si i = 0 : chaque membre vaut 0. L’expression est donc valable si i = 0.
Conclusion : ∀i ∈ J0; nK,

i∑
j=0 j

(
i
j

) = i2i−1 .
20.b. Justifier que N possède une espérance et la calculer.
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On sait que N(Ω) est fini (question 16.), donc N admet une espérance et, puisque N(Ω) = J0; nK :
E(N) = n∑

j=0 jP([N = j ]) question 19.

= n∑
j=0 j 1

n

n∑
i=j

(
i
j

) 12i

= 1
n

n∑
j=0

n∑
i=j

j
(

i
j

) 12i

= 1
n
∑

0≤j≤i≤n

j
(

i
j

) 12i

= 1
n

n∑
i=0

i∑
j=0 j

(
i
j

) 12i

= 1
n

n∑
i=0

12i

i∑
j=0 j

(
i
j

) question précédente, licite car la sommesur i va de 0 à n= 1
n

n∑
i=0

12i i2i−1
= 12n

n∑
i=0 i

= 12n
n(n + 1)2= n + 14

Conclusion : E(N) = n + 14 .
⋆⋆⋆⋆⋆⋆⋆ Fin ⋆⋆⋆⋆⋆⋆⋆
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