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La qualité de la rédaction, le soin porté & la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont
des critéres importants dévaluation.

Quelques précisions :
e la copie devra présenter une en-téte d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
o les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé. Le sujet est a rendre avec la copie.
Si, au cours de lépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur dénoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

"Une des clés du succés est la confiance en soi. Une des clés de la confiance en soi est la préparation.’
Arthur Ashe

X Attention !
Les arguments / éléments qu'il ne fallait pas oublier... Les éléments surlignées ne sont

Les arguments / éléments non notés mais qui font tellement plaisir... pas les seuls éléments de ba-
reme ! Ils sont simplement ceux

qui ont souvent été oubliés...
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EXERCICE 1 (FAIT MAISON)

0 10
On considere la matrice A= | 0 0 1| eton note f lendomorphisme de Mj5;(R) canoniquement associé a A.
-1 1 1

PARTIE |. REDUCTION DE LA MATRICE A
1. Calculer (A— L)Y (A + h).
Sans difficulté, on trouve : (A — 5)?(A+ ) = 0s.
2. Déterminer les valeurs propres de A ainsi qu'une base de chaque sous-espace propre associé.

e Daprés la question précédente, le polynéme (X —1)*(X -+ 1) est annulateur de la matrice A. Par consé-
quent, les racines de ce polynome sont les valeurs propres possibles de A.

Conclusion : —1 et 1 sont les seules valeurs propres possibles de A.

e Ensuite :
o Ona:
-1 1 0
rgA—»hL) = g 0 -1 1 -

11 0 J C+G=-C
—1 1

= 1g 0,1 -1 1
-1 1 J 0 | et [ =1 ne sont pas colinéaires

_ > 1 1

!
Puisque rg(A — ) < 3, on en déduit que [1 est valeur propre de A et (en notant Eq(A) l'espace Import?nt o
Ne pas oublier de mentionner

propre associé) par théoréme du rang : que 1 est valeur propre de A, on
ne le savait pas encore...

3 =rg(A— k) +dim ( ker(A — /3))

Dol A retenir
: — ir...
dim ( ker(A — /3)) =1 En notant Cy, G, G les co-
1 lonnes d'une matrice M, st on
aaC +bG + cCG =0, alors
On remarque ensuite que [ 1| & ker(A — f5). Notons pour la suite £4(A) = ker(A — k). Ainsi, la a
1 4 b ekerm).
C
1 Ici, durant la recherche du rang
famille 1 est une famille de £;(A) qui est : de A— /5, on a remarqué que
1 G+ G+ G=0.

~~ libre car constituée d'un unique vecteur non nul,
~» de cardinal 1, égal a la dimension de E;(A).

1
Conclusion : la famille 1 est une base de £;(A).
1
o On procede de la méme fagon pour —1...
1
Conclusion : —1 est valeur propre de A et que la famille —1 est une base de £_1(A).
1
1 1
3. Notons U= | =1 ] et V= [1
1 1

3.a. Résoudre 'équation AX = X + V, d'inconnue X &€ M34(R). On notera W la solution dont la premiére
composante est égale a —1.
Soit X € M54(R). On trouve :

-2 1
AX=X+V < Xe& 1| +z(1], z€eR
0 1
—1
Conclusion : on pose W = | 0 | (obtenu avec z =1).
1

3.b. Montrer que (U, V, W) est une base de M5(R).
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e Montrons que (U, V, W) est une famille libre de M5(R).
Soient a, b, c € R. Supposons aU + bV + cW =054. On a:

Important !

GU+b\/+CW:Ojg’1 — .
Il faut remarquer que la
a=b=c=0

- connaissance des vecteurs
U, V, W n'est pas nécessaire
La famille (U, V, W) est donc libre. pour cette question ! Effec-
o [t Card((U, v, W)) =3 =dim (Mw(R)). tg;s:?cflculs, Ceest perdre du
Conclusion : (U, V, W) est une base de M31(R).
3.c. Déterminer la matrice de f dans cette base, notée 7.
D'apres la question 2., U est vecteur propre de A associé a la valeur propre —1, donc AU = —U. Ainst :
f(U)y=-U
De la méme fagon :
f(V)=V
Et d'apres la question 3.a. :
fW)y=V4+WwW
Dot :
-1 0 0
Mat(t;v\,/vw)(f) = 0 1 1
0 0 1
-1 0 O
Conclusion: 7T=| 0 1 1
0 0 1
3.d. Donner finalement une matrice P inversible telle que A= PTP~".
Notons P la matrice obtenue en concaténant les matrices colonnes U, V, W :
1 —1
P={|-1 1 0
T 1 1
e P estinversible, car (U, V, W) est une base, donc P est la matrice de passage de la base canonique
vers la base (U, V, W);
e d'apres la formule de changement de base :
Matb((f) = PMat(U‘\/‘W)(r’)P’W
Autrement dit :
A=PTP
PARTIE |l. RESOLUTION D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE D'ORDRE 3
On considére I'équation différentielle suivante, notée (F), d'inconnue y € €>(R,R) :
(E):y’”*g”*y/J”y:O
y y'
Pour toute fonction y € €°(R,R), onpose ¥ = [ ¢ | et Y = [ ¢”
y// y///
4. Soit y € €°(R,R). Vérifier : () < Y = AY.
Immédiat.
5. Soit ¢ € R. Résoudre l'équation différentielle X' = x + ce!, d'inconnue x € €'(R,R). On cherchera une
solution particuliére sous la forme t — ate’, avec a € R.
L'équation différentielle x' = x + ce’, d'inconnue x € €' (R, R), est une équation différentielle linéaire d'ordre
1 a coefficients constants.
v Rigueur !

e L'ensemble des solutions de 'équation x’ — x = 0 est {t — Je, A € R}. o
Etre solution d'une équadiff

e Soit @ € R. Notons f : t — ate'. La fonction f est €' sur R et : Cest vérifier une égalité de
fonctions. Il faut donc conserver
(f est solution de x" = x + ce') &= VteR, f'(t)=f(t)+ ce le 'Vt € R & chaque étape
e VteR ael + atel = ate! + ce pour traduire le fait que l'on
' ; . avait initialement une éqalité de
& VteR, ae’ =ce J Vt R, ef £0 fonctions.
— oa=c '

Par conséquent, la fonction t — cte’ est solution particuliére de 'équation différentielle x" = x + ce'.

Conclusion : l'ensemble des solutions de x = x + ce’ est {t — Je' + cte’, A € R}.
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6. En déduire les solutions de 7’ = TZ puis de Y' = AY.

2
Soient 71,25, 23 € ‘KW(R,R) et/=|2|.0Ona:
Z3
z -1 0 0\ /zn
7 =T & Zl=10 11 2
7} 0 0 1 73
7 = —z
= Z, = Zy+z
)
zi(t) = cqe!
= JaaeR/VieR Zl) - = ZZ(tz) * e J question précédente
z(t) = ce
z(t) = c¢e!
— do,0,eR/VteER, Zz(f) = Qe’—l—cjte‘
z(t) = e
e’
— do,0,a€RIVIER, Z(t) = | e’ + cte'
cse!
Ensuite :
Y =AY & Y =PTP'Y
— Pl =TpP Y en posant Z = P'Y, on a par linéarité de la dérivation :
= 7 =TZ J "= P71y (P71 4 coefficients constants)
cre! /Z point précédent
«— do,0,c3ER/IVEER, Z(t) = | e + cste!
cse! J Y =PZ
cre !
& Jo,0,3ERIVEER, Y(t)= P | e’ + cste'
csel
cre '+ (o — c3)e’ + cste!
& do,0,eR/VtER, Y(f) = —6197( + CzeZ + ij(?Z
cre” 4 (e + c3)e’ + cste!
— Petite remarque
® Les expressions obtenues
7. Donner finalement l'ensemble des solutions de (E). pour y'(t) et y”t) permettent de
Soit y € €°(R,R). D'aprés les questions précédentes : vérifier les calculs...
e l'ensemble des solutions est
Y -y =y +y =0 e Y =AY on 3 En et 1 est 1
ce "y (Cz — Cg)ef + 3 te! morphe a lev des solutions du
— do,0,geR|VIER, Y(t)= —cre !+ el + cte! systeme V' = AY.
; . . e On pourrait imaginer un exer-
ce '+ (o + ale’ + cte cice un peu différent, sans sys-
y(t) cre”" + (c2 — c3)e! + cste! teme différentiel, consistant a
< Jo.o.ceRIVIER, <m = | et el 4o oo de (E) s o o de
9’”([ ce '+ (c2 + 53)9[ + cste! dimension 3, puis a exhiber
— do,0,3eR|VtER, g(l‘) = Qefl + (CZ — Q)eZ + C—jtel ffrol% fonctions llng’alrement
e Fo,o.G ERIVIER, y(t) = e + el + cs(t — 1)ef indépendantes qui sont solu-
tions t +—— e_f t—s el ett
Conclusion : lensemble des solutions de (E) est {t — cre™" + e’ + c3(t — 1)e’, (1, ¢, i3) € Rj}. p ;Oma(ij;rjl):re)(o:a: e:‘:n;fe.
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Exercice 2 (INsPIRE DE EML 2010 E eT EDHEC 2015 E)

Une agence bancaire dispose de deux guichets. Trois clients, notés Gy, G, et G, arrivent simultanément dans cette
agence. Les clients G et G, occupent les deux guichets alors que le client Cs attend qu'un des deux guichets se
libere.

On notre Xj, X et Xj les variables aléatoires égales a la durée de l'opération des clients G, G,, G; respectivement.
Ces durées sont mesurées en minutes et arrondies a l'unité supérieure ou égale.

On note A l'événement "C; termine en dernier son opération’; ainsi, A = [min(X1,X2) + X3 > max(X1,X2)].

On note également A = |X; — Xa|.

1. Etablir : V(x, y) € R?, |x — y| = max(x, y) — min(x, y).
Soit (x, y) € R?. Distinguons deux cas : Petite remarque
On peut aussi dire que x et y
ont des réles symétriques donc,
|X . ‘ = —(x—t ) sans perte de généralité, on
y 4 peut supposer que x < y.

e Six < y. Onadune part x —y <0, donc :

Et d'autre part, puisque x < y, on a max(x, y) = y et min(x, y) = x, donc :
max(x, y) — min(x, y) = y — x

Dol :
[x — y| = max(x, y) — min(x, y)

e Six > y. On procede de la méme facon.

Conclusion : V(x, y) € R?, |x — y| = max(x, y) — min(x, y).

2. En déduire A =[X5 > A}

Ona:
A = [mln(Xw,XZ) + X35> max(Xq,XZ)]
i {[))(23; ‘T(?{X;(Zﬁﬁ) —min(X;, XZ)] J question précédente
= [G>4)

Conclusion : A=[X5 > Al.

PARTIE |. MODELISATION DISCRETE
On suppose dans cette partie que les variables aléatoires X, X, et X5 suivent la loi géométrique de parameétre
p €]0; 1] et qu'elles sont indépendantes. On note g =1 — p.
3. Rappeler la loi de Xj, son espérance ainsi que sa variance.
Conclusion : X;(Q) = N*, Yk € N*, P(X; = k) =q¢""p

1
E(X) = et V(X)) = %

4. Déterminer la probabilité IP(A = 0J).
D'apres la formule des probabilités totales, avec ([Xz = k})kiN* comme systeme complet d'évenements, la
série ZIP([A = 0]N[X, = k]) est convergente et :
k>1 — Petite remarque

+o0 On peut également présenter
les choses ainsi :
P(A=0) = ZP([A =0[n{X; = k]) eOna:[A=0]=[X =X)et,
k=1 puisque X1(Q) = X3(Q) = N*,

VN

+00 on obtient :
= > P(IX —kl=0]n[X; = k) [A:O]:U[x1:k]m[xz:k]
k=1 k=1

e par incompatibilité des
événements de la famille

— . Xi=klNn[X; =k
>_P(Xi =kn[X = k) (% = Knlx = k)

J Xi et Xy sont indépendantes

k=1 (N
+00 on a alors..
= P(X, = KNP(X> = k Mais ceci demande davantage
Z ([ ! D ([ ’ D J Xi et Xy suivent la méme loi géométrique de paramétre p d'arguments et cest plus long.
5:%1 Autant utiliser la FPT I Ce doit
k—1\2 2 étre un réflexe |
= 2 ()
k=1
oo
o 2 2\ k=1
- P Z (') Ji=k-1
k=1
oo
2 2\¢
= ) (a)
r—()/]
. 2
e —
2
_ P
(1=q)(1+9) /P
_ P
1+gq
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Conclusion : P((A = 0]) = P

T+q
5. Soit n € N*.
+00
5.a. Justifier : P((X; — X; = n)) = ZIP([XZ = k)P(X: = n + kJ).
k=1

D'aprés la formule des probabilités totales, avec ([X; = kJ), .
la série ZIP([)G — Xo = n]N[X; = k]) est convergente et :

comme systeme complet d'évenements,

k>1
+00
PX —Xo=n) = )Y P(X—X =nln[X;=K|)
- ; IP([X1 s k} a [XZ - k]) J Xi et X5 sont indépendantes
= > P(Xi = n+K)P([X; = k)
k=1
+00
Conclusion : P((X; — X, = n) = ) P(X, = k)P(X; = n + k).
k=1
5b. En déduire - P(A — n) — 229
T+gqg
e Ona:
A=n] = [Xi=X|=n]
- [XW—X2=H}U{X1—X2=—I7]
Or n # 0, donc —n # n et ainsi, les évenements [X; — X; = n] et [X; — X3 = —n] sont incompa-
tibles.
Dol :
P(A=n) = P(Xi =X =n)+P(X - X =—n)
= P(Xi=Xo =n)+P(Xo — X; =n)) X1 et X5 ont méme loi, donc Petite remarque
= 2P(Xi =X, =n)) X — Xp et X5 — X7 également +7Ou on mentionne ‘par symétrie
ik J question précédente des rbles de Xj e X"

= 2) P(X, = K)P(X; = n+ K]
k=1

- 2 Z qk—qu/7+k—1p
k=1

2 n k— ’\
o Z J calcul fait en question 4.

n /I
= 2p’q T

2pq"
1+g¢

6. 6.a. Démontrer que la variable aléatoire A admet une espérance et la calculer.

e On sait que :

A admet une espérance  si, et seulement si, la série E nP(A ) est absolument convergente
neNQ
si, et seulement si, la série E nIP n)) est convergente, car il s'agit d'une
n>0

série a terme général positif
e Soit N € N, suffisamment proche de +o00. On a :

N N

ZnIP([A=n]) = 0+Zn2pq

B 1+qZ "

n=1

Or, lg €]0; 1], donc la série > ng"" est une série géométrique dérivée convergente.
n>1

Par conséquent, la série Z nP(A = n)) est convergente.
n>0
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e On en déduit que A admet une espérance et :

“+00
E(N) = ) nP(A=n)
n=0
20 &
T 149 ;nq
2pq 1

Conclusion : A admet une espérance et E(A) =

1—q%

6.b. Montrer que X; — X, admet un moment d'ordre 2 et établir E((X1 - Xz)z) = 2V(X;). En déduire que A

possede une variance et la calculer.
e Ona:
(X1 = Xo)? = X7 —2X X0 + X3

Or X; et X, suivent des lois géométriques, donc elles admettent un moment d'ordre 2. Par consé-
quent, X7, X7 et X;X; admettent une espérance. Ainsi, X7 — 2X;X> + X7 admet une espérance.

| Conclusion : X; — X5 admet un moment d'ordre 2.

e Dou :
E((Xi —X)*) = E(X{—2XX+X7)
= E(X}) — 2E(XX) + E(X)) 5
J

linéarité de l'espérance
X1 et X7 sont indépendantes

= E(X{) — 2E(X\)E(X,) + E(XG)
= 2E(X?) — 2E(X,)’
(

V(X)) J formule de Koenig-Huygens

I
N

e Remarquons que A% = (X; — X5)?. Ainsi, d'aprés ce qui précéde, A admet un moment d'ordre 2 et
donc une variance, et, d'apres la formule du Koenig-Huygens :

. 2y _ 2
V(A) = E(A) —E(A) Jquestlon précédente

J point précédent

J X1 = 9(p)

= pzi(»]_qZ)Z JP:']*Q

2q(1+ q°)

Conclusion : A admet une variance et V(A) = — -
p?(1+q)

7. Calculer, pour tout n € N, la probabilité (X5 > n]).
Déterminer alors la probabilité de l'évenement A.

e Soit n € N. Puisque X5(Q) = N¥, on a :

X > = | X =K

k=n+1

Puis, par incompatibilité des évenements de la famille ([X3 = kJ), _y..
+o0
PP6>n) = ) PIG=K) )y gy

k=n+1
+00
= > 47
= p Z q1+n
Liq+m
= pq") ¢
i=0

- 1-g Ja=1-»

on obtient :

J[:kf(n+1):kfﬁfn

— = Rappels...

e St X et Y admettent un mo-
ment d'ordre 2, alors XY admet
une espérance. On en déduit
que si X et Y ont un moment
d'ordre 2, alors X 4 Y admet un
moment d'ordre 2.

4 e Si X et Y admettent une es-

pérance et sont indépendantes,
alors XY admet une espérance
et E(XY) = E(X)E(Y).

Les deux arguments sont valides
ict pour justifier que X1 X, ad-
met une espérance.

Xi et X5 ont méme loi, donc elles ont les mémes moments

Important !
L'argument "X3(Q) = N*'
est essentiel pour pouvoir
écrire l'évenement [X3 > n]
comme l'union donnée. En ef-
fet, st X3 était a valeurs dans
{1,1.5;2,2.5;3;3.5; ...} ce se-
rait différent !

DEVOIR SURVEILLE 5 - Page 7/20




e On a, d'apres la question 2. :

Py = P(X5>A)
= > P{A=n]n[X
= > P{A=n]n[X

n=0

> P(A=n)P(Xs

n=0

P(A=0)P(X; > n)+)

> A
> n])

> n))

2

n=1

P i 2p(q")
T+gq T+gq

Yoo
o p Z/D 2\n
- W+q+1+q;(q)
p 2p oo
_ + 2/77»]
T+qg 1+g %(q) )
oo
P 2p 20
_ 7+7 ./7»]
T+qg 1+g ;((l) )
p
= — [1+2 —1
EIRE ferill)
2;
e
T+gq 1—q°
B p 1+¢°
o 14+g1—¢2
144
(1+q)

formule des probabilités totales, avec
(A= n})”:N comme systéme complet
d'évenements

/

X et X5 sont indépendantes de X3, donc
par lemmes des coalitions, [X; — X;| (ie A)
est indépendante de X3

/

J question 5.b. et point précédent

D
P
non...

X Attention !
eux expressions différentes de
({A = n)), selon que n =0 ou

Jq:17/)

8. Recopier et compléter les lignes manquantes du programme Python ci-dessous de sorte que l'exécution de
probA(p) renvoie une valeur approchée de IP(A) ol l'argument p désigne le parametre des lois géométriques

étudiées.

1|import numpy.random as rd
2

s|def probA(p):

4 n=0

5 for k in range(10000):
6 X1T=...

7 X2=...

8 X3=...

9 if
10 n=n+1
11 return

1|import numpy.random as rd
2

s|def probA(p):

4 n=0

5 for k in range(10000):
6 X1=rd . geometric(p)
7 X2=rd .geometric(p)
8 X3=rd.geometric(p)
9 if X3>abs (X1-X2):
10 n=n+1
17 return n/10000

PARTIE II. MODELISATION CONTINUE

On suppose a présent que les variables aléatoires Xj, X, et X3 suivent la loi exponentielle de paramétre A > 0 et

qu'elles sont indépendantes.
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9. Rappeler une densité de Xj, sa fonction de répartition ainsi que son espérance et sa variance.

de ™ six>0
0 six <0
est la fonction de répartition;

1 1
E(X) = 5 et VIX) = .

Conclusion : f : x — est une densité de X et F, — {

T—e™™ six>0
0 six <0

en

10. On note Z = min(Xj, X3). Démontrer que Z est une variable aléatoire a densité et reconnaltre sa loi.
e Considérons X;(Q) = X5(Q) = R™. Ainsi Z(Q) C R*.
e Notons F, la fonction de répartition de Z. Soit x € R.

o six<0:
Fz(x) = P(Z<x]) +
_ Pl JZ(Q)CR et x < 0
= 0
o six>0:
Fz(x) = P(Z<X)
= 1-P(Z > x|
= 1=P(Xi > xn[X > x]) L
X1 et X5 sont indépendantes
= 1-P(X; > x)P(X; > ) J Xl ot Xi ont m@moplol
= 1=P(X > x])?
= 1= (1= Fy()°
X1 = &N etx>0
= 1—(e )‘X)z I e
o 1 672)‘)(
Ainsi :

T—e ™ six>0

Vx €R, Fz(X):{O o

On reconnatlt la fonction de répartition d’'une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre

2. Or la fonction de répartition caractérise la lot..

Conclusion : Z — &(24).

11. On note T la variable aléatoire égale au temps total que le client G5 passe dans l'agence.

Exprimer T en fonction de certaines des variables aléatoires précédentes puis déterminer E(T) et V(T).

e Puisque G5 attend que le premier des clients C; et C, termine pour passer, on a : T = min(Xy, X3) + X;.

Autrement dit :
T'=7+X3

e Puisque Z et Xj suivent des lois exponentielles, elles admettent une espérance ; donc T admet une

espérance et :
E(T) = EZ+X)
= E)+E(X)
1 1
5

2A

/ linéarité de l'espérance

e Puisque Z et Xj suivent des lois exponentielles, elles admettent une variance. Or Z = min(Xj, X3). Et on
sait que Xj et X, sont indépendantes de X5, donc par lemme des coalitions, Z et X5 sont indépendantes.
Ainsi, T est la somme de deux variables aléatoires indépendantes admettant une variance; donc T
admet une variance et :

V(T) z xg)t)\(;()&) J Z et X5 sont indépendantes
B 1 . 1
o 4§2 2
T4
. 3 5
Conclusion : E(T) = = et V(T) = YR

12. Loi de A.
On pose D = X; — X..

12.a. Démontrer que —X; est une variable aléatoire a densité et en déterminer une densité, notée g.

e Puisque X3(Q) =R", ona (—X3)(Q)=R".
e Notons G la fonction de répartition de —X). Soit x € R.
o stx>0:
Gx) = P(=X <x)
P(Q)
= 1

/ (=X)(Q) =R et x>0
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Gx) = P(=X<x)
= PG> —x)
i 1 : I]E(([j()z()< =) X5 est a densité et en notant F la fonction de répartition de X5
= 1—(1—e™ J “XERT et X; > &())
- e);x

Ainsi : .
e six<0

Vx € R, G(X):{1 six >0

e Examinons alors la fonction G :
o Ona:
~» G est continue sur | — oo; 0, car l'exponentielle lest;
~» G est continue sur |0; +o0| car constante;
~ XLTE) G(x) =1 et }Lng) G(x) =1, donc G est continue en O.

Par conséquent : G est continue sur R.
¢ Par des arguments similaires a la continuité, G est ¢" sur R sauf éventuellement en 0.

Ainsi, (—X>) est une variable aléatoire a densité et, en dérivant sur les intervalles ouverts, on a :
Vx €] —00;0[, g(x) = G'(x) = 2™ ; Vx €]0;+oq], g(x) = CG'(x) =0

et on pose :
g9(0) =4

Conclusion : la variable aléatoire —X, est a densité et admet pour densité la fonction g : x ——
A six <0
0 six >0

12.b. On admet le résultat suivant :
St X et Y sont deux variables aléatoires a densité indépendantes définies sur le méme espace probabilisé,
de densités respectives fx et fy telles que fx ou fy est bornée.
Alors la variable aléatoire X + Y est une variable aléatoire a densité et une densité de X + Y est
donnée par la fonction h définie sur R par :

+0o0
h:ix— / fx(t)fy(x — t)dt

Démontrer alors que la variable aléatoire D est a densité et quelle admet pour densité la fonction

o x— Ze A,

OnabD= X1 + (—X2> Or :
e X; et —X; sont a densité,
e X; et —X; sont indépendantes (lemme des coalitions, car X; et X; le sont),
e la densité f donnée pour X; est bornée sur R (nulle sur |— oo, 0], et décroissante majorée par A
sur [0; +oq]).
D'apres le résultat donné, la variable aléatoire D est donc a densité et une de ses densités, notée fp,
est définie sur R par :

+00

Vx € R, fp(x) = / f(t)g(x — t)dt

00

Soit xeR. Ona:

p(x)

OQf([)g()(fl‘)dl‘ '
/%O J f est nulle sur | — oo; 0]
= / f(t)g(x — t)dt

0

+0o0 ,
)\j e Mg(x — t)dt
0

Pour tout t € R", on a :
0<t P 0<t
gx—1t=0 x—t>0
0<t
t<x

Distinguons alors deux cas :
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e six<O0:
Dans ce cas, pour tout

«

t R, x—t<0etdonc:VteRT, glx—t)= A0 Dou:

+00 ,
folx) = An/— e ettt
0 +00 ‘

= )\e“] e Mt

A, 0 +0o0 p
. 7 —2At
n 2e /0 He Tt J on reconnait l'intégrale d'une densité d'une VA suivant la loi &'(24)...
_ ée/ﬂx

2

e six>0:

Dans ce cas, pour tout

Vte[0;x], gx—1t)=0

D'oti, d'apres la relatio

I(U(X)

A

X

¢
A

Par conséquent :

/\/ e’“g(xft)dtjt)\/ e Mg(x — t)dt
0 X

N +oo )
Ax / 2)e ZArdr

teR", x—t<0 < x<tetdonc: s Rappel...

La relation de Chasles sur les
intégrales est valable méme

st la borne de coupe n'est pas
dans Uintervalle initial.. En
mentionnant x > 0, on invite
a se dire que les bornes des
intégrales a suivre seront dans
l'ordre croissant.

Vt>x, g(x—t) = A’

n de Chasles (avec x > 0) :

J explication ci-dessus

+00

e /]t)\eﬂ((x [)dt

J on reconnalt 1T — Fz(x)..
2x

AX

six <0
Vx S R, f[)(X) =

—Ax

N >IN0 >

six >0

Conclusion : D est a densité et elle admet pour densité la fonction fp : x —

—Alx|

A
Ze

12.c. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire D.
Notons Fp la fonction de répartition de D. Soit x € R.

e six<O0: i
Fol) = [ folerdt
= ée Alt] # Rédaction
o 2 J x <0, donc : Vt €] —o0;x], t <0 A ce stade de lexercice, on peut
17X ) se permettre cette rédaction, qui
= E At est bien licite, puisque l'inté-
1 ZOIOX grale] Ae*dt est conver-
- % [e ]Ia—m gente [*00
_ 7e)«x
2
e six>0:
X
Folx) = . fo(t)dt J relation de Chasles (x > 0)
0 X
= fo(t)dt + [ fp(t)dt oo 0 1
1/OO D(X) /0 olf) J fp est paire et/ fp=1, donc/ fp= 5
= = f
2+[0 p(t)dt sz(), donc Vt € (0;x], t >0
1 11
= - += | re’dt
22 /0
1 1 X
I
2 12 [ ]O
. 1 — 7e7n';x
2
1 x <0 Veérification
. 5e SLX Puisque D est a densité, Fp
Conclusion : Vx € R, Fp(x) = / 1 doit étre continue sur R. On
1—=e™ six>0 vérifie également les limites et
2 les variations.

12.d. En déduire que la variable
e On a déja A(Q) C R".

aléatoire A est a densité et reconnatltre sa loi.
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e Notons Fx la fonction de répartition de A. Soit x € R.

o six<0:
Falx) = ]P([A < XD +
_ P JA(O)cR etx <0
0
o six>0:
Falx) = P(A<x)
= P(Xi— X <x)
= P—x< X =X,<x) JXZO
= P(—~x<D<A) D est & densité
= Fplx) = Fp(=x) D) =0
o 1- 1e7)\x o 1e7)~x =
a 2 2
_ 1— e—Ax
Alinst :

T—e™™ six>0

weR FA(X):{O stx <0

On reconnatt la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de pa-
rametre A. Or la fonction de répartition caractérise la lot..

Conclusion : A — &(A).

12.e. Déduire des questions précédentes la probabilité de l'évenement A.
D'apres la question 2. :
A= [X3 —A > 0]

Or:

o X5 — &(A),

e A — &(A) dapres la question précédente,

e par lemme des coalitions, X5 et A sont indépendantes.
On se retrouve donc dans le méme contexte qu'a la question 12.. Par conséquent, X5 — A a la méme lot
que D.
Ainst :

P -=A>0) = P(D>0] J fp est paire...

N —

1
Conclusion : P(A) = 5
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Exercice 3 (EcricoME 2016 E)

1. Pour tout n € N, on définit la fonction g, : [0, +o0[— R par :

Vx € RT, g,(x) =

1

1.a. Etudier les variations de la fonction go, définie sur [0, +-o0| par : ¥x € R™, go(x) = T

Préciser la limite de go en 400, donner l'équation de la tangente en 0, et donner l'allure de la courbe

représentative de go.

e La fonction x — (1 4 x)* dérivable sur R™ et ne s'annule pas sur R™, donc la fonction gq est

dérivable sur R™.
Soit x € R*. On a:

Dol :
Vx € R", gy(x) <0
La fonction go est donc strictement décroissante sur R*.
e Par opération : lim go(x) = 0.
X—+00

e la tangente a la courbe de gy en O admet pour équation réduite : y = —2x + 1.
e Dol :
3%
2 +
11
Coo

—1 1 2 3

=1L

1.b. Pour n > 1, justifier que g, est dérivable sur [0, 400 et montrer que :
Vx €0, +oo], ¢,(x) >0 < n>2In(1+x)

En déduire les variations de la fonction g, lorsque n > 1.
Calculer soigneusement lim g,(x).
X—+00

Soit n € N*.

e La fonction g, est dérivable sur R™ comme quotient de deux fonctions dérivables sur R™ dont le

dénominateur ne s'annule pas sur R*.
e Soitx eR". Ona:

n (In(1+ )" (14 x)2 = 201+ x)(In(1 + )"

S N (14 x)*
s (W 4+0)" 0 40 = 2( (1 + %)
- (1+x)?
(In(1+x)"" (n—2n(1+x))
(1+x)?
o Six>0:
gn(x) >0 (In(1+x))"" (n = 2Wn(1 + x))

(T4 x)°
(In(1+x)""(n =21 +x) >0
n>2n(1+x)

—
J+x*>0

—
J (1 +x)""">0,carx>0

& Méthode | —
+7On berit go(x) = (1 4+ x)™ pour

dériver rapidement go...

o

— Petite remarque

Iy a fort a parier que le ba-
reme initial ne comptait pas
cette disjonction de cas, et
méme que le concepteur ne s'at-
tendait pas a devoir le faire...
L'idée était de fournir un résul-
tat intermédiaire au candidat
dans U'hypothese ot celui-ct
s'est trompé sur le calcul de

/
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o six=0:
'équivalence est trivialement vraie.

Ainsi :
Vx €RT, g () >0 < n>2n(1+x)
e Soit x € R". Poursuivons : Important !
L'énoncé fournit l'information
g,x) >0 < n>2ln(1+x) _ _ ‘Gh() >0 e n>2n(1+x)
n J stricte croissance de exp sur R pour permettre aux candidats de
= x<e? -1 faire la suite. Ne pas traiter la
suite de la question démontre
n ) o
Or — >0, donc ez —1 > 0. Dot le tableau de variations de g, sur R* . un manque de volonté davoir
des points !
x |0 e —1 +00
go) + 0 -
gn 0 / \ 0
e Ona:
o lim T+ x =40
X——+00
n .
( ln(X)) Petite remarque
© par croissance comparée (n > 1), lim ——"— =0 (Sl n =0, ce nest pas une CC
X—+00 XZ A p:
D'ot par composition de limites :
lim g,(x) =0
X—+00

1.c. Montrer que, pour n > 1, g, admet un maximum sur [0, +o0[ qui vaut :
n n
- (3)
" 2e
et déterminer lim M,.
n—+00

e Soit n € N*. D'aprés la question précédente, g, admet un maximum sur R™, atteint en e? —1, et

égal a :

L n
e Pour tout n € N*, puisque % >0,0na:
e

vneN, M, :exp(nln(zie))

Or, par produit :

) n
lim nln (—) = +00 Important !
n—+o0Q 2e
'y " . Pour une question aussi simple,
D'ou, par composition, on obtient : on attend bien évidemment
lim M, = 4+c0 ['écriture sous la forme exp /ln.
n—-+o0 Sinon, aucun point !
1.d. Montrer enfin que pour tout n > 1:
1
o= o (=
X—+00 X2

golx) 3 (Wn(1 +x))"
N (VR
Or :
2 2
(1 + X) XA:;QO x
D’OU n n
3 (Ln(1+x)) ([n(1+x))

U TN e UK

Mais /x ~ Vx+ 1.. Dot :

-+

g,y ({1 +x)"
L, X—+00 \/m

X

[N
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Puis, par croissance comparée et composition, on obtient :

Ly L@ +x)" .
X——+00 \/m a

Par conséquent :

Conclusion : pour tout n > 1 g,(x) =

+00
2. On pose pour tout n € N : [, = / gs(t)dt.
0
2.a. Montrer que l'intégrale fy est convergente et la calculer.

+00
e La fonction go est continue sur R", donc l'intégrale / go(t)dt n'est impropre qu'en +oQ.
0

B B
1
/Ogo(r)dr ]07(1“)2(“
[,
REET
+ 10

- 11—

e Soit BER". Ona:

1+ B

lim 1717:1.

Or :
e 1+B

X Attention !
Pour utiliser la CC, il nous faut
n(X)?
XET@O nﬁ(b) ,aveca, b > 0.
D'oti la manipulation pour avoir
X =14x..

+00
Conclusion : l'intégrale / go(t)dt est convergente et vaut 1.
0

2.b. Montrer que pour tout entier n > 1, l'intégrale /, est convergente.
Soit n € N*. On a :

) d'apres la question 1.d.,
1

X

1
® gyx)= o ( 3

X—+00 X2

>0

e VxeR" g,(x)>0 ;

+00
/

3
§>1.

+00
Ainsi, par critere de négligeabilité sur les intégrales a intégrande positive, l'intégrale / g,(t)dt est
1

[N

— dx est une intégrale de Riemann impropre en 400 qui est convergente, car d'exposant
X2

convergente.

1
Puisque l'intégrale / g,(t)dt n'est pas impropre, elle est donc également convergente.
0

+00
Conclusion : pour tout n > 1, Uintégrale / g,(t)dt est convergente.
0

2.c. Etablir:

Yn €N, lr = (n+ 1),

Soit n € N. On a :
+oo ’
lyi1 = n(1+ ¢ o
Procédons par intégration par parties (IPP), mais pas sur les intégrales impropres !

ust— (n(1+ f))”M
—1 . Les fonctions u et v sont €' sur le segment [0; 5]

Soit B € R™. Posons :

Vit ——
+t
/ 1 n / . |
et pourtoutte.' u(f)f(n+1)m(l”(1+t) ) V(t) = 1+ 1)
Par IPP, on a alors :
B
E 1 —(tn(1 + )" B 1
In(1 + 1))""" = 7/ 1)——(In(1+ t)")dt
/o(n<+)) (14 1)? T+t o 20 1+t(n+)1+r(n(+))
—(n(1 +B)"" # (In(1+ )"
- H—B—Hn—H)/o g
7(ln(1+3))/1+1 B
= —— 1 n(t)dt
b +(n+ )ﬁ ga(t)

& Méthode !

Il est bien évident que si l'on
sait primitiver l'intégrande (c'est
le cas ici..) on ne met pas en
place un critére pour établir la
convergence : c'est une perte
de temps et donc une perte de
points !

= Rappel...
+00
On travaille bien sur ici,
1
car toutes les intégrales de
+00
Riemman de la forme /
0

sont divergentes...

— mRéflexe !

4 e une suite d'intégrale,

e une relation de récurrence a
établir...

Tres probable que ce soit une
IPP I

Ce n’est bien évidemment pas
par récurrence, car dans 'hé-
rédité d'une récurrence, on
doit utiliser une relation de
récurrence; et lobjectif de la
question est d'en établir une...
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+00 +00
° / gnia(t)dt et / g,(t)dt sont convergentes,
0 0

—(tn(1+B)""

e par croissance comparée et composition : lim =0.
P P P B—+o00 1 + B
Le passage a la limite quand B — +o0 est donc licite et on obtient :
/n+‘\ - (n + 1)//7
Conclusion : Vn €N, [,01 = (n+1)/,.
2.d. En déduire que :
vneN, I, =n!
Par récurrence... Pardon ?!
. ) La encore, ne pas traiter cette
e Initialisation. Pour n =0 : question démontre un manque
D'apres la question 2.a., [y = 1. Or 0! = 1. D'otr : [y = 0!, l'initialisation est ainsi vérifiée. de volonté d'avoir des points !
Clest scandaleux...

e Hérédité. Soit n € N. Supposons /, = n! et montrons /,.1 = (n + 1)L
On a, d'apres la question précédente :

//7+W - (n + 1)/17
= (n+1)n!
= (n+)

J hypothese de récurrence

['hérédité est ainsi établie

Conclusion : Vn € N, [, = nl.

3. Pour tout n € N, on définit la fonction f, par :

0 six <0
Vx €R, f(x) = 1 )
X e ) mgn(x) six>0

3.a. Montrer que pour tout n € N, f, est une densité de probabilité.
Soit n € N.

e Soit x € R.
o Six<0:f(x)=02>0.
1
o Six>0:f,(x)= —lgn(x) > 0, car, d'aprés ['étude faite en question 1., g, est positive sur R*.
n!
Dot : Vx € R, f,(x) > 0.
e Ensuite :
o f, est continue sur | — oo; 0] car constante;
o f, est continue sur |0; 40|, car g, lest.

et
Donc £, est continue sur R sauf éventuellement en 0.

e Pour finir :

0
o ] f,(t)dt converge et vaut 0.

oo
+00
o d'apres la question 2.d., / gn(t)dt converge et vaut n!; donc / f,(t)dt converge et vaut
0 0
1.

too

Ainsi, l'intégrale / f,(t)dt converge et vaut 1.

—00

Conclusion : pour tout n € N, f, est une densité de probabilité.

On considére a présent, pour tout n € N, X, une variable aléatoire réelle admettant f, pour densité. On
notera F, la fonction de répartition de X,.

3.b. La variable aléatoire X, admet-elle une espérance?
Soitn € N.On a:

e On sait que :

X, admet une espérance  si, et seulement si, lintégrale / t)dt est absolument convergente

o
si, et seulement si,  l'intégrale / t)dt est convergente, car f, est nulle sur
0

| — 00, 0[ et Lmtegrande est posmve sur R*

. , o t(In(1 + r))
si, et seulement si, Lntegra e I 1 n t) dt est convergente
0

, ‘ oot 1 + t)) 1
si, et seulement si,  l'intégrale 7 dt est convergente, car — 7& 0
0
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o Or (1+1)7° L t?, donc

t(tn(1+1)" (In(1+1¢))"
(1 + f)z t—+0c0 t
Et ona:
Vt>e—1, In(1+1t)>1 — Petite remarque
D'oli, par croissance de la fonction x — x"” sur R* : 4 Vue la formulation de la ques-
tion et l'expression obtenue,
" l'intégrale sera divergente. Il
Vt>e—1, ( In(1+ f)) >1 ne reste qua le prouver. Un
critere de comparaison fonction
Et ainst (on divise par un réel strictement positif) : tres bien ici.. Clest Uanalogue
de la méthode employée pour
établir la divergence de la série
n(1+1)" _ 1 é 9
yeor, LEON ST, y_ i
t t =

+00

On sait que l'intégrale / ?dt est une intégrale de Riemann divergente car d'exposant 1.

e—1
R _ R o e (In(1 +1)"
Ainsi, par critere de comparaison sur les intégrales a intégrande positive, l'intégrale fdt
e—1
est divergente.

D'oty, par critere d'équivalence sur les intégrales a intégrande positive (c'est bien le cas), l'intégrale

/m t(n(1+1))"

(L dt est divergente.
1

oo t(In(1 + )"
Par conséquent, l'intégrale / M

L dt est également divergente.
0

| Conclusion : X, n‘admet pas d'espérance.

3.c. Que vaut F,(x) pour x <0etn e N?
Soit n € N. Soit x < 0. On a:

Falx) = [ falt)dt J fn nulle sur | — oo x], car x < 0
0

Petite remarque

K . _ On peut aussi considérer, vue la
| Conclusion : Vn € N, Vx <0, F,(x) =0. densité f,, que X,(Q) — R* et

utiliser cet argument.

3.d. Calculer Fo(x) pour x > 0.
Soit x €R". On a:

" J Xo est a densité de densité fy

J fo nulle sur | — oo; 0 et x > 0

B B 1
N T+x
. 1
Conclusion : Vx >0, Fo(x) =1—
1+ x
3.e. Soient x > 0 et k € N*. Montrer que :
1 (In(1 + x))*
Feld) = Fioal) = =g
Ona:
Fk(X)—Fk,NX) = IP(X/\ <X] [Xk 1 <XD
- / filt)dt — o fia(t)dt J f et fr_1 sont nulles sur | — oo; 0
1
= Hdt
/ 960 /0 (k71)‘gk1()

T« (/0 ()df—k/o gkfw(t)dt)

Or, d'apres l'intégration par parties faite en question 2.c., on a :

B l ,I B n+1 B
Vn €N, VB € R, j Goi(t)dt = (1 +B)) 7 +(n+ 1)] gn(t)dt
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D'ol, avec B=x et n = k + 1, licite car x € R" et k € N, donc k +1 &€ N* :

X k X
/ gi(t)dt = —M + k/ gr—1(t)dt
0 0

T+ x
X X —(In(1 + B))*
% (/O gk(f)df—k/o gH(t)dt) - % (it +8)

Et ainsi :

T4+ x
1 (In(1 + x)*

Conclusion : Fi(x) — Frq(x) = R R

3. En déduire une expression de F,(x) pour x > 0 et n € N* faisant intervenir une somme (on ne cherchera

pas a calculer cette somme).
Soient x > 0 et n € N*. On sait, d'aprés la question précédente :

1 (In(1 + X))

Vke [1in], Filx) = Faaly) = =55 = + x

D'oli, en sommant de 1 a n :

k
> Filx) = Fealx) = Z*%M

T+ x

Or :

e par télescopage :

k=1
[ ]
iil(lnﬂ—&-x))ki 1 i(tn(HX))k
— kKl 1T+ x T-i-xk:1 k!
Dol :
1 ! (ln(1+x))
Falx) = Folx) 1+X; Kl Jquestlon?:.d.
_ 1< (1 +x)"
a T+x T+xi k!
B 1 & (1 +x)"
el

,I n
1+XZ

k=0

Conclusion : Vx >0, Vn € N*, F,(x)=1—

3.g. Pour x € R fixé, déterminer la limite de F,(x) lorsque n tend vers +o0.
Soit x € R. Distinguons deux cas :

o six <0 alors:VneN, F,(x)=0.

Ainst :
lim F,(x)=0
n—-+o00
n /‘
‘ 1 In(1 +
e si x>0, alors: Vn € N7, F,,(x)—1—1+xg( n( = X)) .
k
In(1T+
Or Z M est une série exponentielle convergente, donc :
k!
k>0
n k
) ( n(1 + X))
nLlToo - :exp(ln(1 +X)) =14+x
k=0
Ainst :
ngToc FN(X) -
Conclusion :

Vx € R, UT Fa(x) = 0.

4. Soit n € N, on note Y, = (n(1 + Xj).

VN

— = Pour info...
La suite (X,) ne converge donc
pas en loi.. En effet, st elle
convergeait en loi vers une
variable aléatoire X de fonction
de répartition Fx, alors on
aurait : pour presque-tout x €
R, lim F,(x) = Fx(x).. Or

n—+o0
on trouve une limite qui vaut
toujours O, et qui ne peut donc
pas définir une fonction de
répartition !
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4.a. Justifier que Y, est bien définie. Quelles sont les valeurs prises par Y, ?
Puisque X, est a valeurs positives, 1+ X, est a valeurs strictement positives et donc Y), est bien définte. *Subtile... %

Ensuite, en posant h : x — In(1 4 x), on a : La continuité de h garantit que,
puisque R™ est un intervalle,
Y,(Q) = h(X)(Q) h(R™) est encore un intervalle
=  h(X,(Q (U'image d'un intervalle par une
o h((RI; )) fonction continue est un inter-
B [H(0); Lim [ J h est continue et croissante sur R™ \éall1gv:|)ver5wn plus théorique
= L u N
R* oo La monotonie permet de déter-
- miner les bornes..

Conclusion : Y,(Q) = R*.

4.b. Justifier que Y, admet une espérance et la calculer.

e La fonction x —— In(1 + x) est continue sur X(Q) (X(Q) = R*), donc d'aprés le théoréme de
transfert :

+o0
Y, admet une espérance  si, et seulement si, l'intégrale / In(1 + t)f,(t)dt est absolument convergente
0

. L e (In(1+ 1)) )
si, et seulement si,  l'intégrale — ———————dt est convergente, car l'in-
0 n! (1 + t)z

tégrande est positive sur R™

. | o e (In(1 +1)""
e Or, d'apres la question 2.b., l'intégrale / T
0 (1+1)

n+1

dt est convergente.

+o0 1 ln ,] T+t n+1
Donc / ((7))07 est également convergente.
0

a1+t
e On en déduit que Y, admet une espérance et :
+oo ,] l ,I +t n+1
E(Y,) = /7 fLﬂgglLfm

o nl (1+1)?

1

7/n+1 .

n! question 2.d.

= n+1 J

Conclusion : Y, admet une espérance et E(Y,) =n+ 1.

4.c. Justifier que Y, admet une variance et la calculer.

e La fonction x — In(1 + x)? est continue sur X(Q) (X(Q) = R*), donc d'aprés le théoreme de

transfert :
+0o0
Y, admet un moment d'ordre 2 si, et seulement si,  l'intégrale j [n(1 4 t)*f,(t)dt est absolument convergente
0 )
) ) B ) +00 1 (lﬂ“ +[))/7+2 i
si, et seulement si,  lintégrale — ————————dt est convergente, car l'in-
o nl (T+1¢)

tégrande est positive sur R™
n+2

o ) o oo (n(1 + 1))
e Or, d'apres la question 2.b., l'intégrale Wd[ est convergente.
0
w0 1 (In(1+6)""
Donc / —&dt est également convergente.
o nl (1T+41)?
e On en déduit que Y, admet un moment d'ordre 2 et :
. w0 1 (In(1+ )"
ey = [
o nl (1417
o m e J question 2.d.

= (n+Nn+2)

e Par conséquent, Y, admet une variance et d'apres la formule de Koenig-Huygens :

V(Y,) = E(Y]) - (E(v.))
= (+Nn+2)—(n+1)7
= n+1

Conclusion : Y, admet une variance et V(Y,) = n + 1.

4.d. On note H, la fonction de répartition de Y,. Montrer que :

Vx €R, H,(x) = Fole* — 1)
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Soit x €R. On a:

HN(X) = ]P([Yn < XD
= P(ln(1+ X, <x] ‘ '
= IP([X,, < X — ”) J stricte croissance de exp sur R
= Fe*=1)

Conclusion : Vx € R, H,(x) = F,(e* —1)

4.e. Montrer que Y, est une variable aléatoire a densité et donner une densité de V.

e |a fonction x —— e* — 1 est continue sur R, et la fonction F, est également continue sur R, car
fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité.
Par composition, H, est donc continue sur R.

o o sur]—o0 0 x+—— e —1est @ sur]—o0;0 et avaleurs dans | —co; 0[; et la fonction F,
est €' sur | — oo 0].
Par composition, H, est " sur | — oo; ([.

o sur |0; +oqf : x > e¥ — 1 est € sur |0; +-o0] et & valeurs dans |0; +oq[; et la fonction F, est
¢ sur |0; +odq.
Par composition, H, est €' sur 10; +oq.
H, est donc €' sur R sauf éventuellement en 0.
Y, est une variable aléatoire a densité et admet pour densité la fonction h, définie sur R par :

e pour tout x €] —o0; (] :

hatx) = Hy(x)
-0
e pour tout x €J0; +oq| :
halx) = Hy(x)
= e'Fle"=1)
= e'f(e" =1)

(W1 +er=1)" Je-120

T e )y
X”

n!

—X

o h)(0)=0

Conclusion : Y, est une variable aléatoire a densité et admet pour densité la fonction

0 six <0
h,:x+— X" )

—e six >0

n!

4f Reconnaitre la loi de Y. A laide de ce qui précéde, déterminer le moment d'ordre k de Yy pour tout
k e N
D'apres la question précédente, on remarque que Yy — &(1).
Soit ensuite k & N*.

e La fonction x — In(1 + x)* est continue sur Xp(Q) (Xo(Q) = R*), donc d'aprés le théoreme de
transfert :

+00
Yo admet un moment d'ordre k  si, et seulement si,  lintégrale / (n(1 4 t)*fo(t)dt est absolument convergente
0

+0o0o
si, et seulement si,  lintégrale / In(1 + t)<go(t)dt est convergente, car l'inté-
0

grande est positive sur R*

In(1 + )"

+o0
si, et seulement si,  l'intégrale / ( dt est convergente
0 (1+ )2

n(1 +1)"

+00 l
e Or, d'apres ce qui a été fait en question 2., l'intégrale [ ( EE dt est convergente.
0

e On en déduit que Yy admet un moment d'ordre k et :

+00 ([n(1 + l’))k
E(X) - /0 Wdt J question 2.d.
= k!

Conclusion : pour tout k € N*, Y, admet un moment d'ordre k et E(Y{) = k!.

Je ok dkdkokok FIN sk sk dkokok
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