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La qualité de la rédaction, le soin porté & la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont
des critéres importants dévaluation.

Quelques précisions :
e la copie devra présenter une en-téte d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
o les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé. Le sujet est a rendre avec la copie.
Si, au cours de lépreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur dénoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

‘Etre exigeant, cest montrer de l'intérét’
André Maurois

X Attention !
Les arguments / éléments qu'il ne fallait pas oublier... Les éléments surlignés ne sont
pas les seuls éléments de ba-
reme ! Ils sont simplement ceux
qui ont souvent été oubliés...

Les arguments / éléments non notés mais qui font tellement plaisir...
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EXERCICE 1 (FAIT MAISON)

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

PARTIE | - UN PREMIER SYSTEME DIFFERENTIEL

0o 1 -1
On considere la matrice A= |1 0 —1
1T 1 =2
1. Déterminer une base de ker(A).
X
Soit X = [y | € M34(R). Ona:
z
X € ker(A) — AX =0
y — z =0
= X -z =0
x 4+ y — 2z =0
X — = 0
= y — z =0
bheb x + y — 2z =0
X — = 0
= <| y — = 0
Ly L3 — 1Ly y _ 0
X = V4
= y z
V4 = V4
1
= X=z|1
1
Ainst :
1
ker(A) = Vect 1
1
1
La famille 1 est donc :
1

* génératrice de ker(A) par définition,

% libre car constituée d'un unique vecteur non nul.

Conclusion : la famille 1 est une base de ker(A).

2. Calculer A2 + A.

Conclusion : A> + A = 0,.

3. Déduire des questions précédentes les valeurs propres de A ainsi qu'une base de chaque sous-espace propre
associé.
Pour A € Sp(A), on notera £,(A) l'espace propre de A associé a la valeur propre A.

e Daprés la question précédente, le polyndme X? + X est annulateur de la matrice A.
Or, les racines de X? + X sont 0 et —1. D'oli : Sp(A) C {—1;0}.

e On sait déja, d'apres la question 1, que O est valeur propre de A et que 1 est une base de
ker(A).
e [nsuite, on :
—1
9A+h) = 19 *] ) G = Ci (donc G — G = 0) et 3 = Gy (donc G + C; = 0)

= I‘(J

- ()

JRENORE NN U L

S~ — . .

4

— & Meéthode !

On peut procéder autrement...

e On peut montrer que rg(A) =
2 en remarquant au passage
que GG+ G+ G =0
elefaitque i+ G+ G =0
nous fournit alors :

1
(1) < ker(A)
1

1
e On conclut que 1 est
1
une base de ker(A) car cest une
famille de ker(A) a la fois libre
(-.) et de "bon cardinal’ (par
théoreme du rang).

= Rappel...

Les valeurs propres de A sont
parmt les racines d'un polynéme
annulateur de A
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Ainsi, rg(A + 5) < 3 et donc =1 est valeur propre de A et, par théoreme du rang :

rg(A+ ) + dim ( ker(A + /:;)) = dim (,‘\/IM(R))

Dot :
dim (ker(A + 5)) = 2
1 1 1 1
Puis, on remarque que | =1 | € ker(A+ h) et [ 0| € ker(A+ k). La famille -11.10 est
0 1 0 1

donc une famille de ker(A + 5) qui est :
% libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires,
* de cardinal 2, égal a dim ( ker(A + /5)). & Méthode !

1 1 On pouvait également résoudre
1 détermi
Conclusion. La famille —11.(0 est une base de ker(A + k). Egras:z)e_"pour crerminer
0 1
Conclusion :
e les valeurs propres de A sont 0 et —1,
1
e la famille 1 est une base de Ey(A),
1
1 1
e la famille -11.10 est une base de E_1(A).
0 1

AUTRE POSSIBILITE...

Il est bien évidemment possible de déterminer les valeurs propres de A sans aucune indication de l'‘énoncé.
Rappelons ici la méthode, méme si elle n'était pas attendue dans cette question. On a :

()\ est valeur propre de A) — rg(A—Ak) <3

Or:
A —1
rg(A — Ak) = rq 1 =4 1
1 1 —2—A
1 —A —1
= rg —-A 1 —1
Lol 1 1 —2-2A
1 —A —1
= rg( {0 1= —1-2
L — L+ ALy 0 141 —1-2A
L3 13—1L4
1 — =A Petite remarque
= rg 0 —1—-4 1=-X On pouvait également échanger
G oG 0 —1—X 1424 L5 et L3, puis effectuer [3 «
L5— (1= ALo.

1 = —A
= gl {0 —1=4 1-X
3 —15—1; 0 0 )(_,’_/\2

1 —1 —A
Mais, la matrice |0 —1—2A 1— X | est trianqulaire supérieure; elle est donc de rang maximal si, et
0 0 A+ AN
seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls, si, et seulement si, le produit de ses coefficients
diagonaux est non nul.
Par conséquent :
rgA—Ak) <3 = 1(=1=NA+A1%) =0
— —M1+A*=0
— e {-10}

Conclusion : Les valeurs propres de A sont —1 et 0.

4. Justifier alors que A est diagonalisable puis donner une matrice D € M;5(R) diagonale et une matrice
P € M5(R) inversible telle que A= PDP™".

1 1 1
La famille T1,1=11,10 est :
1 0 1

e libre car cest la concaténation de familles libres de vecteurs propres associées a des valeurs propres
différentes,
e de cardinal 3, égal a dim (\/l :H(R)).
Cette famille est donc une base de M3;(R). [l existe donc une base de M3 (R) constituée de vecteurs propres
de A
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0 0 0 T 1 1
Conclusion : A est diagonalisable et, en notant D = [ 0 —1 0 etP=1(1T —1 0]|,ona
0o 0 -1 T 0 1
ainst :
e D diagonale, constituée des valeurs propres de A,
e P inversible, car matrice de passage de la base canonique vers la base de vecteurs propres
évoquée,

e A= PDP™" daprés la formule de changement de base.

5. On considere le systeme différentiel

X = y — z
S):4 y = x -z
7 = x 4+ y - 2z

ol x, y et z sont des fonctions dérivables sur R et a valeurs dans R.

5.a. Préciser les équilibres de ce systeme différentiel. Que dire du comportement des trajectoires en +o0?

X
Soient x, y, z trois fonctions dérivables sur R et a valeurs dans R. Notons X = | y | de sorte que
z
x’
X' = |t | Deéslors
Z,

(X est solution de (S1)) <= X' = AX

e Puisque (S1) est homogene, les équilibres sont donnés par ker(A).

Confusion d’objets !
a Un équilibre d'un systeme dif-

Conclusion : l'ensemble des équilibres de (Sy) est 1 t+—— | a |, a férentiel est une solution de ce
systeme... il s'agit donc d'une

fonction !

Mm
po)

e On sait que :

x A est diagonalisable,
Confusion d’objets !

On dit bien "une trajectoire
converge vers un équilibre’,

Conclusion : les trajectoires du systeme différentiel (S;) sont toutes convergentes et meme st une trajectoire est un

PP , . A ensemble de triplets et qu'un
convergent vers un équilibre (pas nécessairement le méme). équilibre est une fonction..

Grosses confusions d'objets,
mais on comprend bien lidée
tout de méme |

» les valeurs propres de A sont négatives ou nulles.

5.b. Résoudre le systeme différentiel (Sy).
Avec les notations précédentes, notons 7 = P~'X de sorte que, par linéarité de la dérivation (P est
constante) : 7/ = P~'X’. Ainsi :

(X est solution de (S1)) <= X' =AX
— X =PDP'X
= P 'X' =DP'X
— ' =D7 7
Z% = 0 J en notant 7 = | 2»
= z = -2 3
72 = =z
[1(1 = a
« Jla,b,c)eRIVLER, { z(t) = be!
z(t) = ce™!
a
— d(a,b,c) e R} |Vt eR, X(t)y=P <be'
ce!
X() = a + be' + ce! — Petite remarque
& 3Ja, b c)eR|VteR, ylt)y = a — be! On remarque al:;rs que -
z(t) = a + ce! rETmX(t): a
a
On retrouve le fait que
a4+ be '+ ce! toutes les trajectolre} d.e' (S1)
Conclusion : l'ensemble des solutions de (Sy) est 4 t — a— be’: . (a,b,c) € R L y g:z;/s;%eztﬁvéfnzzliqumbre du
a+ ce
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5.c. Proposer une trajectoire non constante qui converge vers (0,0, 0).
a+be "+ ce!
a— be™!

a+ce!

Soit (a, b, c) € R?. D'aprés la question précédente, la fonction X : t — est solu-

tion de (59).

t—+o00

0
On remarque alors, en prenant a =0, b =1 et ¢ =0, que X est non constante et lim X(t)= | 0
0

Conclusion : la trajectoire JL(e f—e 0), te R} est non constante et converge vers (0,0, 0).

5.d. Proposer une trajectoire non constante qui converge vers (1,1, 1).

Conclusion : la trajectoire {(1 +e 1 —e, 1, t e R} est non constante et converge vers
(1,1,1).

PARTIE || - UN SECOND SYSTEME DIFFERENTIEL

1 3

6. Démontrer que 2 est la seule valeur propre de la matrice B.
Soit A€ R. Ona:

On considére la matrice B = (1 -1 )

(A est valeur propre de B) & det(B—AhL)=0
— (1-AB—-AH+1=0
= 34 +N+1=0
= NV—4+4=0
— (A=2°=0
= A=2

Conclusion : la matrice B admet 2 comme unique valeur propre.

7. La matrice B est-elle diagonalisable?
Ratsonnons par l'absurde. Supposons que B est diagonalisable. Il existe alors :

e une matrice D diagonale composée des valeurs propres de B, donc telle que D = (é S)

e une matrice P inversible,
telles que B = PDP~". Ainsi B = 2/, : absurde!

Conclusion : la matrice B n'est pas diagonalisable.

8. On note f l'endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice B. On considére le vecteur uy = (1, —1).

8.a. Soit u € R? Résoudre l'équation f(u) = 2u + uy puis en donner une solution u, dont la premiére
composante est égale a 1.

Considérons x, y € R tels que u = (x, y). Notons U = (;) On a ainst :

fluy=2u+u, < BU=2U+ (j1>
— (B=-2hU= <j1)
= { -y =
x + y = -1
— { x = —1-y
y = y
— u=(—-1—-y,y)
En prenant y = —2, on obtient le vecteur u, demandé.

Conclusion : l'ensemble des solutions de f(u) = 2u + uq est {(—1 -y, y), y e R} et u, =
(1,-2).

v Rigueur !

Il faut raisonner par équiva-
lences ici.. Et on aime bien
partir de A est VP de B'..

X Attention !
Il ne faut surtout pas rajouter
"= u = (1,-2) cequi
signifierait que (1; —2) est la
seule solution...
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8.b. Justifier que & = (u1, u>) est une base de R%.
La famille (uq, us) est une famille de R? qui est

% libre car seulement constituée de deux vecteurs non colinéaires (uy = (1, —1) et u, = (1, —2)),

. . . . . 2
% de cardinal 2, éqgal a la dimension de R“.

Conclusion : la famille (u1, u,) est une base de R%.

8.c. Donner la matrice T de f dans la base 4, et donner également une matrice Q € M5(R) inversible telle

que B = o100
e Ona:

colh) = (5] =2 ()

Ainst : f(uq) = 2un.

~ d'apres la question précédente, f(u;) = 2u; + uy.

Dot :

/ = J\/lat%(f)

B 2
N 0
1

—1
passage de la base canonique de R? vers la base 4.

e Posons maintenant Q = (

Ainsi, par formule de changement de base :

B=0T0Q"

)

Important !

Il n'est pas nécessaire d'utiliser
le vecteur uy trouvé; et aucun
calcul n'est nécessaire !

72). La matrice Q est inversible car il s'agit de la matrice de

0 2 -1 =2

Conclusion : T = (2 1) et O = ( ! ! ) sont telles que B = oTO™".

9. En déduire la résolution du systeme différentiel

(SZ):‘[Z: = x -

Y
= x + 3y

ol x et y sont des fonctions dérivables sur R et a valeurs dans R.

- . X
Soient x et y deux fonctions dérivables sur R et a valeurs dans R. Notons X = ( ) et Z = QX de sorte

/

) X o L /s
que X' = (U/) et, par linéarité de la dérivation (Q est constante) : 7" = QX’. Dés lors :

(X est solution de (S;)) = X' = BX
— X =0T07'X
= Q'X=T0'X
= /=77
P 7 = 221+ 2
7z = 2z
—s 3eRr/vier { 0 =
Z)(T) =
s 3a,b)eR|VteR, { 20
Z/r([)
& Fa b)eR*/VteR, X(t)=0
s 3a,b)eR|VteR, { 1)
y(t)

| —

22,(t) + be?!

/

/

be?!
2t 2t
= ae + bte
= be”
ae’l + bte?
be?!

ae’ + b(t +1)e”
—ae’ — b(t + 2)e”!

en notant Z = (/W)
¥5)

) .

en remarquant que t—— bte“" est solution
o 2

particuliere de ¢y’ — 2y = be*!

Conclusion : l'ensemble des solutions de (S,) est {[ — (

ae’ + b(t 4 1)e’
—ae” — b(t + 2)e”!

2t

) , (a,b) € R’}.

10. Quel résultat permet d'affirmer lexistence et l'unicité d'une solution X de (S;) telle que X(0) = (

déterminer.

1
0)‘La

e Le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet d'affirmer Uexistence et l'unicité d'une solution au probleme de

X' = BX

Cauchy : X(0) — (71)
=1y
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e Soit X une solution de X" = AX. Il existe alors (a, b) € R*, que nous considérons ensuite, tel que :

_ [ ae® bt + 1)e”
vEeR, X(1) = (fm,\’” — b(t+ 2)(“7’)
Ainst : W / 1
) - a+b -
MO)*(O) o (fnfzz)>*(o)
a + b = -1
o { —a — 2b 0
{ a + b = -1
—
Ll +1 - b = -
a = =2
o { b — 1

)

t
Conclusion : la fonction X : t — ((17;/)'»? ) est l'unique solution de (S;) vérifiant X(0) = ( OW )

11. En détaillant soigneusement la réponse, préciser lequel des trois graphiques ci-dessous représente des tra-
jectoires du systeme différentiel (S;).

2.0 2.0 2.0
15 A 1.5 A 15
1.0 4 1.0 1 1.0 1
0.5 - 0.5 - 0.5 - 1
0.0 0.0 0.0 =~ -—
~0.5 | ~0.5 | ~0.5 | 1
104 ~1.0 -1.0 1
-1.5 -1.5 -1.5
-2.0 ; ? } ; : : T -2.0 ; ; : : : ; ; -2.0 T i ; : ; :
—20 -15 -10 -05 00 05 1.0 15 20 —20 -15 -10 -05 00 05 1.0 15 2.0 ~20 -15 -1.0 -05 00 05 1.0 15 20

Graphique 1 Graphique 2

Examinons sur ces trois graphiques la trajectoire associée a la solution trouvée en question précédente. No-

(t—1)eX

) X , . . )
tons X = (U) cette solution et on rappelle qu'on a obtenu : Vt € R, X(t) = ( el ) Nous savons

que cette trajectoire passe par le point de coordonnées (—1,0).

a une ordonnée constante.

e Sur le graphique 3, la trajectoire passant par le point de coordonnées (—1, 0)
t € R, y(t) = 0. Ce qui n'est pas

S'il s'agissait de la trajectoire associée a la solution X, on aurait : Vt €
le cas.

-

Le graphique 3 ne représente donc pas des trajectoires de (5;).

e Sur le graphique 2, la trajectoire passant par le point de coordonnées (—1, 0) converge (vers (—0.5, —0.5).

Or, lim x(t) lim y(t) = +o0. La trajectoire associée a X n'est donc pas convergente. Le graphique
t—+00 t—+00

2 ne représente donc pas des trajectoires de (S;).

Conclusion : le graphique 1 est celui qui représente des trajectoires de (S;).

Graphique 3
— Important !

Méme s'il existe un cas gé-
néral de comportement des
trajectoires, le seul cas au pro-
gramme est celut ol la matrice
du systeme différentiel est dia-
gonalisable, ce qui n'est pas le
cas ict. Je propose donc d'autres
arguments.

o

— 0

Pour info...

On voit également, sur le gra-
phique 2, que le systeme dif-
férentiel associé possede une
infinité d'équilibres de la forme

t— . La matrice associée

(s'il s'agit bien d'un systeme
homogéne) n'est donc pas inver-
sible...
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Exercice 2 (EDHEC 2004 E)

Pour tout entier naturel non nul n, on considere la fonction f, définie sur R par :

_n .
xe x  six#0

Vx € R, fn(x)=<[0 Cix—0

On note C, la courbe représentative de f, dans un repere orthonormé du plan.

PARTIE | - ETUDE D'UNE SUITE DE FONCTIONS

Dans toute cette partie, U'entier naturel non nul n est fixé.

1. 1.a. Montrer que f, est continue a droite en 0.
Ona:

. _ . =n

* lim — = 400, donc, puisque n >0 : lim — = —oc0
0 X x=0 X
x> (

x>0

x lim =0
X——00
Donc, par composition :

l'mgj fo(x) =0 =1,(0)
x>0

Conclusion : la fonction £, est continue a droite en 0.

1.b. Montrer que f, est dérivable a droite en O et préciser la valeur du nombre dérivé a droite en O de f,,
noté 1, 4(0).
Soit h >0.0na: )
(0 + h) —£,(0) he™n
h h

Or, puisque n > 0, par composition de limites :

lime " =0
h—0
h>0

ltm 7][”(0 +h) = 14(0) =0
h—0 h

h>0

Conclusion : la fonction f, est dérivable a droite en 0 et f, ,(0) = 0.

2. 2.a. Déterminer les limites de f, en 400, —oo et 0 par la gauche.
Par composition et opérations, on trouve :

lim f,(x) =400 ; lim f,(x) = —o0

X—+00 X——00

X

e
Ensuite, pour tout x #= 0 : f,(x) = —n x ——. Or:

—n

o , . —n
* lim — = —o0, dong, puisque n > 0 : lim — = +o0,
x—0 X x—0 X
x<0 x<0
oX
% par croissance comparée : lim — = +o0.
X—+oa

D'oli, par composition :

e
lim — = 400
x—0 —
x<0 X
et puisque —n < 0 :

lim 7,(x) = —o0
x—0
x<0

Conclusion : lim f,(x) = +oc0 ; lim f,(x) = —oc0 ; Llimf,(x) = —oc.

X—+00 X——00 x—0

x<0

2.b. Calculer, pour tout réel x non nul f/(x), puis donner le tableau de variations de f,.

e On sait que :

—n
* x —> — est dérivable sur | — oo; 0 et sur ]0; +oq], a valeurs dans R ;
X

#> Rédaction
On détaille suffisamment les
premiéres questions de tech-
nique demandées (dérivées,
limites,...).

— # Rédaction

€Il faut détailler cette limite en
faisant apparaitre la croissance
comparée convenablement ainst
que la composition.

Détailler cest s'assurer de ne
pas avoir a réfléchir et de ne
faire qu'appliquer des résultats
de cours. INDISPENSABLE
donc...
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3. Pour tous réels a et b, on dit que la droite d'équation y = ax + b est asymptote a C, au voisinage de +oco

e Do,

* exp est dérivable sur R.

Alinsi, la fonction x —— e

Conclusion :

e Soit xeR". Ona:

en complétant par les limites obtenues en

REFLEXE ! X

est dérivable sur | — o0; 0] et sur |0; 4+oq].
f, est dérivable sur | — oo; 0] et sur |0; +-00[ comme produit de telles fonctions.

question précédente :

X |—o0 —n 0 +00
X+n — 0 + +

X — — 0 +

+
T, -

X
1(x) + 0 - H +

» —ne » +00
0 - ~. 00 e

lorsque : liT fa(x) — (ax + b) = 0.

3.a. Rappeler le développement limité a l'ordre 2 de e lorsque u est au voisinage de 0.

3.b. En déduire que, lorsque x est au voisinage de +o00 ou de —oo : f(x) =x —n +

Ona:

3.c.

u? )
Conclusion : ' =1+ u + > + o (u?).

u—0

. —n
e lim — =0
X—+00 X
2

u
ec'=1+u+—=+ o (49

2 u—0
D'ou : :
n n n< n n<
e =1— = = 0 —
X 2x x—to0 | X2
Et ainsi :
2 2
xe x=x—n+-—+ o0 —
2X  x—*co ( X )
n® 1
Conclusion : puisque n >0, f,(x) =x—n+=—+ o0 (7 )
2)( X— 300 X

e D'apres la question précédente :

X—+

Conclusion : La droite d, d'équation y = x — n est asymptote a C, aux voisinages de +oo et —oo.

00

2
n-

lim f,(x) = (x—n)= lim ——+ o

Xx—+00 X

X—+00

’ \ . 7 7 . 2
e A nouveau d'apres la question précédente, et puisque n“ # 0 :

)

n®
Or, st x <0, alors =— < 0. Ainsi, au voisinage de —oo : f,(x) — (x — n) < 0.

fa(x) — (x —n)

)
2

n

X—+00 2)(

X
De méme, au voisinage de 400 : f,(x) — (x —n) > 0.

X

Démontrer alors que C, admet une droite asymptote d, au voisinage de +o00 et de —oo dont on donnera
une équation. Etudier la position relative de d, et C, aux voisinages de 400 et —o0.

(1

-0

— # Rédaction

Détailler cest s'assurer d'avoir
un raisonnement correct.

Une phrase du type 'f,, est dé-
rivable sur R* comme produit
et composée de fonctions dé-
rivables sur R*" ne convient
pas; et ne conviendra jamais
pour les composées | On doit
s'assurer de la concordance des
ensembles :

% u est dérivable sur [ et a
valeurs dans /

* g est dérivable sur /;

donc g o u est dérivable sur /.

o

— C’est une blague? —

NE PAS METTRE SOUS
MEME DENOMINATEUR,
C'EST CHOISIR D’ECHOUER
AU CONCOURS !

Comment peut-on a ce point ne
pas écouter les conseils que je
donne ?

o

— X Attention !
Pas de valeur interdite en 0
pour f,, car f,(0) existe (et vaut

0).
En revanche, lln?) fo(x) = —o0..
<0

— % Subtil... 5k
A part dire que n # 0, pas
de justification pour dire que

0 — = 0 =
x—to00 | X x—>400 | X

Clest une propriété qui découle
de la définition.

2
n

En revanche, le fait que — et
X

1
— ont méme limite ne suffit pas
X
!

Elémentaire...
n?

y = x —n — — n'est pas une
équation de droite... Il serait bon
de le savoir, méme si ['énoncé
rappelle dans la définition
énoncée plus haut ce qu'il faut
établir. Un peu de bon sens !!

= Rappel...

St deux fonctions sont équiva-
lentes au voisinage de a, alors
elles ont méme signe au voisi-
nage de a.
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Conclusion
—00, et :

: la droite d,, d'équation y = x — n est asymptote a C, aux voisinages de +oco et

e au voisinage de 400, C, est au-dessus de d,,,

e au voisinage de —oo, C, est au-dessous de d,,.

4. Représenter l'allure de C; dans un repére du plan judicieusement choisi. On fera apparaltre sur le graphique
les différents résultats précédemment obtenus.

4 —+
3T Ci
di
2 —+
1 —+
1 1 1 1 1 > i 1 1 |
-5 —4 -3 —2 -1 1 2 3 4 5

PARTIE || - ETUDE D'UNE SUITE

5. 5.a. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, il existe un unique réel, que l'on notera u,, tel que
flun) = 1.
Soit n € N*.
e Sur]—o0;0] :f, admet un maximum égal a —ne, donc l'équation f,(x) = 1 ne posséde aucune
solution sur | — oo; 0].
e Sur[0;+0oq :
* f, est continue sur l'intervalle [0; 4+oq],
* f, est strictement croissante sur [0; +-o00| (car strictement croissante sur ]0; +-oc[ et continue a
droite en 0).
Donc, par théoréme de bijection, f, est bijective de [0; +o0| dans f,([0; +00]) = [0; +oq].
Or 1 € [0; +oq]. Ainsi, l'équation f,(x) = 1 posséde une unique solution sur [0; +oq.

Conclusion : pour tout n € N*, il existe un unique réel, que l'on notera u,, tel que f,(u,) = 1.

5.b. Etablir : Vn € N*, 1 < u, < 2n.
Soit n € N*. On a:
o f(u,) =1
o f,(1)=¢e".0rn>0 donc —n < 0 et ainsi, par stricte croissance de exp sur R:e " < 1.
2 4 4
o f,(2n) = 2ne 7 = ——n = \/jn. Or 0 < e < 3,donc — > 1 et ainsi, par stricte croissance de /-
Ve e e

4
sur R™ : [ > 1. D'oti, puisque n >0 : f,(2n) > n > 1.
e

On a ainsi établi :
(1) < f(uy) < £,(2n)

Puis, par stricte croissance de f, sur [0; +oq], on obtient :

1T<u,<2n

— & Méthode !

On fait apparaitre :

e les tangentes horizontales, ®

'asymptote ‘verticale” d'‘équation

x = 0 au voisinage de 0 par la

gauche (car lim f,(x) = —o0)
30

o l'asymptote ‘oblique’ d'équa-

tion y = x — 1 aux voisinage

de —o0 et +00 en veillant a la

4 position relative avec Cj..

— == Rappel...

St une fonction f est conti-
nue sur [a; b] et strictement
croissante sur |a; b, alors f est
4 strictement croissante sur [a; b].

— == Rappel...

4 Ceest le théoreme des valeurs
intermédiaires qui assure que,
puisque f, est continue et que
[0; +0q| est un intervalle, alors
fa([0; +00]) est également un
intervalle. Ses bornes ne sont
alors données que par l'‘étude
des variations de f,..

mRéflexe !

Pour comparer les antécédents,
on compare les images | Clest

toujours ainsi que l'on procede
pour les suites implicites.
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Conclusion : Vn € N*, 1 < u, < 2n.

5.c. Démontrer : Vx € R}, f,(x) =1 < g(x) =n, ol g : x —> xIn(x).
Soit x R . Ona:

fLx)=1 < xe ¥ =1 J 2 L0
n ex £
Lo n JX\/()PiT}O
— In(x)=— J 0
X X F
— In(x) =n
— gx)=n

Conclusion : Vx € R}, f,(x) =1 < g(x) =n.

5.d. Démontrer que la fonction g est bijective sur [1;4+00[ dans un intervalle a préciser. En déduire :

lim u, = +c0.
n—-+0o00

e La fonction g est dérivable sur [1; 400 comme produit de deux fonctions dérivables sur [1; +oq].
Soit x € [1;4+00[. On a:
g'(x) = n(x) + 1
Or x > 1, donc In(x) > 0 et ainsi :
g'(x) > 0
Conclusion : la fonction g est strictement croissante sur [1; +oq].
e On a ainsi:
% g est continue sur [1; +o0| car dérivable sur cet intervalle,
* g est strictement croissante sur [1; +oq].
Donc, par théoréme de bijection, g est bijective de [1; +oq| dans g([1; +oq]).
Or, g est continue et strictement croissante sur [1; +oa|, d'oti : g([; +o0[) = [g(1); lim g[= [0; +oq].
00

Conclusion : La fonction g est bijective de [W; +o0o| dans [0; +oo{ et voict le tableau de
variations de g~ :

x |0 +o00 mRéflexe !
N Ca ne colite pas grand chose, et
1 oo | h .
1 Ga sert tres certainement (c'est
9 I / le cas ici.).

Important !

On vient de transformer la suite
- ] ] ] - ] o (tn)nen+ en le second type de
e Soit ensuite n € N*. On sait que f,(u,) = 1. Ainsi, d'apres la question précédente, licite car suites implicites, qui est nette-

u, > 1 >0:g(u,) = n. Autrement dit, puisque g, est bijective de [1;4+o0| dans [0; +oq| et ment plus simple a étudier |
que u, € [1;+oq] et n € [0;+o0| : iy =g "(n) Enfin, puisque lim g(x) = +oo, on obtient :
: X—+00

lim ¢ '(n) = +oo.
n—-+o00

Conclusion : lim v, = +o0.

n—-+o00

QUELQUES RAPPELS SUR LES SUITES IMPLICITES...

On peut classer les suites implicites en deux types :

Petite remarque

1# les suites (V,”)”GN, tel.les que pour tout ne N, v, est lunique solution de f,(x) = a, avec a € R et En fait, le second est un cas
f, une fonction bijective sur un certain intervalle... particulier du premier... En

2# les suites (wp)yeN telles que pour tout n € N, w;, est lunique solution de g(x) = a,, avec g une effet, st g(w,) = a,, alors
fonction (ne dépendant pas de n) bijective sur un certain intervalle et a, une expression dépendant 9(Wn) — ap = 0 et, en posant
de n. fy = g — an, w, est lunique

solution de f,(x) = 0.

Tandis que l'étude du premier cas demande des techniques particulieres :

e étude des variations en comparant f,(v,) et fo11(va) (en passant parfois par l'étude du signe de
fo1(x) — fa(x)), puis en utilisant le fait que f,(vn) = a = f,41(va41) et la stricte monotonie de f,
pour conclure;

e étude du comportement en +o0 en utilisant soit un théoréme de comparaison ou d'encadrement, soit
un théoreme de convergence monotone (couplé éventuellement avec un raisonnement par l'absurde
et un théoreme de divergence monotone)...

'étude du second type est nettement plus simple : puisque g(w,) = a, et que g est bijective, on obtient
Wy = gq(an) qui est une forme semi-explicite de w, ! Elle permet ensuite :

e d'étudier les variations de w, : on compare aisément a, et a,41 (souvent a, vaut n, ou —..), puis
n
il suffit d'appliquer g~ ;

e d'obtenir la limite de (w,),en en donnant Llim g’w(an)...
n—+00
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Dans cet exercice, on a pu passer du premier type au second type puisque le n dans lexpression de f,(x)
peut étre isolé.

D'autres exercices sur les suites implicites : EDHEC2021E_Exercicel, Ecricome2020E_Exercice2, ED-
HEC2021E_Exercice1, EDHEC2016E_Exercice2, EDHEC2009E_Exercicel, EDHEC2000E_Exercice3.

5.e. Justifier la relation, valable pour tout entier naturel non nul n : ln(u,)+n ( ln(un)) = n(n), puis montrer :
In(un) ~ n(n).
En déduire un équivalent de u, lorsque n est au voisinage de +oo.

e Soit n € N". On sait, d'aprés la question 5.c, que u, In(u,) = n.
Or lu, > 1, donc u, > 0 et In(u,) > 0; dot :

n(u,) + n ( ln(u,,)) = In(n)
e Puisque In(u,) # 0 et d'apres ce qui précede :

[n ( Ln(u,,)) n(n)

n(up) N (n(u,)

Or:
= lim n(u,) = +o0,
n—-+0o0a0
) , ) In(X)
* par croissance comparée : lim — =0.
X—+o00 )(
D'ou, par composition :
In { In(uy)
lim ( ) =0
n—+too  n(u,)
Par conséquent :
. In(n
[im (n) =1
n—-+oo ln(u,)
Conclusion : In(u,) ~ In(n).
n—-+00
— X Attention !
4 On sait bien qu'il est interdit
q
de composer les équivalents
e On sait que : Vn € N, u, In(u,) = n. Ainsi, puisque In(u,) #+ 0 : (surtout pas L'exponentielle...
onsaitquen+1 ~ n
/] n—+o00
u, = o et pourtant%, Il
n(u,) serait donc faux d'affirmer que
u, est équivalent a n...

Et, d'apres le point précédent, on obtient :

n

u ~
" too m(n)

n

Conclusion : u, ~ .
n—-+oo n(n)

6. A laide des résultats de la question 5., recopier les lignes manquantes du programme ci-dessous de sorte
que l'exécution de suite_u(n) renvoie une valeur approchée de v, & 107 prés obtenue par la méthode de
dichotomie.

1|import numpy as np
2

s|def suite_u(n):

4 a=

5 =,

6 while

7 m=(a+b)/2

8 if mxnp.log(m)>n:
9

10 elif ...

M

12 else:

13 a,b=m,m
14 return (a+b)/2
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1|import numpy as np

2

s|def suite_u(n):

4 a=1

5 b=2%n #d aprés la question 5b
6 while b—a>10xx(—4):

7 m=(a+b)/2

8 if mxnp.log(m)>n: #car g est croissante
9 b=m

10 elif mxnp.log(m)<n:

1 a=m

12 else:

3 a,b=m,m

14 return (a+b)/2

— Petite remarque

On connalt un algorithme de
dichotomie général traitant de
la résolution d'une équation du
type h(x) = 0 (il est toujours
possible de se ramener a ce
cas). Ici, 'énoncé oriente vers
une variante utilisant la fonction
g et sa monotonie... En effet,

st g(m) > n, autrement dit, si
g(m) > g(u,), alors, par stricte
croissance de g :m > u,.

Et dans ce cas, il convient de
remplacer la valeur b par m...
La connaissance des variations
de g est alors indispensable

4 compléter l'algorithme !

7. En déduire un programme Python permettant de représenter les 20 premiers termes de la suite (u,)pen+-

import matplotlib.pyplot as plt

w

L=[suite_u(n) for n in range(1,21)]
plt.plot(range(1,21),L, "r+")
plt.show ()

ES

@

8. 8.a. Démontrer que la suite (u,),en+ est strictement croissante.
Soit n € N*. On rappelle que g(u,) = n.. Débutons avec :

n<n+1

Autrement dit :
C](Uu) < Q(UHM)

D'ou, par stricte croissance de g sur [1; +oq| (licite car u,, uy1 € [1; 4+00]) :

Up < Upyq

— Petite remarque

On peut procéder de fagon
légerement différente...
Ona:

n<n+1

Do, par stricte croissance de
1

g " sur R" (licite car n,n+1 €
RT):
g (M <g7'n+1)

Autrement dit :

Conclusion : la suite (u,),en+ est strictement croissante.

up < Ups1

. 1
8.b. Etablir : Vn € N*, f,(u,q) = eUni1.
Soit n € N*. On sait que :

Autrement dit :

Et ainsi :
D'ou :

Autrement dit :

Conclusion : Vn € N*, f,(upyq) = eUn+1,

Up+1
9. On pose, pour tout n € N*, [, = / fa(t)dt.

1

9.a. Soit n € N*. Démontrer : 1 — u, < 1y < (Upgr — up)eine .

e Soit t € [uy; Up1] Ona:

Uy <t < upyy

D'ol, par croissance de f, sur R, licite car u,, t, u,.1 >0 :

f”(l/”) é fﬂ(r) g fn(UﬂM)

Or f,(u,) =1 et, d'apres la question précédente, f,(u,.1) = e

suite implicite...

mRéflexe | ———
ﬁn revient a la définition de la

mRéflexe | ———
four encadrer une intégrale, on

encadre l'intégrande...
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9.b.

e On a ainsi établi : 1

Vt € [upupa], 1< 1(t) <

Ainsi, par croissance de lintégrale, licite car la fonction f est continue sur le segment [u,; U,
(car [up; Upi1] € RT) et que v, < Upyq ((Un)nen+ est croissante) :

Un+1 Un41 Upi1
/ Wdré/ f”(r)drg/ et dt

Up4+1
Upyr — Up é / f/y(f)(/f g (“nH o “/7)

up

Autrement dit :

Conclusion : Vn € N*, up1 —u, < 1y < (Upyq — up)e

En déduire un équivalent de /, lorsque n est au voisinage de +oo.
On sait que (u,)nen+ est strictement croissante (question 8.a), donc : Vn € N7,
d'apres la question précédente :

Upyr — Uy, > 0. Alnsi,

‘ l, 1
Vne N, 1< !
Upyr — Up
Or lim v,y = 400 (question 5.d). D'ol :
n—-+o00
) 1
lim e+ =1
n—-+00
Par théoreme d'encadrement, on obtient ainst :
N //7
lim —— =1
n—+00 Upy1 — Uy

/m -~

n—+o0

Conclusion : Upsl — Up.

Déduire des questions précédentes que la série de terme général /, est divergente.
En sommant l'inégalité de gauche de la question 9.a :

Vn € N*, Z(U**" —uy) < Z I,
k=1 k=1

Autrement dit, par télescopage :

Vne N, v, —u < B

Or, d'apres la question 8.a: lim u,.1 = 4o0.

n—-+00

Par théoreme de comparaison, on obtient :

n
lim > Iy = 400
n—+00 P

Conclusion : la série > I, est divergente.

n>1

AUTRE POSSIBILITE...

En utilisant la question précédente.
Ona:

o /[, ~
n—+00

Upy1 — Up,
o Vn e N, u,iq —up >0 (car (up)pen+ est croissante); Vn € N*, 1, >0 (car I, > upi1 — up).

Ainsi, par critere d'équivalence sur les séries a terme général positif, les séries Z/,, et Z(un+1 — up)
n>1 n>1
ont méme nature.
Or, on sait que Z(u,,+1 — up) et (Up)nen+ ont également méme nature... Puisque (up)pen+ diverge vers
n>1
+o0 (question 5.d), on en déduit que Z(””“ — up) est également divergente.
n>1
D'otr le résultat.

— = Rappel...

La positivité de (/,) n'est pas
nécessaire, puisque /, est équi-
valent a u,+1 — u, qui est
positif, donc a partir d'un certain
rang, I, > 0 et cela est suffisant
pour appliquer le critere.

— Pourquoi ?

M=

(Up+1—Up) = Un+1—u1.. On
n=1

démontre alors, en raisonnant
par double implication que

D (Uns1 = up) OV ssi (uy)pens
n>1

CV.
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Exercice 3 (EDHEC 2012 E)

Dans tout lexercice, A désigne un réel strictement positif et on considére la fonction f définie sur R par : Vx &€
R, f(x) = Alx|e ™.
1. 1.a. Montrer que la fonction f est paire.
La fonction f est définie sur R, qui est un ensemble symétrique par rapport a O et, pour tout x € R :

f(—=x) = A —x]e "™
= Axle™
= 1)

Conclusion : La fonction f est paire.

+oo
1.b. Etablir la convergence de l'intégrale / f(x)dx et la calculer.
0

00
e |a fonction f est continue sur R, donc / f(x)dx est impropre en 400 seulement.
0

e Soit AcR". Ona:

A A
o 7/‘\"’
/() fx)dx = /0 Alxle™" dx J A >0, donc ¥x € [0, A], |x| = x

Il
~
<
)

Or lim e =0.

A—+00

+o0 1
Conclusion : l'intégrale / f(x)dx est convergente et vaut 5
0

1.c. Montrer enfin que la fonction f peut étre considérée comme densité d'une variable aléatoire X que l'on
suppose, dans la suite, définie sur un certain espace probabilisé (Q, A, IP).
On sait que :
e [ est continue sur R,
e VxeR, f(x) >0,

oo 1 0 .
e lintégrale / f(t)dt est convergente et vaut =. Puis, par parité de f, on en déduit que / f(t)dt Petite remarque
0 2 —00 On utilise ici ce résultat, qui est
est également convergente et vaut ! a la limite du programme. Il faut
st €gateme ) rgente et vau 2 étre capable de le démontrer
+00 a l'aide d'un changement de
Par conséquent : l'intégrale / f(t)dt est convergente et vaut 1. variable si nécessaire.
o

Conclusion : f peut étre considérée comme une densité de probabilité.

+00
2. 2.a. Montrer que l'intégrale / xf(x)dx est convergente.
0

+00
e La fonction x — xf(x) est continue sur [0; 400, donc l'intégrale / xf(x)dx est impropre en
0

+00 seulement.
e Sous réserve de convergence, on a :

+oo +o0 o
/ xf(x)dx = j x‘e " dx J R >~ 'S0
en posant o el que 0° = — LCLte car A
0 0., g F C ] A ( )
= j x“e 272 dx
0
\/7' o ) 1 X2
= ZITU)j X‘———e 202 dx
0 V202

Foo 1 2
Or Uintégrale / X —e 20° dx est convergente puisqu'il s'agit du moment dordre 2 d'une

00 \/2]7(7/
’] 2

+00
. I . . b , o 2 X
variable aléatoire suivant la loi .4/(0; 0%). Par conséquent, l'intégrale / X e 202 dx est
0 V2ma?

également convergente.
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2.b.

+00
Conclusion : l'intégrale / xf(x)dx est cor
0

wergente.

REMARQUES

1# On pourrait calculer la valeur de cette intégrale (l'é
nécessaire pour traiter la suite de l'exercice).

V2r0? % E(7?)
V2ma?(V(Z) + E(2)?)
\/27020”

I
4

N =N —

T
/\ X

X—+00

1
Montrons : f(x) = o (—2)

X
Pour tout x > 1 :

convergente.

\

+00
/ xf(x)dx est convergente.
b
or x — xf(x) est continue sur le segment [0; 1], donc /
0

+00
Conclusion : l'intégrale / xf(x)dx est convergente.
0

En reprenant le calcul, on a, aprés avoir posé = 5 :
+00 +00 2
/ xf(x)dx =V 27102/ x? \/2726_;2 dx J 4 d 5> 1 72&2
0 0 0 par parite de x — x e 2o
Vol a1 _oiay Vano!
_ _ 2
e 2 /,w X \/zﬂgze o J en considérant Z telle que Z — A4(0; 02)

2# On aurait aussi pu raisonner a l'aide d'un critére de négligeabilité..

+00
. / —dx est une intégrale de Riemman impropre en +oo dexposant 2 > 1, elle est donc
1 X

Par critere de négligeabilité sur les intégrales a intégrandes positives, on en déduit que lintégrale

noncé aurait pu le demander, méme si ce n'est pas

J formule de Koenig-Huygens
J Z < N (0:0%)

xf(x) gt e v Rigueur !
iz € On détaille suffisamment la
X 4 croissance comparée qui ap-
= A X paralt dans le calcul de cette
(exz )A limite.
Or:
* lim x% = +o0
X—+00
XZ
* puisque A > 0, par croissance comparée : lim — =0
—+00 €
D'oli, par composition :
X4
lim A 7 =0
X—+400 ( xz)
et ainsi : ¢
xT(x
lim 1( ) =0
X——+00 i
X
Par conséquent :
1
xf(x 0 =
() X—F00 (XZ )
On a ainst :
1
o xf(x)= o = |
( ) X—+00 ( XZ )
1
o Vx>1, xf(x) >0, = >0,
5

1
xf(x)dx n'est pas impropre, donc convergente.

En déduire que la variable aléatoire X posséde une espérance et donner sa valeur.

e On sait que :

X admet une espérance  si, et seulement si,
si, et seulement si,

si, et seulement si,

e Or:

o0
l'intégrale / xf(x)dx est absolument convergente
oQ

%

00 0
les intégrales / xf(x)dx et /
JO J—00

o0 0
les intégrales / |x|f(x)dx et / |x|f(x)dx sont convergentes
0 0

xf(x)dx sont convergentes
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+00
» d'apres la question précédente, l'intégrale / xf(x)dx est convergente;
0

0

* puisque f est paire, la fonction x —— xf(x) est impaire et ainsi, l'intégrale / xf(x)dx est Petite remarque
e —00 On utilise ict ce résultat, qui est
, a la limite du programme. Il faut
également convergente et vaut — xf(x)dx. étre capable de le démontrer
L , 0 a l'aide d'un changement de
e On en déduit que X admet une espérance et : variable si nécessaire.

E(X) t(t)dt

6 +oo
/ Xf(x)dx+/ xf(x)dx
e 0 ,

_ 7/(;%xf(x)dx+/0+%)<f(x)dx

I
—
23

Conclusion : X admet une espérance et E(X) = 0.

+0o0
. 3.a. Montrer, grace a une intégration par parties, que l'intégrale / x*f(x)dx est convergente et la calculer.
0

+00

e La fonction x — x*f(x) est continue sur [0; +-oc], donc l'intégrale / x*f(x)dx est impropre en
0
oo seulement.

e Soit B €[0; +oq]. On a, pour tout x € [0; B :

2 2 —ax2
xf(x) = x“Alx|e
() ZH W2 J\x\:xcarxzo
Xx° x e
2
U:x+— x .
Posons ensuite : —1 _,» . Lesfonctions u et v sont &' sur le segment [0; BJ et pour Petite remarque
ViXH— 79 On peut également poser u :
[O B] u/(X) = Dx X —> %xz etv:x>—>e’“2..,
tout x € |U; : W2
VI(X) = Axe™

Par intégrations par parties, on obtient :

B 1 18 B o
/ f(x)dx = {—Xze /‘X‘} f/ —xe " dx
0 2 o Jo

o —1 2 B2 . — 2
— 7Be + : xe " dx JVXE[O;B], x| = x
- =1 2 —AB? 1
= 5 B‘e + 3

1

A

Mx|e ™ dx

B
P
/ f(x)dx
0

—1 2
5 BZef)‘B
Or :

—1 5 —1 B
. 7326 w2 _ bt

o lim B> =+

B—+00

© par croissance comparée (car A > 0) lim
.

D'ol par composition :

+00 1
* d'apres la question 1.b, l'intégrale / f(x)dx est convergente et vaut 5 ainsi :
0

B 1

On en déduit :

v 1
S /0 Tdx = 57

+0o0
1
Conclusion : l'intégrale / x*f(x)dx est convergente et vaut e
0

3.b. En déduire que la variable aléatoire X possede une variance et donner sa valeur.
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3 \ .« . . ) .
e Par théoréme de transfert, licite car la fonction x — x“ est continue sur R :

X admet un moment d'ordre 2

e Or:

si, et seulement si,

si, et seulement si,

+oo
x*f(x)dx est absolument

l'intégrale /

+00
les intégrales x*f(x)dx et /

0
gentes, car il s'agit d'intégrales a

0

00

) \ . - g o 2
= d'apres la question précédente, l'intégrale x“f(x)dx est convergente;

% puisque f est paire, [a fonction x —— x*f(x) est paire et ainsi, l'intégrale /

0
0

x?f(x)dx est

00

00
également convergente et vaut / x*f(x)dx.
0

e On en déduit que X admet un moment d'ordre 2 et :

V(X)

Conclusion :

1
X admet une variance et V(X) = T

4. On pose Y = X? et on admet que Y est une variable aléatoire.

4.a. Donner l'expression de la fonction de répartition de Y, notée Fy, a l'aide de celle de la variable aléatoire

de X, notée Fy.

e On considere que X(Q)) = R. Ainsi :

e Soit x € R. Distinguons deux cas :

* six <0:

Fy(x)

* six>0:
Fy(x)

Y(Q) =R".

x>0
J X est a densité

Conclusion : Vx € R, Fy(x) = {

0

Fx(VX) = Fx(=VX)

six <0
stx >0

4.b. Justifier que Y est une variable aléatoire a densité et en donner une densité, notée fy, puis vérifier que
Y suit une loi exponentielle de parametre A.

e Continuité de Fy :

* sur J — 0Q; (){ - Fy est continue car constante.

* sur |0; +o9]

© /. est continue sur 10; +oq],

o Fx est continue sur R, comme fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité.

Par composition :

Fy est continue sur |0; +od|.

conve rgcntc

P
x“f(x)dx sont conver-

intégrandes positives

Petite remarque

On utilise ict ce résultat, qui est
a la limite du programme. Il faut
étre capable de le démontrer

a laide d'un changement de
variable st nécessaire.

— % Classique ! %+ ———

Question (ainst que la suivante)
trés classique qui ne doit poser
aucun souct | On remarque

au passage le caractere tres
général de cette question (seul
l'ensemble Y/(Q) peut changer si
X(Q) #R.).

On pourra au passage re-
travailler les exemples 5 du
chapitre 6 (LE COURS, LE
COURS, LE COURS ).

— Rappel de seconde —,
Vx € R, Ya € R" :
¥ <a = —a<x<\a

Et les 'malins’ qui ap-
pliquent /- oublient que

Vx €R, VxZ = |x| Il

— == Rappel...

De fagon générale, pour tous
a,baveca < b: Fx(b) —
Fx(a) =TP([a < X < b]).

Ici, comme X est a densité, on a
également P([a < X < b]) =
P(la < X < b]).

V'

— Petite remarque

o

On pourrait également cher-
cher a expliciter Fy(x), mais il
faudrait déja commencer par dé-
terminer Fx(x). Cest peut-étre
un peu plus court, mais moins
dans lesprit de l'exercice; et

je ne doute pas que cest une
méthode que vous préférez. Je
détaille donc l'autre fagon de
traiter la question.
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x en 0 : Par continuité a droite en 0 de |/ et continuité de fx en 0, on a :

lim Fy(x) = Fx(0) = Fx(0) = 0 = Fx(0) = lim Fy(x)

x>0 x<0

Par conséquent, Fy est continue en 0.
Conclusion : Fy est continue sur R.
e Par des arguments similaires, Fy est %" sur R sauf éventuellement en 0.
On en déduit que Y est une variable aléatoire a densité et on obtient fy en :
* dérivant Fy sur les intervalles ouverts :
o pour tout x < 0, fy(x) = Fy(x) =0;
< pour tout x > 0 :

= A 1
—Z%Wﬁ>wjuﬁ

— SRRV SV

1
- A
_ %)\\/;e AX

= Je M

J f est paire

Jx>Oet\/;>O

% posant fy(0) = A

X Attention !
On dérive sur les intervalles
ouverts et on pose une valeur
“arbitraire” positive ailleurs.

Petite remarque

Et dire que sur certaines copies,
la dérivée de x — Fy(v/X) est
fausse...

0 stx <0
e™™  six >0
On reconnalt une densité d'une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A.
Ainst : Y «— &(A).

Conclusion : Y est a densité et admet pour densité la fonction fy : x — {

4.c. Retrouver alors la valeur de V(X).

On avait Y = X? et on vient d'établir que Y suit la loi exponentielle de paramétre A Ainsi, ¥ admet
1
une espérance et : E(Y) = —.

D'ou l'existence du moment d'ordre 2 de X et :

On conclut avec la formule de Koenig-Huygens..

1
Conclusion : on retrouve que X admet une variance et V(X) = T

—1
5. Soit U une variable aléatoire suivant la lot uniforme sur [0; 1[. On pose W = - (n(1 — U) et on admet que
W est une variable aléatoire.
Reconnaltre la loi suivie par la variable aléatoire W.
—1
Notons h : x —> R In(1— x), définie sur [0; 1[; ainst que Fy la fonction de répartition de W et Fy celle de

U.

e Ona:
WwQ) = (/)(U))(Q)
B 7(%_<?)) J U= (o)
. 7([ ' [) h est continue et strictement croissante sur [0; 1
= [h(0); lim h[ o
1 J car A>0
= [0; +oq
e Soit x € R. Distinguons deux cas :
* Six<0:
Ona: | |
Fwix) = P(W <x) s
_ P J x <0 et W(Q) = [0; +oq|

Important !

Il faut traiter et réussir cette
question, que l'on ait réussi la
précédente ou non !!

* Subtil... %

La continuité permet d'affirmer
que h([0; 1]) est un intervalle.
En effet : "l'image d'un intervalle
par une fonction continue est un
intervalle” (version bis du TVI).
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x Stx >0:
Ona:
Fwix) = P(W <x])
= ]P(—m(1fL,)<x}) J/>O
i EE%HH ; g)€>/\7‘)/x}) J stricte croissance de exp sur R
= P(ULT—¢e™)
- /7(1 € /\) LN < E X
B J A>0etx >0, donce ¢

On a finalement obtenu :

0 six <0

Vx € R, Fll(X)7{1,O“ stx >0

On reconnalt ict la fonction de répartition d'une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de

parametre A. Or, la fonction de répartition caractérise la lot..

0; 1] et ainsi

1

— Important !

La stricte croissance est in-
dispensable ! En effet, cachée
derriere cette égalité de pro-
babilités, il y a une égalité
d'ensembles :

(1 =U) > =] =[U <
1—e M

Et on a, par stricte croissance
de l'exponentielle (pour conser-
ver l'équivalence), pour tout

w e Q:ln(1-Uw) >
- = 1-Uw) > e

— = Rappel...

4 La fonction de répartition d'une
VA suivant la lot uniforme sur
[0;1] (ou [0; 1], ou ]0; 1], ou ]0; 1[)
est :
0 six<O0
Fix— < x sixel[01]
1 six > 1

Conclusion : W — &(A).

6. 6.a.
une réalisation de |X| ol A =lam.

Déduire des questions précédentes une fonction Python d'en-téte def simulAbsX(lam) qui simule

1|import numpy.random as rd
2|import numpy as np

4 |def simulAbsX (lam):

5 U=rd .random ()
6 Y=—T1/lam*np. log(1—U)
7 return np.sqrt(Y)
6.b. Justifier que P((X < 0) = P(X > 0) = %
Ona: ;
lP(:X - O]) - / flx)dx J f est paire
T2o
B 4 flxdx J question 1.b
)
. 1
Conclusion : P((X < 0) =P(X >0]) = 5

6.c. Endéduire une fonction Python d'en-téte def simulX(lam) quisimule une réalisation de X ol A =lam.
La fonction simulAbsX permet de simuler une réalisation de | X|. Puisque, d'apres la question précédente,
X prend des valeurs positives ou négatives avec la méme probabilité, il suffit d'attribuer a X' la valeur

—|X] ou |X| de fagon équiprobable.. D'oli le programme :

1|def simulX (lam):
2 AbsX=simulAbsX (lam)

3 if rd.random() <1/2:
4 X=AbsX

5 else:

6 X=—AbsX

7 return X

On suppose, dans la suite, que le paramétre A est inconnu et on souhaite Uestimer en utilisant la loi de Y.

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et on consideére n variables aléatoires Yj,...,Y,, supposées

définies sur (), A, IP). On suppose qu'elles sont indépendantes et de méme loi que Y.

7. On considére des réels xq,...,x, strictement positifs, ainsi que la fonction L, a valeurs dans R, définie sur |0, +oq]

par:

YA €0, +oq|, L(A) = |_| fy (%)
k=1

7.a. Exprimer, pour tout A €]0; +0c|, L(A), puis In (L(4)) en fonction de A, xi,...x,.
Soit A €]0; +oq.
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e Ona:

e Puis, comme L(A) >0 :

n (L(/\)) =

= Ty (x¢) .
ﬂ JVke[[tn]], x>0

1

k=1

n

I
~

[

k=1

n
= ANexp (/\ E Xk)

k=1

1

ln()wexp()k;)(k)) J/\”>0,PXP(/\iXA <0
n k=1

In(A") =AY x —
k=1 J ’

nln(A) — A Z Xk
k=1

7.b. On considere la fonction ¢, définie pour tout réel A de ]0, +oq] par : @(A) = nln() — AZX“
k=1

Montrer que la fonction ¢ admet un maximum, atteint en un seul réel que l'on notera z et que lon
exprimera en fonction de xi,...x,.

Que peut-on dire de z pour la fonction L?

e La fonction ¢ est dérivable sur R;, comme somme fonctions usuelles dérivables sur R (fonction n

et fonction affine).
e Pour tout A € R :

n

o = T=Y x

k=1

REFLEXE ! A

Et, puisque ZX;\ >0, ona:

k=1

D'ot, en notant z =

n
n

'77)‘ZX*>O = A< -

k=1 E X;
k=1

Conclusion : la fonction ¢ admet un maximum atteint en un seul réel z, avec z =

e Comme ¢ admet un maximum en z, on a : VA > 0, ¢(A) < ¢(z). Or, pour tout A > 0 :

P(A) < o(2)

—
—

(n (L()\)) <In (L(z))
L(A) < L(2)

J stricte croissance de ln sur R}

Conclusion : la fonction L admet un maximum atteint uniquement en z, ol z =

n

n

g Xk

k=1

Tiens tiens...
Il est rassurant de trouver des
résultats obtenus par le calcul
dans l'énoncé...
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8. On pose dorénavant, toujours avec n supérieur ou égal a 2, Z, =

n

) Y
k=1

On admet que Z, est une variable aléatoire définie, elle aussi, sur lz'espace probabilisé (Q, A, P).

8.a. Justifier que pour tout n € [2; 400, Z, est un estimateur de A La suite (Z,),>2 est appelée estimateur

8.b.

du maximum de vraisemblance pour A.
Soit n € [2; +oo[. On sait que :

e (Yq,...,Y,) est un n-échantillon de Y, suivant la loi exponentielle de parametre A (car Y;,..., Y,

sont indépendantes et suivent la méme loi que Y),

e /, est une variable aléatoire fonction de Y4, ..., Y,,
e expression de Z, ne fait pas mention de A

Par conséquent, Z, est un estimateur de A.

Conclusion : pour tout n € [2; +00[, Z, est un estimateur de A.

n
Pour tout n € N*, on définit la variable aléatoire S, par : S, = Z Ye.

k=1

On admet le résultat suivant :

St X et Y sont deux variables aléatoires a densité indépendantes définies sur le méme espace probabilisé,
de densités respectives fx et fy telles que fx (ou fy) est bornée; alors la variable aléatoire X + Y est
une variable aléatoire a densité et une densité de X + Y est donnée par la fonction h définie sur R par :

+00
hix—s / )y (x — t)dt

En utilisant la propriété admise, montrer que, pour tout n € N*, la variable aléatoire S, est une variable
aléatoire a densité et admet pour densité la fonction f, définie par :

0 sit<0
fn Tt (niifl)]tn—1ef)\f sit 2 0

Par récurrence...

e Initialisation. Pour n =1 :

Si=Yyet Y, — &), dot:

0 stt <0
VteR, f(t) = ) )
10 {/\e” sit>0
Et clest exactement ce qui est fourni par 'énoncé dans le cas ot n = 1.. Linitialisation est ainsi
vérifiée.
Hérédité. Soit n € N*.
0 stt <0
Supposons que 'S, est a densité, de densité la fonction f, : t —— A" e sit>0
(n—"1)
0 stt<0
et montrons que 'S, est a densité, de densité la fonction f, 4 : t —> Pl

t"e ™ sit>0
OnaS,.1=5,+ Y, Puis:
* Y,41 est a densité et, par hypothése de récurrence, S, également;

* Yy, ..., Yy, Y, sont indépendantes, donc par lemme des coalitions, Y; +...+ Y, et Y, le sont
aussi; autrement dit, S, et Y1 sont indépendantes;

* Ypp1 <> &(A), dont une densité est bornée sur R.

D'apres le résultat énoncé, on en déduit que S, + Y, 41 est a densité, autrement dit, S,.1 est a
densité, et admet pour densité la fonction f,,; définie par, pour tout x € R :

+00
fr(x) = [ fa(8)f(x — t)dt J fy est nulle sur | — oo; 0]

o)

/MC fa(t)f(x — t)dt

0

Soit ensuite x € R. Distinguons deux cas :

* six<0:
dans ce cas, pour tout t >0, x —t <0 etainsi: Vt >0, fy  (x—1t)=0.
+o00o
Dot : fo(t)f(x — t)dt = 0.

0
Conclusion : st x < 0, alors f,1(x) = 0.

% Indication...

Avant de traiter cette question,
il peut étre utile de travailler la
fiche sur la somme de variables
aléatoires a densité, ici.
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* six>0:
+o0
fori(x) = [ fo(t)f(x — t)dt
0

+00 /\/7 .
/ CESTT " e My L (x — t)dt
0

-1l
/\n +00 | "
= — t"e M fy (x — t)dt
(n—"11J o ) J VE>x, fy, (x—1t)=0
A ! n—1 At
h (n—T)!/O (e M= ndt JXEO,dOﬂCpOLIFtOU‘[TG[U;X],X*TZO
B ( /\”w /mo n=Ta=At ya—Al—t) 4¢
n—1)!
/\n+1 0‘ X ‘
_ ( 1)| e—nx / tn—We—/‘reMd[
n—"1)!
/\n+1 , OX
_ ( 1)| e*AX/ tan dt
n—1)!
/\n+1 : X/(w)
_ 797“/*
(n—")1 n
)\n+1 ,
- Xlle*/“‘(
n!
/\n+1 ,
Conclusion : si x >0, alors £, 1(x) = I x"Te ™™
n!
0 six <0
On a ainsi établi que S, 41 est a densité, de densité la fonction f,.1 : x —> A+l

—Ix”e’“ six >0
n!
['hérédité est ainsi établie.

Conclusion : pour tout n € N¥, la variable aléatoire S, est une variable aléatoire a densité et
0 sit<0

admet pour densité la fonction f, définie par: f, : t — : /\”1)| Pl sit>0
n—1)!

+00
Soit n > 2. En remarquant que / fo_1(t)dt = 1, montrer que Z, posséde une espérance et :
0

n
n—1

E(Z,) = A

+o0
e Puisque f,_1 est une densité, l'intégrale / fo—1(t)dt est convergente et vaut 1. Or f,_4 est nulle

—00

sur | —o00; 0[...
+00
Par conséquent : / foa(t)dt = 1.
0

n )
e Ona/, = < Ensuite : Pourquoi ?
! Revoir les hypotheéses du théo-

P o n . , .
* Par théoréeme de transfert, licite car x —— — est continue sur R sauf éventuellement en O : reme de transfert dans le cas
X des variables aléatoires a den-

sité...

+00
n
Z, admet une espérance s, et seulement si,  l'intégrale / ?f,,(t)dt est absolument convergente

o]

+oo
si, et seulement si,  l'intégrale / ?f”(t)dt est absolument convergente, car f,
0

est nulle sur | — oc0; 0]
+0o0 n
. . ’. r n )L n—1_—At
si, et seulement si,  l'intégrale ?Wt e "'dt est convergente, car
0 n—1)!

l'intégrande est positive sur R}

+00 pU ,
si, et seulement si,  l'intégrale / n(it”’ze’“dt est convergente
0

n—1)1
+00 naA )\11—1
si, et seulement si,  l'intégrale / LA E— N T convergente
o n—=1(=2)!

T pA
si, et seulement si,  lintégrale f 712‘,7,1(t)dt est convergente
0 n—

+00 +00 ni
* Or: / f,—1(t)dt est convergente, donc / ﬁf,,q(t)dt également.
0 n—

0
x On en déduit que Z, admet une espérance et :

+o00 n
E(Zn) - 7fn(f)df
—oo t
“nA
- / Mg (n)dt
0 n 11
)\ (o]
E— / £ (t)dt
n—"11J
B nA
T oon—1
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nA

Conclusion : Z, admet une espérance et E(Z,) = T
n—

= Pour info...
Puisque lim E(Z,) = A Z, est
n—+00

un estimateur asymptotiquement
sans biais de A.

8.d. Déterminer un estimateur Z de A, exprimé en fonction de Z,, dont l'espérance est égale a A

n—1 n—1
Posons Z, = Z, =
n

CAlnst :

n

)Y

k=1

e de la méme facon que Z, (question 8.a), Z, est un estimateur de A;

n

e puisque Z, admet une espérance, Z,

n—1

E(Z))

E(Zn)

)

A

. également et, par linéarité de l'espérance :

n () question précédente

. n—1 ) T , o
Conclusion : ——Z, est un estimateur de A d’espérance égale a A
n

S1 L'ON SOUHAITE POURSUIVRE...

L'énoncé pourrait étre allongé de trois questions...

2
" x
(n="1%n-2)
8.f En déduire que Z, admet une variance et la calculer.

- 2z o q ’ _
8.g. Etablir: Ve >0, HLLTDO]P(HZH Al >e]) =0

8.e. Montrer que Z, admet une variance égale a

= Pour info... ———
On a donc construit un estima-
teur sans biais de A

oAk ok kok FIN shede ok ke kok

CONCOURS BLANC 2 - EPREUVE 1 - Page 24/24




