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La qualité de la rédaction, le soin porté a la copie, la lisibilité, l'orthographe, la rigueur du vocabulaire ainsi que la clarté des raisonnements sont

des critéres importants dévaluation.

Quelques précisions :
e la copie devra présenter une en-téte d’au moins une demi-page ainsi qu’une marge suffisante,
e toutes les pages de la copie devront étre numérotées et rangées dans l'ordre de lecture,
e les résultats finaux doivent étre clairement mis en évidence (soulignés ou encadrés),

e les questions d'un méme exercice doivent étre présentées dans l'ordre du sujet.

L'usage de tout matériel électronique est interdit. Aucun document n'est autorisé. Le sujet est a rendre avec la copie.

Si, au cours de [épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur dénoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra sa composition

en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

"Ftre exigeant cest montrer de l'intérét’

André Maurois
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EXERCICE

0o 1 -1 1T 1 -1
On considere les matrices A= 1 0 —1]etB= {1 1 -1
1T 1 =2 1T 1 -1
1. Calculer AB — BA.
2. Déterminer une base de ker(A).
3. Calculer A* + A.
4. Déduire des questions précédentes les valeurs propres de A ainsi qu'une base de chaque sous-espace propre associé.
5. Justifier alors que A est diagonalisable puis donner une matrice D; € M3(R) diagonale et une matrice P € Mj5(R) inversible telle que
A= PDP"
6. Calculer BP. En déduire une matrice D, € Mj5(R) diagonale telle que B = PD,P~".

7. On pose, pour tout t € R, M(t) = A+ tB et on considere le systeme différentiel

X(t) = tx(t) + (1+ty(t) — (1+1t)z(t)
(S):VteR, gty = (1T+6x(t) + ty(t) — (T+1t)z(t)
() = (T+tx(t) + (+tylt) — 2+t)z(1)

ol x, y et z sont des fonctions dérivables sur R et a valeurs dans R.

t 0 0
7.a. On pose, pour tout t € R, A(t)= {0 —1 0 |. Etablir:
0 0 -1

Vt € R, M(t) = PA(t)P~"

7.b. Soit y une fonction dérivable sur R.
. 2 2
Etablir: (y' —ty =0) <= (Ja €R [Vt ER, y(t) = ae 7). On pourra considérer la fonction t —> y(t)e 7 .

7.c. Résoudre alors le systeme différentiel (S).

PROBLEME

Sous réserve d'existence, on note E(U) et V(U) respectivement, l'espérance mathématique et la variance d'une variable aléatoire U définie sur
lUespace probabilisé (Q, A, P).
L'objet du probleme est l'étude de quelques propriétés d'une loi de probabilité utilisée notamment en fiabilité.

Les parties | et Il sont largement indépendantes. La partie lll est indépendante des parties | et II.

PARTIE | : LOI A 1 PARAMETRE.

On note A un parametre réel strictement positif. On considére la fonction f; de R dans R définie par :

/\ A/X
—e V" six>0
fixr— 2/x
0 six <0
1. 1.a. Montrer que la fonction f, est de classe €2 sur R}
1.b. Dresser le tableau de variation de f; sur R’ et préciser les limites suivantes :
im f, im f,
xlir[?* /\(X) et XBTOO A(X)
1.c. Etablir la convexité de la fonction f; sur RY.
1.d. Tracer lallure de la courbe représentative de f; dans le plan rapporté a un repére orthogonal.

+0o0
2. 2.a. Etablir la convergence de lintégrale / fi(x)dx et calculer sa valeur.
0

2.b. En déduire que la fonction f, est une densité de probabilité sur R}

3. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (CQ), A, P), a valeurs strictement positives, ayant f, pour densité. On note F,
la fonction de répartition de X et on pose : Y = WX

3.a. Calculer pour tout x réel, F,(x).

3.b. Montrer que Y suit la loi exponentielle de parametre 1.

3.c. Etablir pour tout r de N*, lexistence de E(Y").

3.d. Montrer que pour tout r de N*, ona : E (Y’”) = (r+MNE(Y").

3.e. En déduire pour tout r de N*, E(Y") et E(X"). En particulier, calculer E(X) et V(X).
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4. Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires définies sur (QQ, A, IP), indépendantes et de méme lot que X.
Soit (ap),en+ €t (bn)nen deux suites de réels strictement positifs vérifiant :

lim n%a, =1 et lim n’b, =0
n—+o00 n—-+09
_ Mn - bn

On pose pour tout n de N*, M, = min (Xi) et J, =
1<k<n

aﬂ
On admet que M, et J, sont des variables aléatoires définies sur (Q, A, IP).
Montrer que la suite (/,),cn+ CONverge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la lot.

PARTIE || : ESTIMATION PONCTUELLE DE A.

Pour n entier de N, on note (Xj, -, X,) un n-échantillon de variables aléatoires a valeurs strictement positives, indépendantes et de méme lot
que la variable aléatoire X définie dans la question 3.

k
On rappelle que Y = AVX, et on pose pour tout k de [1,n] : Vi = A/ Xy et S¢ = Z Y.
j=1

On admet que si T et Z sont deux variables aléatoires a densité indépendantes définies sur le méme espace probabilisé, de densités respectives
fr et f; telles que fr et f; soient bornées, alors la variable aléatoire T 4 Z est a densité et admet pour densité la fonction fr,, définie pour tout
x réel par :

Froz(s) = [ T )zl — g)dy

o)

5. 5.a. Démontrer que pour tout n de N, la variable aléatoire S, est a densité et admet pour densité la fonction g, définie par :

1 n—1_,—x :
Wx € R, gulx) = (n—T)lX e six>0
0 six <0
o ] . e o _ 1 .
5.b. On admet que pour tout n de N¥, 5 est une variable aléatoire a densité. Pour quelles valeurs de n, lespérance E | — | et la variance
n n

V (l) existent-elles?

n
Calculer alors leurs valeurs respectives.

6. On note (xi,...,x,) un n-uplet de (R7)" constituant une réalisation du n-échantillon (X;, -, X,).
On suppose que le paramétre A est inconnu. Soit H la fonction de R% dans R définie par :

VA>0, HA) =1In (|L| T'/\(Xk))
k=1

Montrer que la fonction H admet un maximum atteint en un unique point Ay dont on donnera la valeur.
n

7. On pose pour tout entier n supérieur ou égal a 3 : A) =

7.a. Justifier que A} est un estimateur de A. Que représente Ay pour Ay ?
n

7.b. Construire a partir de A un estimateur A, de A tel que E(A,) = A Calculer V(X,,),

7.c. Etablir: Ve >0, lim P([[A, — A >¢€]) =0.

PARTIE Il ; Lol A 2 PARAMETRES.

8. Soit A et o deux parametres réels strictement positifs et f, o) la fonction définie sur R par :

— —Ix? .
Aax® e six >0

Vx € R, fuqlx) = { 0 six<0

8.a. Montrer que f, 4 est une densité de probabilité sur R.
Soit W une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q), A, IP), a valeurs strictement positives, de densité f, . On dit que
W suit la lot WB (A, ) (lot de Weibull de parametre (4, @)).

8.b. On note £, ¢ la fonction de répartition de W. Calculer pour tout x réel, F(; o (x) .
8.c. Montrer que la variable aléatoire F(, (W) suit la lot uniforme sur ]0, 1,
8.d. En déduire une fonction Python permettant de simuler W.
9. Soit K une variable aléatoire a densité définie sur un espace probabilisé (Q), A, IP), a valeurs strictement positives, de densité f¢ nulle sur R™,

continue sur R et strictement positive sur RY. On note Fx la fonction de répartition de K. On pose pour tout x réel R(x) = —In (1 — FK(X))
et r(x) = R'(x), ol R est la fonction dérivée de R.

9.a. On suppose dans cette question que K suit la lot WB (A, 2) avec A > 0.
Etablir les propriétés (i) et (ii) suivantes :

(i) la fonction r est continue et strictement croissante sur R;, et r(0) = 0.

(i) la variable aléatoire r(K) suit la loit WB (41—/\2)
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10.

11.

9.b. Réciproquement, on suppose dans cette question que les propriétés (i) et (ii) sont vérifiées.

9.b.i.  Soit x > 0. Exprimer Fg(x) en fonction de r(x) puis établir :

R'(x) = 2V /R(x)
9.b.it.  Démontrer que K suit la lot WB(A, 2).

Dans les questions 10 et 11, lentier n est supérieur ou égal a 2. On note wy, ..., w, des réels strictement positifs et non tous égaux.

Soit ¢ la fonction de R dans R définie par :

n

D (W) Inw)

- 1
k=2
p(x) = 0 "
2w
k=1
10.a. Soient yq,..., y, des réels non tous nuls et zy, .. ., z, des réels quelconques.
En étudiant la fonction polynomiale du second degré Q définie sur R par Q(t) = (zx — tyy)?, établir linégalité
k=1
n 2 n n
[ < (L) (1]
k=1 k=1 k=1

10.b. Montrer que la fonction ¢ est strictement croissante sur R}

10.c. On note ng le nombre dentiers ky de [1, n] vérifiant Wiy = 1rykax (wi).
<k<n

Montrer que 1 < ng < n—1.
10.d. Donner un équivalent de Z (wk)* en fonction de ng et wy,, lorsque x tend vers 4-o0.
k=1
10.e. Calculer en fonction de wy, la limite de ¢(x) lorsque x tend vers +oo.
(on distinguera les deux cas wy, = 1 et wy, # 1)

n

1
10.f. En déduire que sur R} l'équation ¢(x) = - Z n(wx) admet une unique solution.

k=1
On note (W, ..., W,) un n-échantillon de variables aléatoires a valeurs strictement positives, indépendantes et de méme loi WB (A, @)
définie dans la question 8 dont une réalisation est le n-uplet (wq, ..., W)

On suppose que les parametres A et o sont inconnus.

Soit G la fonction de (R:)2 dans R définie par G (A, a) = In (l_l fira) (wk)),
k=1

11.a. Montrer que la fonction G admet un unique point critique (X,a) sur (RI)Z,

11.b. Montrer que la fonction G admet un maximum local au point (; a).

ok ke k ok ko FIN sk ddkk

CONCOURS BLANC 2 - EPREUVE 1 - Page 4/4



